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Les  propriétés  générales  des  équations  et  les  ques- 
tions d'Analyse  qui  s'y  rattachent  ont  été  développées 
dans  le  tome  P*"  de  cet  Ouvrage;  il  nous  reste  à  traiter 
de  la  résolution  algébrique  des  équations. 

Mais,  bien  que  cette  importante  question  soit  l'objet 
principal  que  nous  ayons  en  vue,  nous  devons  exposer 
d'abord  les  théories  partielles  dont  nous  aurons  ensuite 
à  emprunter  le  secours.  Ces  théories  offrent  d'ailleurs 
un  grand  intérêt  par  elles-mêmes  ;  aussi  les  avons-nous 
présentées  avec  des  développements  étendus. 
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CHAPITRE  PREMIER.       ^  ^'  ''    ^  '^'  Y 

DES   CONGRUENCES.       UNlVElSSl    i    \'     <>] 

■ '^ALIFOi'-NiA. 

Des  nonihres  congrus  ou  équivalents. 

281 .  Si  la  différence  des  deux  nombres  entiers  aetb, 
positifs  ou  négatifs,  est  divisible  par  un  troisième  nombre 
positif  M,  a  et  b  sont  dits  congrus  ou  équivalents  par 
rapporta  M  ;  le  diviseur  M  est  appelé  le  module;  a  et  b 
sont  résidus  l'un  de  l'autre  suivant  le  module  M. 

Pour  exprimer  que  a  et  b  sont  congrus  suivant  le  mo- 
dule M,  il  suffit  d'écrire 

a-~  bdLun  multiple  de  M; 

mais  nous   adopterons   la    notation    plus  commode   de 
Gauss,  et  nous  écrirons 

aE=ù      (mod.  M); 

cette  formule  sera  dite  une  congruence.  ^ 

Si  r  désigne  le  reste  de  la  division  de  a  par  M,  on  a 

a^^^r     (mod.  M); 

le  reste  r  est,   si  l'on  veut,  compris  entre  o  et  M,   ou 

M            M      ,,,.,.  , 

entre et  H ->  ci  ou  il  suit  que  tout  nombre  a  un 

2  2  ^ 

résidu  inférieur  en  valeur  absolue  à  la  moitié  du  module. 


6    .  COURS  d'algèbre  supérieure. 

On  le  nomme  résidu  minimum;  mais,  si  Ton  ne  veut 
considérer  que  les  résidus   positifs,  les  limites  seront 

o  et  M,  et  le  résidu  minimum  pourra  surpasser —      ^ 

282.  La  notation  de  Gauss,  pour  représenter  les  coii- 
gruences,  a  l'avantage  de  mettre  en  évidence  l'analogie 
qui  existe  entre  les  congruences  et  les  égalités,  sans  qu'il 
y  ait  pourtant  de  confusion  à  craindre.  Nous  allons  faire 
voir  que  la  plupart  des  transformations  que  l'on  peut 
faire  subir  aux  égalités  peuvent  être  appliquées  aux  con- 
gruences. 

Addition  et  soustraction.  —  Si  l'on  a 

a^E^h     (  mod .  M  ) , 
a  Ei^h'    (mod.  M), 
on  aura  aussi 

a±a'^^h±Lh'      (mod.  M). 

Les  congruences  proposées  expriment,  en  effet,  que 

a  r=.h  -\-ViW  multiple  de  M, 
a'  z=i  h'  -\-  un  multiple  de  M  ; 


donc 


un  multiple  de  M, 


ou 


a-±.a'^b±Lh'      (mod.  M), 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Multiplication. — On  peut  multiplier  une  congruence 
par  un  nombre  entier  quelconque;  car  soit 

a^b     (mod.  M), 
c'est-à-dire 

«  =  ^  -f-  un  multiple  de  M, 

on  aura  aussi,  quel  que  soit  l'entier  m, 

ma  =r:  mb  +  un  multiple  de  IM, 
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OU 

ma  ^  mh     (  mod.  M  ) . 

On  peut  aussi  multiplier  entre  elles  plusieurs  con- 

gruences  de  même  module.  Soient,   en  effet,  deux  con- 

gruences 

a  ^b      (mod.  M), 

a'~b'     (mod.  M), 
ou 

a  z=  b  -1-  un  multiple  de  M, 

a'  =ib'  -4-  un  multiple  de  M. 
On  aura,  en  multipliant, 

aa'  z=  bb'  -f-  un  multiple  de  M, 

ou 

aa'^bb'      (mod.  M), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  généralement  que,  si  l'on  a 

a  ~b       \ 

^  ""  /  (mod.  M), 

on  aura  aussi 

aa' .  .  .a("'^^bb'...  b^"")     (mod.  M). 

Élévation  aux  puissances  —  On  peut  élever  à  une 
même  puissance  les  deux  membres  d'une  congruence. 
Gela  résulte  immédiatement  de  ce  que  nous  venons  de 
dire  au  sujet  de  la  multiplication.  Si  donc  on  a 

a^b     (mod.  M), 

on  aura  aussi 

^,n_^m     (mod.  M). 

D'après  cela,  si 

/(x)  =  A.r'"  +  B.r«-|-... 
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est  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  x,  dont  les 

coefficients  A,  B,   ...    soient  des  nombres  entiers,  et 

que  l'on  ait 

a^nb     (mod.M), 

on  aura  aussi 

f[a)^f{b)      (mod.MJ. 

Division.  —  On  peut  diviser  une  congruence  par  un 
nombre  quelconque  premier  avec  le  module. 
Soit,  en  effet,  la  congruence 

ma^E^mb     (mod.M) 
ou 

ma  z=:  mb  4-  M  X  ^, 

on  aura,  en  divisant  par  m, 

j    ,    MX  7 
az==ib  -A --, 

m 

et,  si  l'on  suppose  m  premier  avec  M,  q  devra  être  divi- 
sible par  /7z,  et  l'on  aura 

«  =  ^  -T-  un  multiple  de  M. 
ou 

a^ikh      (mod.  M). 

Mais  ce  résultat  ne  subsiste  pas  quand  le  nombre  m  et  le 

module  M  ont  un  diviseur  commun  ;  car  soit  --  la  frac- 

•       m 

tion  irréductible  équivalente  à  -,  on  aura 
^  m 

j        M'  X  7 
m       ' 

cela  exige  seulement  que  q  soit  divisible  par  m',  et  Ton 
aura 

a^mb     (mod.M'). 

On  peut  aussi  diviser  une  congruence  par  une  autre, 
pourvu  que  les  membres  de  la  seconde  soient  premiers 
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avec  le  module.  Soient,  en  effet,  les  deux  congruences 

(i)  ■      aa'EiEbb'      [mod.  M), 

(2)  a^EEh      (mod.  M). 

Désignons  par  /'  le   résidu  minimum    de   la  différence 
d —  y ^  on  aura 

(3)  d^^h'-±.r     (mod.  M), 

et,  en  multipliant  les  congruences  (2)  et  (3)  l'une  par 
l'autre, 

(4)  aa'^ihb'ûihj^     (mod.  M). 
Des  congruences  (i)  et  (4)  on  déduit 

br^BO     (mod.  M): 

or  M  est  premier  avec  b,  par  hypothèse  ;  donc 

rsEO      (mod.  M), 
ou 

.       < 

puisque  /■>>M.  On  a  par  conséquent 
a'  ^^  b'      (mod.  M), 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Du  nombre  qui  exprime  combien  il  j  a  de  nombres 
premiers  à  un  nombre  donné  et  non  supérieurs  à  ce 
nombre. 

283.   Lemme.  —  Si  l'on  multiplie  les  termes  de  la 
suite 

(i)  I,  2,  3,  ...,   (M-iJ 

par  un  entier  a  premier  ai^ec  M,  les  produits  obtenus 

(?.)  a,    2rt,   3a,  .  .  .,   (M— 1)« 


^ 


lO  COURS  D  ALGÈBRE  SUPÉRIEURE. 

seront  respectwement  congî^us,  suwant  le  module  M, 
aux  nombres  (i),  abstraction  faite  de  l'ordre. 

En  effet,  l'un  des  nombres  (2),  ma  par  exemple,  ne 
saurait  être  divisible  par  M,  puisque  M  est  premier  avec  a 
et  qu'il  est  supérieur  à  m  ;  la  même  chose  a  lieu,  à  l'égard 
de  la  différence  ma  —  m'a  de  deux  termes  de  la  suite  (2), 
car  cette  différence  est  aussi  un  terme  de  la  même  suite. 
Il  résulte  de  laque,  si  l'on  prend  les  résidus  minima  posi- 
tifs des  nombres  (4^),  par  rapport  à  M,  ces  résidus  seront 
tous  différents  et  aucun  d'eux  ne  sera  nul  ;  ce  seront  donc, 
dans  un  certain  ordre,  les  nombres  de  la  suite  (i). 

Corollaire.  —  Si  le  nombre  M  est  premier  à  a,  les 
termes  de  la  progression  aj^ithmétique 

(1)  c,  c-\-a,   c-h2.a,    ...    c-|-(M — i)  a, 

sont  respectii^ement  congrus,  suivant  le  module  M,  quel 
que  soit  l'entier  c,  aux  nombres 

(2)  G,     I,    2,    ...,    (M  — t). 

En  effet,  d'après  le  lemme  précédent,  les  nombres  (i) 
sont  respectivement  congrus  à 

C,    C-f-I,    C-l-2,    ...,    C  -r-  (M — l), 

et  il  est  évident  que  ces  derniers  sont  congrus  aux  nom- 
bres (2),  suivant  le  module  M. 

284.  Nous  emploierons  le  symbole  ^(M)  pour  dési- 
gner combien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  M  et  non 
supérieurs  à  M.  D'après  cette  définition,  on  a  évidemment 

?(!)  =  >• 

Théorème.  — Si  M  désigne  le  produit  de  plusieurs 
nombres  a,  b,  ...,/,  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
on  aura 
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Prenons  d'abord  le  cas  de  deux  facteurs  et  soit 

M  =  ab, 

a  et  h  désignant  des  nombres  premiers  entre  eux.  Les  aZ^ 
premiers  nombres  peuvent  être  disposés  comme  il  suit  : 

I,  2,  .. .,  /-,  .. .,  b, 

^-t-i,  ^-f-2,...,  è-4-Â-,  ...,  b-^by 

a^-4-i,              2^-T-2,  ...,             2^H-^,  ...,              nb-hb, 
, 

{a—i)b-hï,    («— 1)^+2,  ...,    [a—-i)b-h/,-,...,    [a—ï)b-hb. 

Considérons  l'une  des  colonnes  verticales  de  ce  tableau, 
par  exemple  celle  qui  commence  par  k.  Si  k  est  premier 
avec  h,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  autres  termes  de  la 
colonne;  au  contraire,  si  k  et  b  ont  un  diviseur  commun 
autre  que  i,  il  n'y  aura  dans  la  colonne  aucun  nombre 
premier  avec  b.  D'ailleurs,  la  première  ligne  du  tableau 
renferme  (p(è)  nombres  premiers  avec  b  ;  donc  le  ta- 
bleau entier  renferme  9  (^  )  colonnes  verticales  dont  tous 
les  termes  sont  premiers  à  b,  et  qui  épuisent  tous  les 
nombres  de  cette  espèce  non  supérieurs  à  M.  Supposons 
que  k  soit  premier  avec  b  ;  la  colonne  verticale  qui  com- 
mence par  k  est  une  progression  arithmétique  dont  les 
termes  sont  respectivement  congrus,  suivant  le  modules, 
aux  nombres  o,  i,  2,  ...,  (a  —  i);  cette  dernière  suite 
contient  (p  (a)  nombres  premiers  à  a,  et,  par  conséquent, 
la  colonne  que  nous  considérons  en  renferme  un  pareil 
nombre.  De  tout  cela  il  résulte  que  notre  tableau  renferme 
9(«)X9(^)  nombres  premiers  à  <2  et  à  Z>,  c'est-à-dire 
premiers  au  produit  ab;  on  sl  donc 

y(M)=y{«)y(i). 

Passons  maintenant  au  cas  général  où  l'on  à 

M  — abc...  L 
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rt,  b^  c,...,  l  étant  des  nombres  premiers    entre    eux, 
deux  à  deux.  On  aura  successivement 

=  f{n}?{b)<i>(c...  l) 


ce  qui  achevée  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 

285.  Le  théorème  précédent  fournit  un  moyen  très- 
simple  de  trouver  la  valeur  de  9  (M). 

Lorsque  M  est  égal  à  un  nombre  premier  p^  il  est 
évident  que  les  nombres  premiers  à  M  =  p,  et  non  su- 
périeurs à  ce  nombre,  sont 

I,   2,  3,  .  ..,   (/?— 1); 
on  a  donc 

Lorsque  M  est  égal  à  une  puissance  p^  d'un  nombre 
premier /7,  il  est  évident  que  la  suite  des  /?""*  nombres 

p,   2p,   3p,    .  .  . ,  p'~^  .p 

renferme  tous  les  nombres  non  supérieurs  à  M  qui  ad- 
mettent p  pour  diviseur;  on  a  donc 

?W=p'-P'-'=P'~'{p-i), 

ou 

Considérons  le  cas  général;  soient  p,  (j\  r,  ...  les  fac- 
teurs premiers  inégaux  de  M,  et  supposons 
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V,  «,)>,...  étant  des  exposants  entiers.  On  aura  (n°  284) 


d'ailleurs 


?[P')=P'    l   I 


?('7'j--'7M»--)' 


donc 


ou 


M 


•■'=-(-j)(-i)(-^ 


Il  importe  de  remarquer  que,  si  M  est  un  nombre  im- 
pair, on  a 

y(2M)==y(2)y(M); 

or  9(2)  =  I  :  donc 

286.  Il  convient  de  remarquer  encore  le  théorème 
suivant,  qui  nous  sera  très-utile  dans  la  suite  : 

Théorème.  —  Si  d^  d' ,  d" ,  ...  désignent  la  suite  des 
diy^iseiirs  du  nombre  M,  parmi  lesquels  figurent  l'unité 
et  le  nombre  M  lui-même,  on  a 

<^{d)-h^  {d'  )  +  0^  (r/'^)  H-  .  .  .  =r  M. 
En  effet,  soit 

p,  q,  r,...  étant  des  nombres  premiers  inégaux;  les  di- 
viseurs d,  d',  d",  ...  ne   seront   autre   chose   que   les 
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t 

termes  du  polynôme  égal  au  produit 

{H-/?-f-/?2-h...+p^)(H-/7-{-<72+...+^!*)(i-i-r-}-...  +  /'^).... 

L'un  quelconque  des  termes  du  polynôme  dont  il  s'agit 
a  la  forme  p«  ^^  /'^  .  .  ;  d'ailleurs  l'égalité 

d  —  p'^q^r^... 
<întraîne  , 

donc  la  somme  de  toutes  les  quantités  cç)(<i)  sera  le  pro- 
duit des  polynômes 


Le  premier  de  ces  polynômes  a  pour  valeur 

H-(7?  — i)  [\  -\-  p  -\-  jf-  -^  .  .  .-\-  p'-']=  p", 

et  l'on  voit  de  même  que  les  polynômes  suivants  ont  res- 
pectivement pour  valeurs  q'^^  r^, ...  ;  on  a  donc 

o[d)    -^r^[d')-\-rf[d")    -^,-...=p^q^r''...  =  M. 

Des  congimences  en  général. 

287.  La  théorie  des  nombres  résout  sur  les  con- 
gruences  le  même  problème  que  l'Algèbre  ordinaire  sur 
les  équations;  elle  se  propose,  en  particulier,  de  trouver 
les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  une  congruence  telle  que 

/(.r)E^o     (mod.M), 

oùf^x)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel  dont 
les  coefficients  sont  des  nombres  entiers.  Si  l'on  satis- 
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fait  à  cette  congruence,  en  faisant  x^a,  on  y  satisfera 
aussi,  d'après  une  remarque  précédente,  en  faisant,  quel 
que  soit  l'entier /r,  x  =  a-{-kM]  d'où  il  suit  que  chaque 
solution  en  donne  une  infinité  d'autres,  mais  qui  sont 
toutes  équivalentes  suivant  le  module  M.  Les  diverses 
solutions  renfermées  dans  une  même  formule  a-|-/rM 
peuvent  se  déduire  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  ; 
d'ailleurs,  on  peut  disposer  de  l'entier  k  de  manière  que 

7T*T        •  •  M  M 

a-^km.  soit  compris  entre  —  —    et  H >   ou   entre    o 

^  2  2 

et  M;  il  n'y  a  donc  lieu  de  s'occuper  que  des  solutions 
comprises  entre  ces  limites. 

Gela  posé,  nous  appellerons  racines  de  la  congruence 

f[x)  ^o     (mod.  M) 

les  diverses  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  M,  qui  ren- 
denty(x)  divisible  par  M. 

Une  congruence  est  identique  lorsque  tous  ses  coeffi- 
cients sont  divisibles  par  le  module,  et  elle  est  évidem- 
ment impossible  lorsque  ses  coefficients  sont  divisibles 
par  l'un  des  facteurs  du  module,  à  l'exception  du  terme 
indépendant  de  x. 

Si  F  (x)  désigne  un  polynôme  entier  et  rationnel,  ayant 
pour  coefficients  des  nombres  entiers,  on  peut  substituer 
à  la  congruence 

f[x)^o     (mod.  M) 
la  congruence  équivalente 

f[x)-{-MY[.T]~o     (mod.  M), 


et  disposer  ensuite  des  coefficients  indéterminés  de  F(j:). 
pour  rabaisser  au-dessous  de  M,  et  même  de  —  si  l'on 
veut,  tous  les  coefficients  de  la  congruence. 
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Des  congjniences  du  premier  degré, 

288.  La  congruence  du  premier  degré 

(i)  ax  -h  b^o     (mod.  M) 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(2)  ax  -\-  b  =.  M/, 

et  la  recherche  de  ses  racines  est  ramenée  à  celle  des  so- 
lutions en  nombres  entiers  de  l'équation  (2)  qui  renferme 
les  deux  inconnues  xelj».  Si  a  et  M  sont  premiers  entre 
eux,  l'équation  (2)  est  toujours  résoluble  en  nombres  en- 
tiers; on  obtient  une  première  solution  Xq,  Jq  (n°  13) 

par  la  réduction  de  —  en  fraction  continue  ;  après  quoi 

toutes  les  solutions  sont  données  par  les  formules 

où  t  désigne  une  indéterminée.  On  peut  disposer  de  cette 
indéterminée  de  manière  à  obtenir  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  zéro  et  M,  et,  si  l'on  représente  cette  valeur 
par  Xq,  les  autres  valeurs  de  x  continueront  à  être  don- 
nées par  la  première  des  formules  qui  précèdent. 

11  résulte  de  là  que  la  congruence  du  premier  degré  (i) 
n'admet  qu'une  seule  racine,  quel  que  soit  le  module, 
lorsque  le  coefficient  de  l'inconnue  est  premier  avec  ce 
module. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  au  moyen  du  lemme 
du  n"  283  (Corollaire).  Effectivement,  si  l'on  donne 
à  X  les  M  valeurs 

G,    I,  2,    ...,    (M— i), 

le  premier  membre  de  la  congruence  (i)  prendra  M  va- 
leurs incongrues   suivant  le   module  M;  l'une   de   ces 
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valeurs  sera  donc  nulle,  relativement  à  ce  module,  et  la 
valeur  correspondante  de  x  sera  la  racine  demandée. 
Si  Xq  désigne  cette  racine,  on  peut  écrire 

.r^^ (mod.  M), 

a      ^  ' 

comme  Gauss  l'a  proposé. 

Si  le  coefficient  a  n'est  pas  premier  avec  le  module  M 
et  que  d  désigne  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces 
deux  nombres,  la  congruence  (•)  ne  sera  résoluble  que 
si  h  est  divisible  par  d.  Quand  il  en  est  ainsi,  la  con- 
gruence, divisée  par  d,  devient 


a  h  l  \l\ 


on  rentre  alors  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner. 
Soit  Xo  la  racine  de  la  congruence  (3)  ;  les  valeurs  de  x 
qui  pourront  y  satisfaire  seront  toutes  comprises  dans  la 

formule 

M 

X  —  ,Tq  -f-  -^  ^, 

et  l'on  voit  que  la  proposée  admettra  les  d  racines 

M                2M                         (^— i)M 
•^•0,   '"^o  -+-  -^  '   ''^^'^  ~T^   *  "  '   '^^'^  ' d ' 

qui  sont  incongrues  suivant  le  module  M. 

289.  Lorsque  le  module  M  est  un  nombre  composé, 
la  résolution  de  la  congruence 

(i)  a.x-{-  b^o     (mod.  M), 

où  l'on  suppose  a  premier  avec  M,  peut  être  ramenée  à 
celle  d'autres  congruences  dans  chacune  desquelles  le 
module  est  un  facteur  de  M. 

S.  —  ^Ig-.  Slip.,  II.  3 
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Soit,  en  effet, 

M  =  MiM2, 

M^  et  Mo  étant  des  nombres  entiers. 

Il  est  évident  que  la  racine  de  la  congruence  (i)  doit 
satisfaire  à  la  congruence 

(2)  ax-^h^o     (mod.  Mj); 

désignons  par  a  la  racine  de  cette  congruence  :  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  la  proposée  seront  de  la  forme 

.r  =  a  -f-  Ml  arj, 

Xx  étant  une  indéterminée,  et  en  substituant  cette  valeur 
il  viendra 

(<2« -f- ^>)  +  Mi  «.rj^zo     (mod.  M). 

Par  hypothèse,  «a  -}-  Z>  est  divisible  par  M,  ;  si  donc  on 

pose 

arj.  4-  h 

-^î;-  =  ^■' 

la  précédente  congruence,  divisée  parM<,  deviendra 

a.Ty  -f-  />>iE^o      (mod.  Mj). 

Si  l'on  désigne  par  a,  la  racine  de  cette  nouvelle  con- 
gruence, la  formule 

.X  z=za.-\-  Ml  u.y 

donnera  la  racine  de  la  proposée. 
On  conclut  de  là  que,  si  l'on  a 

M  ==  Ml  M,  .  .  .  M/,, 


M,,  Mo,  . . . ,  M/f  étant  des  nombres  entiers,  la  résolution 
«.r  +  £)E^o     fmod.  M) 


de  la  congruence 
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peut  être  ramenée  à  celle  d'autres  congruences  de  la  forme 

aoc^h  ^o  (mod.  Ml), 
«.r -I- Z»i  E^ o  (mod.  M2), 
î 

ax  -\-  hj^_^  ^  o     { mod.  M/^.) . 

En  particulier,  on  peut  prendre  pour  les  nombres  M^, 
Mo,  ...  les  facteurs  premiers  dont  le  module  est  le  pr  o- 
duit. 

Exemple.  —  Soit  la  congruence 

1237.2:  —  4096^^0     (mod.  675). 

Le  module  675  est  égal  au  produit  27  X  20  ;  on  peut 
donc  commencer  par  résoudre  la  congruence 

1237X  —  4096^0     (mod.  27), 

qui,  en  rabaissant  les  coefficients  au-dessous  du  module, 

devient 

^x  —  8^0     (mod.  27), 

ou,  si  l'on  veut, 

8  -j-  27  r 

-T»     ■ i . 

La  valeur  j^  :=.  i  donne  x  ^^'j',  on  fera,  en  conséquence, 

.r=r  7  -f-  27. r^; 

en  substituant  cette  valeur,  la  proposée  devient 

1287  X  27 .Ti  +  45^3^  o     (mod.  27X^5), 
ou,  en  divisant  par  27, 

I237.ri  +  169^0      (mod.  25); 

rabaissant  les  coefficients  au-dessous  du  module  25,  on 

obtient 

I2.rj — 6^so     (mod.  25j, 
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OU,  en  divisant  par  6,  qui  est  premier  avec  le  module, 

2.^1  —  1^0     (mod.  25). 
On  tire  de  là 


I  -h  25r 
•^1  = > 


et  la  valeur  j^  =  i  donne  a:<  =  i3. 
La  racine  demandée  est  donc 

.r=7  +  27X  i3  =  358. 

290.  On  ramène  au  problème  dont  nous  venons  de 
nous  occuper  celui  qui  a  pour  objet  de  trouver  un  nom- 
bre N  qui  ait  des  résidus  donnés  «,  a^,  «o?  •  •  •  ?  suivant 
des  modules  donnés  M,  M<,  Mo,  •  .  . . 

Le  nombre  cherché  N  doit  satisfaire  aux  congruences 

(i)    ]\^«(mod.M),    N^^/i(mod.Mi),    N^flalmod.Ma),  ...; 

la  première  donne 

N  =  «  -f-  M.r, 

et,  pour  que  le  nombre  N  ainsi  déterminé  satisfasse  aussi 
à  la  deuxième  deg^congruences  (i),  il  faut  que  l'on  ait 

« -{-M.r^£Zi  (mod.  Mj)     ou    M.x -h  [a  —  «1)^0     (mod.  Mj). 

Si  le  plus  grand  commun  diviseur  d  des  nombres  M  et 
Mi  ne  divise  pas  a  —  a^ ,  le  problème  proposé  n'admettra 
pas  de  solution;  dans  le  cas  contraire,  la  précédente 
congruence  peut  s'écrire 


^o      (mod.^) 


M            a  —  a^  /        ,    Ml 

—  j:  H ; —  ^  o       (  mod.  — r  1 9 


et,  si  l'on  désigne  par  a  sa  racine,  cette  congruence  ne 
sera  satisfaite  que  par  les  valeurs  de  x  données  par  la 
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formule 

Xi  étant  une  indéterminée.  En  posant 

on  obtient  cette  expression  de  N 

Si  l'on  veut  que  cette   valeur  de   N  satisfasse  à  la 
troisième  des  congruences  (i),  il  faudra  que  l'on  ait 

^(i)_l -*^i^«2     (mod.  M2), 

ou 

— -^  x^-h  [a(^^  ~  a^)^o     (mod.  M2); 

si  le  plus  grand  commun  diviseur  di  des  nombres  —z- 

et  M2  ne  divise  pas  a^^^  —  a^,  la  précédente  congruence 
sera  impossible;  dans  le  cas  contraire,  elle  se  ramènera 
à  la  forme 


MM, 


et,  en  appelant  a.^  sa  racine,  on  devra  poser 


•ri  =r  a^  H .^2, 


X2  étant  une  indéterminée.  Faisant  alors 


d 
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l'expression  de  N  sera 

MMi  M, 

On  peut  continuer  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  épuisé  toutes  les  congruences  proposées,  et  si  l'on  ne 
rencontre  aucune  congruence  impossible,  l'expression 
demandée  aura  la  forme 

X  étant  une  indéterminée,  et  \x  désignant  le  plus  petit 
commun  multiple  des  modules  M,  M^,  M2,  .... 

291 .  Le  cas  d'un  nombre  m  de  congruences  du  premier 
degré,  à  m  indéterminées,  peut  être  résolu  au  moyen  de 
ce  qui  précède.  Supposons  qu'on  demande  les  systèmes 
de  solutions  des  congruences 

[   a^x      4-  ^0  J      H-  <^o  ^      4-  .  .  .  -i-  Ao  w      H-  /q       ^^ o 
j^j     \a,.      ~^b,r      +c,z      +...  +  /,.      +/.       -o       ^^^^^^^ 


[    «m-l-^ 


/„,_1  =SO 


ni-l 


Les  valeurs  de  l'une  quelconque  des  inconnues,  qui 
figurent  dans  les  systèmes  de  solutions  cherchées,  dé- 
pendent d'une  congruence  linéaire  qu'on  peut  facilement 
former.  Effectivement  on  peut  toujours  trouver,  par  la 
théorie  des  équations  du  premier  degré,  m  nombres  en- 
tiers 'io,'i\j  "",  \m-\  qui  n'aient  aucun  diviseur  commun 
avec  le  module  et  qui  satisfassent  aux  m —  i  équations 

/    ^'o  ?o  +  ^1  ?i  4-  .  .  .  -i-  h„^_^  l,„_^  =  G, 

I 
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alors,  si  l'on  ajoute  les  congruences  (i)  après  les  avoir 
multipliées  par  ^o?  ^o  •  •  •  ?  ^m-i  respectivement,  et  que 
l'on  fasse,  pour  abréger, 


«0  ?0  +  «1  ?i  -^  •  ' 

•  •  -+-  ^m-l  ?/«-!  =  «1 

^0  ?o  +    'j  ?i  -t-  •  • 

•  •  ~i~    hn—l  ?/;i— 1  ^^^  '» 

on  aura 

a.x-^l^^^o     (mod.  M). 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  à  l'égard  des  incon- 
nues j^,  z,  ...,  et  l'on  formera  ainsi  jn  congruences,  dont 
chacune  ne  contiendra  qu'une  seule  inconnue  et  qui  ad- 
mettront toutes  les  solutions  du  système  proposé.  Maisla 
réciproque  de  cette  proposition  n'a  pas  lieu,  et  il  pourra 
arriver  que  diverses  solutions  du  système  obtenu  par  notre 
méthode  ne  conviennent  point  au  système  proposé.  Dans 
la  pratique,  il  sera  en  général  plus  simple  de  procéder 
par  éliminations  successives  et  de  remplacer  le  système  (  i  ) 
par  un  autre  dans  lequel  chaque  congruence  renferme 
une  inconnue  de  moins  que  la  précédente. 

Exemple.  —  Soient  les  congruences 

(i)  '.  2.r  H- 3j -i- 2z=Eiz  7  }  (mod.  12), 

[    5.X-r-     J-h32E^6   ) 

que  Gauss  a  choisies  pour  exemple  dans  ses  Rechej^ches 
arithmétiques .  Si  l'on  tire  de  la  première  la  valeur  de  z 
pour  la  porter  dans  les  deux  autres,  on  aura  ce  nouveau 
système  : 

[   z-==  ^  —  3.r  —  5 y 


(2)  <  4-^  +  7J==i  /  (mod.  12 


14-^  +  2JK  ^6  / 

éliminant  ensuite  x  entre  les  deux  dernières,  on  a  ce 
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troisième  système  : 

(3)  |4.7:=i  — 7jr  I  (mod.  12). 

La  dernière  congruence  du  système  (3)  n'a  qu'une 
seule  racine,  qui  est  —  i  ou  11.  La  deuxième  des  con- 
gruences  (3)  donne  ensuite 

4.3:^8     (mod.  12) 

ou 

.r^2      (mod.  3). 

On  a  ainsi  quatre  valeurs  de  oc^  savoir  : 

^  nz  2,    5,    8,     11.*^ 

La  première  congruence  (3),  qui  se  réduit  à 
z  =  9— 3.r, 

à  cause  dej-  =  —  i ,  donne  les  quatre  valeurs  correspon- 
dantes de  z,  savoir 

zz=3,  6,  g,  o. 

Suj^  le  nombre  des  racines  de  la  congruence 
x-—\^o     (mod.  M). 

292.  Pour  que  le  produit  (jr  +  i)  [x  —  i)  soit  divi- 
sible par  M,  il  faut  et  il  suffît  que  x  —  i  contienne  tous 
ceux  des  facteurs  premiers  de  M  qui  ne  figurent  pas 
dans  x-f-i;  d'ailleurs  x  —  i  et  a:-f-i  ne  peuvent  avoir 
que  les  diviseurs  i  et2  communs,  puisque  leur  différence 
est  égale  à  2.  Donc,  pour  résoudre  la  congruence 

(i)  .^2  —  1^0     (mod.  M), 

il  suffira  de  poser  de  toutes  les  manières  possibles 

M  — AB, 
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A  et  B  étant  premiers  entre  eux,  ou  ayant  2  pour  plus 
grand  commun  diviseur,  puis  de  déterminer  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  congruences 

(2)  ^  +  1^0     (mod.  A),     .r  — 1^0     (mod.  B). 
On  tire  de  la  première 

(3)  ^=:  —  I+A^, 

t  étant  une  indéterminée,  et,  en  substituant  cette  valeur 
dans  la  seconde  congruence,  il  vient 

(4)  A^—  2  =  0     (mod.  B). 

Gomme  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  B  est 
I  ou  2,  par  hypothèse,  la  congruence  (4)  sera  toujours 
possible.. Si  A  et  B  sont  premiers  entre  eux,  cette  con- 
gruence aura  une  racine  unique  et  la  formule  (3)  donnera 
également  pour  x  une  valeur  unique.  Mais,  si  A  et  B  ont 
le  diviseur  commun  2,  la  congruence  (4)?  divisée  par  2, 
deviendra 

(5)  —  t  —  1^0      (  mod.  — 
^  2  \  2 

Les  valeurs  de  t  qui  satisfont  à  la  congruence  (5)  sont 
données  par  la  formule 

B 

2 

T» 

Iq  étant  un  nombre   déterminé  compris  entre  o  et  —  ? 

^  2 

et  u  désignant  une  nouvelle  variable.  Alors  la  con- 
gruence (4)  a  les  deux  racines 

B 

2 

et  la  formule  (3  )  donne  les  valeurs  correspondantes  de  x, 

M 

—  i-f-A?oî      —  iH-A^oH 

2 
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11  importe  d'examiner  maintenant  si  l'une  des  racines 
de  la  congruence  proposée  peut  être  donnée  par  deux 
décompositions  distinctes  du  module  M  : 

M  —  AB,     Mi=A'B'. 

Désignons  par  -  la  fraction  irréductible  équivalente 

aux  deux  fractions 

A.      A' 
B^'    F' 

lesquelles  sont  égales,  en  vertudel'liypotlièse  AB=^  A'B'; 
on  aura 


A  =  la, 

M=u.a, 

B'  =  X6, 

B  =a&, 

t,  par  suite, 

A'^  VA, 

A 

B'  =:  -  B, 

7.  et  [L  étant  des  entiers.  Mais,  si  les  décompositions  con- 
sidérées fournissent  une  même  racine  x  de  la  con- 
gruence (i),  les  nombres  A  et  B'  ou  A'  et  B  diviseront 
respectivement  X -f- I  el  x — i  :  donc  ils  ont  pour  plus 
grand  commun  diviseur  i  ou  2  ;  chacun  des  nombres  "k 
et  ^  est  par  suite  égal  à  i  ou  à  2.  Il  résulte  de  là  que  les 
décompositions 

M  —  1  A  X  2B,     M  r=  -lA  X  -  B 

2  2 

sont  les  seules  qui  puissent  donner  une  racine  x  déjà 
fournie  par  la  décomposition  M  =  AB. 

Gela  posé,  il  est  facile  de  déterminer  le  nombre  N  des 
racines  distinctes  de  la  congruence  (i). 

Supposons  d'abord  que  le  module  M  soit  impair  et  dé- 
signons par  ti  le  nombre  de  ses  facteurs  premiers  inégaux. 
Dans  le  cas  dont  il  s'agit,  les  décompositions  M  =  AB 
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donnent  nécessairement  des  racines  distinctes,  et  il  suffît 
d'avoir  le  nombre  de  ces  décompositions.  Or,  pour  for- 
mer A,  on  peut  n'employer  aucun  des  facteurs  premiers 
de  M  :  on  aura  alors  A  =  i  ;  on  peut  introduire  dans  A 
un  seul  des  n  facteurs  premiers  de  M,  et  l'on  obtiendra 
ainsi  n  décompositions  distinctes;  pareillement,  on  aura 

— décompositions,  en  formant  A  avec  deux  des 

facteurs  premiers  de  M,  et  ainsi  de  suite.  D'après  cela, 
on  aura 

N  rzri  -1 1 ^ +  .  .  .  H h  I 

[  1.1  I 


Supposons  en  deuxième  lieu  que  le  module  M  soit 
double  d'un  nombre  impair,  et  désignons  par  g,  comme 
précédemment,  le  nombre  des  facteurs  premiers  impairs 

M  . 

inégaux  de  M  ou  de  —  •  Considérons  la  décomposition 


2 

M  r=:  AB, 


A  étant  pair  et  B  impair;  parmi  les  autres  décompo- 
sitions, la  seule  qui  puisse  fournir  la  même  racine  x  que 
la  première  est 

Mr=r-AX2B, 
2 

et  je  dis  qu'elle  la  fournit  effectivement.  En  effet,  la  ra- 
cine qui  répond  à  la  première  décomposition  est  déter- 
minée par  les  formules 

a:  =  —  i-\-Kt,     Kt — 2E^o     (mod.  B); 

or,  A  étant  pair  et  B  impair,  on  peut  écrire 

A  A 

x=i  —  iH »  ^t,      —  *  it  —  2=^0     (mod.  2B), 

2  2  ^ 
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ce  qui  montre  que  cette  valeur  de  x  répond  aussi  à  la  se- 
conde décomposition.  Il  résulte  de  là  que  N  est  le  nom- 

.  .  M  ^ 

bre  des  décompositions  de  —  en  deux  facteurs  premiers 

entre  eux,  et  l'on  aura  alors 

comme  dans  le  premier  cas. 

Supposons,  enfin,  que  M  soit  divisible  par  la  puis- 
sance 2?  de  2,  p  étant  ^i,  et  désignons  encore  par  n  le 
nombre  des  facteurs  premiers  impairs  inégaux  de  M  ou 

de  —  •  Dans  ce  cas,  on  peut  rejeter  toute  decoaipositj on 

M  =  AB, 

dans  laquelle  l'un  des  nombres  A  ou  B  serait  impair.  En 
effet,  supposons  A  pair  et  B  impair;  le  raisonnement  que 
nous  venons  de  faire,  à  l'occasion  du  cas  précédent, 
montre  que  la  racine  qui  répond  à  la  décomposition  AB 

.  .      A 

sera  aussi  donnée  par  la  décomposition-  X^B.  Main- 
tenant une  décomposition  de  M  en  deux  facteurs  pairs 
donne  deux  racines  x  qui  sont  nécessairement  distinctes 
de  celles  fournies  par  une  autre  décomposition  de  la  môme 
espèce;  car,  dans  chaque  décomposition,  les  facteurs 
doivent  avoir  2  pour  plus  grand  commun  diviseur;  donc, 
pour  obtenir  toutes  les  décompositions  utiles  de  M,  il  faut 

M       .  .  . 

former  celles  de  —  et  introduire  ensuite  2  dans  le  premier 

facteur,  2^^  dans  le  second,  puis  inversement  2?""^  dans 
le  premier  facteur  et  2  dans  le  second.  Si  p  =  2,  ces  deux 
dernières  opérations  rentreront  évidemment  l'une  dans 
l'autre. 

Il  résulte  de  là  que,  si  |!î=:  2,  c*est-à-dire  siMestdivi- 
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sible  par  4,  mais  non  par  8,  on  aura 

Si  p  est  ]>  2,  c'est-à-dire  si  M  est  divisible  par  8,  on 
aura 

Cette  conclusion  n'est  point  en  défaut,  quand  on  a  M  =  2?  ; 

dans  ce  cas,  —  n'admet  que  la  seule  décomposition  i  X  i . 

Il  faut  remarquer  que  les  racines  de  la  congruence  (2) 
sont  conjuguées  deux  à  deux,  de  manière  que  deux  ra- 
cines conjuguées  soient  égales  et  de  signes  contraires, 
ou,  si  l'on  A^eat,  complémentaires  au  module.  Il  est  évi- 
dent que  deux  racines  conjuguées  sont  fournies  par  deux 
décompositions  telles  que  AB,  BA. 

Corollaire.  —  La  congruence 

.r^  —  1^0     (mod.  M) 

admet  un  couple  unique  de  racines  conjuguées  daiis 
l'un  des  trois  cas  suivants  ;  1°  si  M  est  une  puissance 
d'un  nombre  premier  impair;  2°  si  M  est  le  double 
d'une  telle  puissance  ;  3^  si  M  est  égal  à  4-  Dans  tout 
autre  cas  le  nombre  des  couples  de  racines  cojijuguées 
de  la  congruence  est  un  nombre  pair. 

Ce  corollaire  résulte  immédiatement  des  formules  par 
lesquelles  nous  avons  exprimé  le  nombre  N  dans  les 
différents  cas  que  nous  avons  examinés. 

Exemple.  —  Si  l'on  a  M  =  24,  on  a  ces  quatre  décom- 
positions utiles 

A=:   2,   12,  4,  6, 

B  =  :2,      2,   6,   4; 

la  congruence 

X-  —  1^0     (mod.  24) 


3o  COURS  d'algèbre  supérieure. 

a  huit  racines,  savoir  : 

I,    i3  fournies  par  la  décomposition     2X12, 

23,    II  «  »  12  X    2, 

7,   19  ''  ''  4x   6, 

17,5  »  «  6x4- 

Théoj^èine  de  Fermât. 

293.  Le  théorème  d^  Fermât  est  l'une  des  proposi- 
tions fondamentales  de  la  théorie  qui  nous  occupe  ;  aussi 
croyons-nous  utile  de  présenter  ici  les  démonstrations 
diverses  qu'on  en  a  données.  Ce  théorème  célèbre  est  le 
suivant  : 

Théorème.  —  Si  le  nombre  entier  a  nest  pas  divi- 
sible par  le  nombre  premier  p,  la  différence  aP~  '  —  i 
est  divisible  par  p  ;  en  d'autres  termes^  on  a 

a''-^^=i      (mod.  p). 

Première  démonstration.  —  Gomme  a  et  p  sont  pre- 
miers entre  eux,  par  hypothèse,  les  nombres 

(i)  «,   2^,   3rt,   ..  .,    {p  —  ï]a 

donneront,  relativement  k  p  (n°  283),  les  résidus 

(2)  I,-  2,   3,  ....   (/?  — i), 

abstraction  faite  de  l'ordre.  Le  produit  des  nombres  (i) 

est  donc  congru,  suivant  le  module  p,  au  produit  des 

nombres  (2),  et  l'on  a,  en  conséquence, 

1.2.3.  .  .(/?  —  i)  [ai'-^  —  1)^0      (mod.  p). 

On  peut  diviser  cette  congruence  par  le  produit 
i.2.3...(/7  —  i)  qui  est  premier  avec  le  module,  et 
l'on  a 

a^'~^  —  1^0     (mod./>), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Deuxième  démonstration.  —  Si  l'on  élève  à  la  puis- 
sance p  le  binôme 

(«  — ij-f-i, 

dont  la  valeur  est  a,  on  aura 

I  .  2  .  .  .  /i-  ^  ' 

dans  le  second  membre  de  cette  formule,  tous  les  termes 
sont  divisibles  par  p,  à  l'exception  du  premier  et  du  der- 
nier, car  le  coefficient 

.p{p  —  ^)-"[p  —  ^^''^) 


I  .  2  ...  X 

est  un  nombre  entier,  et  cet  entier  est  évidemment  divi- 
sible par  p  si  A'  est  <^p.  On  a  donc 

aP^[a~\Y-\-i      (mod.jf?), 

et,  en  retranchant  a,  de  part  et  d'autre,  * 

aP  —  a^[a  —  i)^ —  («— i)      (mod. /?). 

Cette  formule  montre  que  la  différence  aP  —  a  n'est 
altérée  que  par  un  multiple  de  /?,  quand  on  diminue  a 
d'une  unité  ;  il  en  est  donc  de  môme  quand  on  diminue  a 
de  2,  3,  .  .  . ,  «  unités;  on  a,  en  conséquence, 

aP  —  «E^zo      (mod./?), 

et,  en  divisant  par  a,  nombre  premier  au  module,  il  vient 

aP~'^  —  i^o      (mod.  7?). 

Troisième  démonstration.  —  On  a,  quels  que  soient 
les  entiers  u  et  v^ 

(  /^  H-  r  ]P  =  «."  H-  ^  u^-^  r  -f- .  .  . 

^  '  I 

p[p  —  \\-..[p  —  /--m]       ,   , 
-l_  KSiL [ — ^Jl_^ — 7LJ.  uP-ic  p/.-  _|_ .  _  _|_  p/^ . 

I  .  2  ...  X- 
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nous  avons  vu  que,  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule, tous  les  termes  sont  divisibles  par  p,  à  l'exception 
du  premier  et  du  dernier;  on  a  donc 

[u-{-i>)P^uP  -i-i'i'     [moà.p). 

Soient  maintenant  a  nombres  entiers  «<,  «o,  . .  . ,  a^;  on 
aura,  d'après  la  formule  précédente, 

(ai  H-  «2  H-  .  .  •  +  «a)^'=  <  4-  («2  +  ■  .  .  +  «a)^' 
(«2  -^  «3  4-  ...  -h  CK^)P^  a^'  H-  («3  +  •  •  •  +  «a)'' 


(mod./?), 


et,  en  ajoutant, 

(«1  -h  a2  -I-  .  .  .  +  «a)^=  «f  4-  <  H-  ...  H-  a^';       (mod.  p). 

Supposons  maintenant  que  les  nombres  «i,  «o?  •••)  «a  se 
réduisent  tous  à  l'unité,  on  aura 

aP^a     (mod./?), 

ou,  en  divisant  par  «, 

aP-'^^i      (mod./?). 

Tliéoj'ème  de   TVilson. 

294.  Théorème.  —  Si  p  est  un  jiomhre  premier,  la 
somme  I.2.3.  .  .(/^  —  ï)  +  ^  ^^^  divisible  par  p;  en 
d'autres  termes,  on  a 

1.5.  .3...(/?  —  0^ — ^      (mod./?). 

Première  démonstration.  —  Soit  a  l'un  quelconque 
des  nombres 

(i)  I,  2,  3,  ...,  [p  —  \]. 
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et  formons  les  multiples  de  a 

(2)  a,  2«,  3«,    ..  .,   {p—i]a. 

Dans  la  suite  (2),  il  y  a  un  terme  congru  à  i,  et  il  ny 
en  a  qu'un  seul;  supposons  que  ce  soit  a  a,  on  aura 

a«^i     (mod./?). 

Les  nombres/2  eta  sont  inégaux,  à  moins  que«  ne  soit  égal 
ài  ou -dp  —  i.Si,eneffet,onaar=:a,a- — i  =  [a  —  i)[a-\-i) 
est  divisible  par/?  ;  or  p  est  premier,  il  divise  donc  a  —  i 
ou  a-hi,  et,  comme  a  est  <iPy  on  ^i  nécessairement 
a  =  i  OTi  a=p  —  i . 

Il  résulte  de  là  que  les  nombres 

2,  3,  4,    ..  .,   (/?  — 2) 

peuvent  être  associés  deux  à  deux,  de  manière  que  le  pro- 
duit des  deux  associés  soit  congru  à  l'unité,  et,  en  multi- 
pliant entre  elles  les  congruences  ainsi  obtenues,  on  aura 

2.3.4...  (/?  —  ?.)^i     (mod./?); 

multipliant  enfin  par  p — i,  on  a 

1 .2.3./^. .  .  [p —  i)^p —  1     [mod.p], 
ou 

1 .2.3.4- ..{/?— i)  H- I  ^o     (mod./?), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  est  surtout  remarquable  en  ce  qu'il  ex- 
prime une  propriété  qui  appartient  exclusivement  aux 
nombres  premiers  ;  car,  si  p  est  un  nombre  composé,  et 
que  0  soit  un  de  ses  diviseurs,  9  divisera  le  produit 
1.2.3...  [p  —  i),  et,  par  conséquent,  il  ne  pourra  diviser 
ce  même  produit  augmenté  de  l'unité.  Il  en  sera  donc 
de  même  du  nombre  p. 

Corollaire.  —  Tout  nombre  premier  p  de  la  forme 
4fi  -i-  1  est  la  somme  de  deux  carrés. 

S.  —  -^ig-  Slip.,  II.  3 
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En  effet,  par  le  théorème  précédent;  p  divise  la  somme 
(i  .2.3.  .  .  2/2)  [(2«  -f-  i).  . .  4«]  4- 1; 
mais  les  nombres 

2/2  +  1,    2/2-T-2,     ...,    ^n 

i 

sont  respectivement  congrus  à 

—  2/2,    (2/2 — i),    ...,    — I 

suivant  le  module/?;  donc  le  produit  des  uns  est  congru 
au  produit  des  autres.  D'ailleurs  le  nombre  des  facteurs 
étant  pair,  on  peut  changer  leurs  signes,  et  l'on  a 

(1.2.3...  2/2)2+  i  =  o      [nioà.p]^^' 

p  divise  ainsi  la  somme  de  deux  carrés,  et,  par  consé- 
quent, il  est  lui-même  la  somme  de  deux  carrés  (n°15). 

Remarque.  — Un  nombre  de  la  forme  4  '^  +  3  ne  peut 
être  la  somme  de  deux  carrés.  En  effet,  tout  carré  pair  a 
Ja  forme 4 '2 j  et  tout  carré  impair  est  de  la  forme  J[n-\-i\ 
par  conséquent,  la  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux  a  toujours  l'une  des  deux  formes  4'^-i-i  et  ^n-\-i. 

Deuxième  démonstration.  —  On  peut  encore  démon- 
trer le  théorème  de  Wilson  au  moyen  de  la  formule 

A«2/0  =Un «„-i  H-     -^ ^  «„_2  —  .  .  .  +     —  1    "  «0 

I  1.2  ' 

que  nous  avons  établie  au  n°  152,  et  qui  exprime  la  dif- 
lérence  /z^^™^  du  terme  Uq  de  la  suite 

«0,    «1,    «2,    «37     

Si  l'on  suppose  généralement 

22„r=(.r+y.)", 
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on  aura 

A«w,^—  I.2.3..  .«, 

et  notre  formule  générale  deviendra 


I.2.../2  — [.rH-/2)«— -  (.rH-  n 


I  .2 


(.r-^-;^  —  2)«—  .  .  .  -j-(_: 


Soit  maintenant  0:==  i,  «  =  p— i,  yr;  étant  un"  nombre 
premier,  il  viendra 

1.2.3.  .^^_^^_;:-i)  ^pp-^  —  ^^^:::^  [p _  i)p-^ 

1.2  ^^        ^ 

1  ' 

on  a  d'ailleurs 

I  1.2 

d'où 

I.2.3...!>-l)  +  I==/./'-l-.^^[(y,-l)/-i-.,] 


2^'-^  — 


Dans  le  second  membre  de  cette  formule,  le  premier 
terme  est  une  puissance  àe  p  et  tous  les  termes  qui  sui- 
vent sont  divisibles  par  p,  d'après  le  théorème  de 
Fermât;  on  a  donc 

.   1.2.3,  ..  (7?  —  i)  H-i^o     (mod.y^). 

3. 
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Théorème  de  Fermât  généralisé . 

295.  Le  théorème  de  Fermât  est  susceptible  d'être 
étendu  aux  modules  composés  ;  il  n'est  effectivement 
qu'un  cas  particulier  de  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  a  et  M.  sont  des  nombres  premiers 
entre  euXj,  et  que  cp  (M)  exprime  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  à  M  et  non  supérieurs  à  ce  nombre,  la 
différence 

«^  <''»-!  ^^^ 

sera  divisible  par  M  ;  en  d'autres  ternies ,  0WHR2 

tt?(M)_,^o     (mod.  M). 

La  première  des  démonstrations  dont  nous  avons  fait 
usage  au  n**  293  s'applique  au  cas  actuel,  avec  de  lé- 
gères modifications.  Soient 

(  I  )  a,    6,    7,    d,    .  .  . ,    w 

les  ©(M)  nombres  premiers  à  M  et  non  supérieurs  à  M. 
Si  on  les  multiplie  par  le  nombre  a  qui  est  également 
premier  à  M,  on  obtiendra  la  nouvelle  suite 

(2)  rta,    «Ç,    «7,    «*?,     ...,    «w; 

aucun  terme  de  la  suite  (2),  aa.  par  exemple,  ne  peut 
être  divisible  par  M  ;  car  M  est  premier  à  «  et  il  est  supé- 
rieur à  a;  pour  la  même  raison,  la  différence  «  (o  —  a) 
de  deux  termes  de  la  suite  (2)  ne  peut  être  divisible 
par  M,  d'où  il  résulte  que,  si  l'on  prend  les  résidus  mi- 
nima,  relativement  à  M,  des  termes  de  la  suite  (2),  on 
obtiendra  cp( M)  résultats  différents.  En  outre,  les  nom- 
bres (2)  sont  premiers  à  M,  et  en  conséquence  leurs  ré- 
sidus le  sont  aussi  ;  ces  résidus  sont  donc  précisément  les 


\ 
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nombres  (i).  Les  nombres  (2)  étant  respectivement  con- 
grus aux  nombres  (i),  le  produit  des  uns  est  congru  au 
produit  des  autres,  et  l'on  a 

aÇy.  .  .  w  [«?^^')-  i]~o     (mod.  M); 

en  divisant  par  le  produit  aGy...co  qui  est  premier  avec 
le  module,  il  vient  enfin 

««(M)_i^o     (mod.  M). 

Tliéorème  de  Tf^ilson  généralisé . 

296.  Le  théorème  de  Wilson  est  lui-même  suscep- 
tible d'être  généralisé  ;  on  peut  effectivement  l'énoncer 
comme  il  suit  : 

Théorème.  —  Si  P  désigne  le  produit  ti?e5(p(M)  nom- 
bres premiers  à  Mef  non  supérieurs  à  M,  on  a 

P  =  =pi     (mod.  M), 

sa^^oir 

P^— I     (mod.  M), 

.91  M  est  égal  à  une  puissance  d'un  nombre  premier 
impair,  ou  égal  au  double  d'une  telle  puissance  ou  égal 

PEi^^-f-i      (mod.  M), 
dans  tous  les  autres  cas. 

En  effet,  soient,  comme  précédemment, 


•1   ^1   fi 


les  nombres  premiers  à  M  et  non  supérieurs  à  M.  Si  a 
désigne  l'un  de  ces  nombres,  les  produits 

(2)  av.^    a^j,    ay^    ...,<?&) 

donneront,  comme  on  l'a  vu,  des  résidus  minima  diffé- 
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renls,  relativement  au  module  M.  Parmi  ces  résidus,  il 
y  en  aura  donc  un  égal  à  i,  et  un  autre  égal  à  M  —  i. 
Supposons  que  aa  donne  le  résidu  i;  si  a  et  a  sont  iné- 
gaux, je  dirai  que  ces  nombres  sont  associés  du  premier 
genre.  Si  (x.  =  a,  le  produit  a  X  «  donnant  le  résidu  i, 
le  produit  a(M  —  a)  donnera  le  résidu  — i  ou  M  —  i; 
je  dirai  alors  que  a  eA  M  —  a  sont  associés  du  second 
genre.  Il  résulte  de  cette  définition  que  deux  associés 
du  second  genre  constituent  un  couple  de  racines  con- 
juguées de  la  congruence 

{  3  )  ^2  _  I  ^  Q      j  ^ç^^   ^i  j  ^         ,:|y^.^ 

Il  est  évident  que  le  produit  de  tous  ceux  de^Wmbres  (  i  ) 
qui  composent  les  couples  d'associés  du  premier  genre 
est  congru  à  i ,  suivant  le  module  M,  tandis  que  le  pro- 
duit de  tous  ceux  qui  forment  les  couples  du  deuxième 
genre  est  congru  à  ( — i)'*,  ^  désignant  le  nombre  des 
couples  de  racines  conjuguées  de  la  congruence  (3).  Il 
résulte  de  là  que  l'on  a 

Pe=(— iji*     (mod.  M), 

Or,  si  l'on  a  M  =  p',  ou  M  =  2/?%  ou  M  =  4?  P  étant 
un  nombre  premier  impair,  le  nombre  fx  est  égal  à  i, 
tandis  que  le  même  nombre  est  pair  dans  tous  les  autres 
cas  (n°  292);  donc  on  a 

Peee:— I      (mod.  M), 

dans  les  trois  cas  de  M  =:  j)%  =  ^jr,  =  /[,  et 

P^+i      (mod.  M), 

quandle  module  M  n'est  pas  de  l'une  de  ces  trois  formes. 

Remarque. — Si  l'on  veut  avoirl'associé  d'un  nombres. 
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il  suffira  de  déterminer  la  racine  de  la  congruence 

a.T — 1^0     (mod.  M), 

ou,  si  l'on  veut,  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équa- 
tion indéterminée 

a.T  —  My  =:  I. 

Au  surplus,  comme  le  théorème  de  Fermât  généralisé 
donne 

û?'»"^i     (mod.  M), 

l'associé  demandé  est  évidemment  le  résidu  de  la  puis- 
sance 


>(M)-1 


Des  congruences  dont  le  module  est  un  nombre 
premier». 

297.  Etant  donnée  la  congruence 

Ao  .r'«  -f-  Al  .r"^-i  +  .  .  .  H-  A;„_i  .r  +  A,,,  =  O      (  mod.7?  ) , 

dont  le  module  p  est  supposé  premier,  et  dans  laquelle 
les  coefficients  Aq,  Aj,  ...  sont  des  entiers  compris  entre 

P  P  '  ^ 

zéro  et  p  ou  entre  —  -  et  -H  ->  on  peut  toujours  la  rem- 
placer par  une  autre  dont  le  premier  terme  ait  pour 
coefficient  l'unité.  Car  soit  A'  le  nombre  associé  de  Aq, 
c'est-à-dire  le  nombre  tel  que  l'on  ait 


AoA'=i 

(mod./?), 

et  désignons  par 

Pi,  P2, 

...,  P.» 

les  résidus  des  produits 

A' Al,  A' A,, 

..  .,   A' A, 

si  l'on  multiplie  par  AoA'les  termes  de  la  congruence 
proposée,  à  partir  du  deuxième,  cette  congruence  pren- 
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(Ira  la  forme 

Ao(.r'"H-Pi.r'"-^+P2-^'"~'-+--  .  .-i-P,„-i.^+P,n)^o    (mod.pl, 

et,  en  divisant  par  Aq  qui  est  premier  avec  le  module, 
il  viendra 

.r'«4_Pj.r'«-i_f_P2.r"'-2-f-.  .  .-|_p^^^_^a;-j-P;„E^o     (mod./?). 

298.  Les  congruences  dont  le  module  est  premier 
jouissent  d'une  propriété  très-importante  et  quiestexpri- 
mée  par  la  proposition  suivante  : 

Théorème. —  Une  congruence  non  identique  suivant 
un  module  premier  ne  peut  auoir  plus  de  racines  qu'il 
n'y  a  d'unités  dans  son  degré. 

Soit 
(i)  /(.7-)e=o     (mod./?) 

une   congruence   de  degré   rn  suivant  le    module   pre- 
mier p,  y  (x)  désignant,  pour  abréger,  le  polynôme 

/(.r)  ==  Ao.r'«  -+-  Al  .r;'«-i  +...-[-  A,„_i.r  +  A„„ 

dans  lequel  les  coefficients    sont  des    nombres  entiers 

P  P 

compris  entre  zéro  et  p  ou  entre et  H — • 

Si  l'on  désigne  par  «<,  «2>  •••?  «m  des  nombres  en- 
tiers quelconques  et  que  l'on  pose,  comme  au  n"  15, 

f[x,]=.[.T.-a,)f,[.T.)  +Ri, 
/i(.r)  =:   {.r— «2)/2(.r)    -|-  R^, 
(2)  \f.\.T.)   .=.[,:- a,)  S\[x)  H-R3, 


\  /„,_!  [x]  =  [,ic  —  a,„  )  /,„  (.r  )  -^  R,„, 

Ri,  Ro,  •••,  R/«  étant  indépendants  de  x^  puis  que  l'on 
ajoute  toutes  ces  égalités,  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  les  m  facteurs 

I,   ^—«1,    [.r.—a^][x  —  a,],   ...,    (.r  —  r/j  ) .  .  .  (.r  —  «,„_i  ), 
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il  viendra,  en  remplaçant  y''"  (x)  par  sa  valeur  Ao, 

(  H-Ra  (.r—  rtj)  (.r  —  a^]  +  Rj  (.r  —  «ti  )  4- Rj. 

Supposons  maintenant  que  la  congruence  proposée  ait 

une  racine,  et  prenons  a^  égal  à  cette  racine;  on  aura 

alors 

R^Hi^o     (mod./>), 

et,  d'après  les  égalités  (2),  la  congruence  (i)  pourra  se 
mettre  sous  la  forme 

■^"    [.^-~a^)fyU]^o     (mod./?). 

Le  module  jy  étant  premier,  le  produit  [x  —  <^\)  f\  i-^) 
ne  peut  être  congru  à  zéro  suivant  ce  module,  à  moins 
que  l'un  des  facteurs  ne  soit  divisible  par  p  ;  donc,  si  la 
précédente  congruence  admet  des  racines  distinctes 
de  a,,  ces  racines  appartiendront  à  la  congruence 

(4)  ;   y;(x)=o    (mod.p). 

Si  la  congruence  (4)  n'a  point  de  racines,  la  proposée 
n'aura  que  la  seule  racine  a^.  Si,  au  contraire,  cette  con- 
gruence a  des  racines,  et  que  l'on  prenne  pour  «2  l'une 
de  ces  racines,  on  aura 

Rj^HO     (mod.7?), 

et,  d'après  les  égalités  (2),  la  congruence  (4)  prendra  la 
forme 

(.^.•  —  a.^)  fi{.r)^:^o      [moà.  p). 

Le  même  raisonnement  montre  que,  si  cette  congruence 
a  des  racines  distinctes  de  ao,  ces  racines  appartiennent 
à  la  congruence 

f.;^[x]^Eo'   (mod. /?). 
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On  voit  que,  généralement,  si  chacune  des  congruences 

f(x)^o,    /i(.r)=o,    ...,/„_,,_!  (^)  =  o     (mod. /?) 
a  une  racine,  et  que  la  congruence 

//«-:-x{-^)^o     (mod./?) 

n'en  ait  aucune,  la  proposée  aura  m — [x  racines.  Si  l'on 
suppose  que  a^^a^,  ...,  ajn_^  soient  ces  racines,  on  aura 

Rj^o,  Ro^o,    ...,  R,„_.,.^o     (mod./?), 

et  la  formule  (3)  donnera 

(5)  f[ar)^[x--a{][jc  —  a^)...[x  —  a,„_,,]Y[x)      (mod.p), 

F  (jc)  désignant  une  fonction  entière  du  degré  ^,   telle 
que  la  congruence 

F(.r)=EO     (mod./->) 

n'ait  aucune  racine. 

Si  le  nombre  ix  est  égal  à  zéro,  la  fonction  F  (x)  se 
réduit  à  la  constante  Aq,  et  la  formule  (3)  donne 

(6)  f[x]^kç,[.x  —  a^)    [a:  —  a^].  ..[a:—a„,)      (mod./?), 

4'où  il  suit  que  la  congruence  'proposée  ne  peut  avoir 
pour  racines  que  les  /tz nombres  «,,  «o?  •••»  <^m- 

Corollaire.  —  Si  la  congTuejice  f[x)^^o  (mod.  p  ) 
du  degré  m  est  satisfaite  pai^  plus  de  m  ^valeurs  de  x, 
elle  est  nécessairement  identique. 

299.  Nous  présenterons  ici  une  conséquence  fort  im- 
portante du  théorème  que  nous  venons  d'établir. 

Théorème.  —  Si  f[x)  et  ¥  [x)  sont  des  fonctions 
entières  à  coefficients  entiers,  dont  les  degrés  soient  infé- 
rieurs à  p,  et  que  /  (x)  soit  un  diviseur  de  la  fonction 
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xP~^  —  1-h  p  F[x),  p  étant  un  nombre  premier^  la  con- 

gruence 

f{.x]^o     (moà.p) 

aura  précisément  autant  de  racines  quil  j  a  d'unités 
dans  le  nombre  qui  exprime  son  degré. 

En  effet,  d'après  le  théorème  de  Fermât,  la  congruence 
(i)  .xP-'^  —  1:^=0     [moà.p] 

a  les  p  —  I  racines 

I,  2,  3,    .  .  .,   [p  —  i]' 
D'ailleurs,  si  l'on  a 

(2)  œP-^  -  i-^-pY[.v)  =/[,:]/,  [œ], 

f[x)  elfi{x)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers, 
la  congruence  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

f{x)f,[a:)~o     (mod./?), 

et  chacune  de  ses  racines  appartient  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  deux 

(3)  /(.^)  =  o,    /i(x;  =  o     (mod. /?). 

Or,  si  l'une  des  congruences(3)  avait  moins  de  racines 
qu'il  n'y  a  d'unités  dans  son  degré,  il  faudrait  que  l'autre 
en  eût  plus  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  sien,  ce  qui  est 
impossible  ;  le  théorème  énoncé  est  donc  établi. 

300.  On  peut  déduire  du  théorème  précédent  un  pro- 
cédé très-simple  pour  déterminer  le  nombre  des  racines 
d'une  congruence  de  module  premier.  Démontrons  d'a- 
bord le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Sif^^x)  désigne  le  reste  de  la  dis^isiondes 
deux  polynômes  f[x)  etj\  [x)^  dont  les  premiers  termes 
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ont  pour  coefficient  V unité,  les  racines  communes  aux 
deux  congruences 

/(.rJE^o     (mod.p),    /i(xjE=o     [moà.p] 
sont  les  mêmes  que  les  racines  communes  à 

/i(.r)=o     (mod.y?),    f,{.T)^o     (mod./?). 

Soit  Q  le  quotient  de  la  division  dey*(.r)  j)Sir  ^[x), 

on  aura 

/{x)=/,(x).Q+/,(x), 

et  cette  égalité  fait  voir  que,  sij\[x)  est  divisible  par  p 
en  même  temps  que  l'un  des  deux  polynômes  f{x)  et 
^[■x),  l'autre  le  sera  nécessairement  aussi;  d'où  résulte 
la  proposition  énoncée. 

Corollaire.  —  Les  racines  communes  à  deux  con- 

/(.r)~o,    /(xJEEEzo     [moà.p] 

appartiennent  à  la  congruence 

'^[x)^o     (mod./?), 

çp  [x)  désignant  leplus  grand  commun  diviseur  aux  deux 
polynômes  f[x)  et  f^[x). 

Remarque.  —  Pour  trouver  ce  plus  grand  commun  di- 
viseur cp(x),  on  suivra  la  marche  ordinaire;  seulement 
on  négligera  tous  les  termes  qui  sont  multipliés  par  ^.  Il 
faut,  en  outre,  que  toutes  les  divisions  puissent  se  faire 
sans  écrire  de  coefficients  fractionnaires.  Pour  cela,  on 
peut  faire  en  sorte,  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut,  que 
chaque  reste  soit  divisible  par  le  coefficient  de  son  pre- 
mier terme,  et  alors  on  fera  abstraction  de  ce  diviseur 
commun.  On  arrive  aussi  au  même  but  en  multipliant 
chaque  dividende  par  un  facteur  convenable,  ou  même 
simplement  en  ajoutant  au  coefficient  du  premier  terme 
de  chaque  dividende  un  multiple  de  p  tel,  qu'après  cette 
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addition  le  premier  terme  du  dividende  en  question  soit 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur  correspondant. 

301.   Supposons  maintenant  qu'on  veuille  connaître 
le  nombre  des  racines  de  la  congruence 

(i)  /(.r)~o     [mod.p]. 

Ces  racines  appartiennent  toutes  à  la  congruence 

(  2  )  xi'-'^  —  I  ^  I      (  mod.  />  )  ; 

il  suffît  donc  de  chercher  les  racines  communes  aux  con- 
gruences  (i)  et  (2). Pour  cela,  on  déterminera,  comme  il 
vient  d'être  dit,  le  plus  grand  commun  diviseur  kf[x)  et 
à  xP~^  —  I.  S'il  n'existe  pas  de  diviseur  commun,  la  pro- 
posée n'aura  aucune  racine;  si,  au  contraire,  on  trouve 
un  plus  grand  commun  diviseur  ^{x)  de  degré  |ui,  la  con- 
gruence proposée  aura  ^  racines,  qui  seront  celles  de  la 

congruence 

(5p(,r)^o  (mod./?), 

laquelle  a  effectivement  ^  racines,  puisque  ©(a:)  est  un 
diviseur  de  degré  ^  du  binôme  xP~^  —  i. 

Exemple.  —  On  demande  le  nombre  des  racines  de  la 
congruence 

f[x):=.x^  —  3x*  —  ix"^ — ix'^-^.T — 1^0     (mod.  ^). 

En  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes x^ — I  et  /[x),  comme  on  l'a  indiqué  au  n^  300, 
on  trouve  les  deux  restes 

—  3  (.r*-f- 20:^ -f- 3.r-  —  2j;-f-3), 
2(x3+3a;2_.r  — 3); 

le  second  reste  étant  diviseur  du  premier,  la  congruence 
proposée  a  trois  racines  qui  appartiennent  aussi  à  la  con- 
gruence du  troisième  degré 

J:^-^3^-  — .r — 3^0     [mod.  7). 
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Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  TTilson, 

302.   Si  p  est  un  nombre  premier,  la  congruence 

{^— l)  [x—l)  (.r  — 3)...(.r— p+i)—  (.r^-i— i)^o   [moà.p] 

admet  les  p  —  i  racines 

I,  2,  3,    ...,   {/?  — i); 

et,  comme  elle  n'est  que  du  degré  p  —  2,  elle  doit  être 
identique.  Si  donc  on  désigne  par  S<  la  somme  des  nom- 
bres I,  2,...,  [p — i),  par  S 2  la  somme  de  leurs  produits 
deux  à  deux,  etc.,  par  Sy,_,  le  produit  de  tous  ces  nom- 
bres, on  aura 

Sj^O,  82^0,         83^0,  ...,  Sy3_l^^  I, 

suivant  le  mod^ile  p.  La  dernière  de  ces  congruences 
constitue  le  théorème  de  Wilson. 

Remarque.  — Les  coefficients  de  l'équation 

(.r  —  l][x  —  2)  (.r —  3).  .  .(.r — p  4-  i)  =:o, 

ordonnée  par  rapport  à  x,  étant  des  multiples  de  p,  à 
l'exception  du  dernier  terme,  si  p  est  premier,  la  somme 
des  puissances  772^^™^^  des  p  —  i  racines 

I,  2,  3,  4,    ...,   {7^  — i) 

sera  divisible  par/?,  à  moins  que  m  ne  soit  un  multiple 
de  p  —  I.  Gela  résulte  immédiatement  des  formules  de 
Newton . 
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CHAPITRE  IL 

DES  RÉSIDUS  DES  PUISSANCES  ET  DES  CONGRUENCES  BINOMES. 


Des  nombres  qui  appartiennent  'à  un  exposant  donné 
relatii^ement  à  un  module  donné. 

303.  Le  nombre  a  étant  premier  avec  le  module  M, 
considérons  la  suite  indéfinie  des  puissances  de  a,  savoir 


Gomme  cette  suite  renferme  un  nombre  illimité  de  termes, 
et  qu'on  ne  peut  trouver  qu'un  nombre  limité  g>(M)  de 
résidus  distincts,  il  y  aura  nécessairement  deux  puis- 
sances, telles  que  a^  et  «"+",  qui  seront  congrues  suivant 
le  module  M.  On  peut  diviser  la  congruence 

(2)  a'^+'^a"     (mod.  M) 

par  a%  qui  est  un  nombre  premier  au  module,  et  il  vient 
alors 


(3)  a''~i      (mod.  M). 

Réciproquement,  si  la  congruence    (3)  a  lieu,  la  con- 
gruence  (2)  aura  lieu  aussi,  quel  que  soit  l'exposant  v. 

Il  résulte  de  là  que,  si  n  est  le  plus  petit  nombre  tel 
que  la  congruence  (3)  ait  lieu,  les  résidus  de  la  série  (i) 
formeront  une  suite  périodique  dont  la  période  com- 
prendra n  termes  incongrus  suivant  le  module  M,  cl 
qui  seront  les  résidus  des  puissances 

1,  a,  a\   ...,  ««-^ 
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Ceux  des  termes  de  la  série  (i),  autres  que  l'unité,  qui 
donnent  le  résidu  (i),  sont,  d'après  cela, 

or,  d'après  le  théorème  de  Fermât  généralisé,  on  a 

donc  9 (M)  est  un  multiple  de  n. 

Lorsque  n  désigne  le  plus  petit  nombre  positif,  tel 
que«''^i  (mod.M),  on  dit  que  le  nombre  a  appai'tient 
à  V exposant  n,  relativement  au  module  M.  On  peut 
alors  énoncer  cette  proposition  : 

Théorème.  — L'exposant  auquel  appartient,  relati- 
vement au  module  M,  un  nombre  quelconque  premier 
ai^ec  ce  module,  est  uji  diviseur  deo[M), 

304.  On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  par  une  autre 
méthode  qui  ne  suppose  pas  le  théorème  de  Fermât  et 
qui  conduit  même  à  une  démonstration  nouvelle  de  ce 
théorème. 

Quel  que  soit  l'entier  a  premier  avec  le  module  M, 
la  suite  des  puissances 


donne,  comme  nous  venons  de  le  dire,  un  certain  nom- 
bre n  de  résidus  distincts  qui  sont  ceux  des  puissances 

(2)  I,   a,   a\   a\    ...,   ««-\ 

et  n  est  le  plus  petit  nombre  tel  que  l'on  ait 

(3)  «'^^i      (mod.M). 

Si  la  suite  des  résidus  des  nombres  (2)  embrasse  tous 
les  nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  M,  on  aura 
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dans  le  cas  contraire,  soit  h  l'un  des  nombres  premiers 
à  M,  qui  ne  sont  congrus,  suivant  ce  module,  à  aucun 
des  termes  de  la  suite  (2).  En  multipliant  par  h  les 
termes  de  cette  suite,  on  en  obtient  une  deuxième 

(4)  h,   ha,   ba^,    .  .  .,    ba"-^ 

dont  tous  les  termes  sont  distincts  ;  car,  si  l'on  avait 
baV-^EE^hay     (mod.  M), 

il  en  résulterait 

à^^E^à'     (mod.  M), 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  On  voit  aussi  que  les  termes 
de  la  suite  (4)  sont  incongrus,  suivant  le  module  M, 
aux  termes  de  la  suite  (2)  ;  car,  si  l'on  avait 

ha'^^a'     (mod.  M), 

il  en  résulterait 

h  E^  a'-^     ou     :e:z  ««+^-i*      (  mod.  M  ) , 

ce  qui  est  encore  contre  l'hypothèse.  Ainsi  l'on  a 

y  (M)  =  272       OU       ^(M)>>2/Z. 

Si  cp(M)  est  >  2«,  soit  c  l'un  des  nombres  premiers 
et  non  supérieurs  à  M,  qui  ne  sont  pas  compris  parmi 
les  résidus  des  suites  (2)  et  (4)-  En  multipliant  la 
suite  (2)  par  c,  on  obtient  une  nouvelle  suite 

(5)  ca,  ca}y  ca^y  ...,  ca^~^, 

dont  les  termes  sont  incongrus  à  ceux  de  la  suite  (2), 
d'après  ce  qui  précède,  et  j'ajoute  qu'ils  le  sont  aussi 
aux  termes  de  la  suite  (4);  car,  si  l'on  avait 

ca^^ba'     (mod.  M), 

on  en  conclurait 

cE=ba'-^     ou     ^^>ât"+^-;*     (mod.  M), 
S.  —  Jlg^.  suj}.,  II.  4   ■ 
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et  le  nombre  c  serait  compris  parmi  les  résidus  de  la 
suite  (4),  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  D'après  cela, 
on  a 

^(M)r=:3/2       OU       ^(M)>3/2. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  l'épuisement  complet 
des  9 (M)  nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  M,  et 
l'on  voit  que  l'on  a  nécessairement 

y  (M)  r=:  mriy 

m  étant  un  nombre  entier;  ce  qui  est  le  théorème  dé- 
montré au  numéro  précédent. 

Mais  la  congruence  (3)  entraîne  nécessairement 

a"'^^\      (mod.  M), 
ou 

^?(M)^i      (mod.  M), 

ce  qui  est  précisément  le  théorème  de  Fermât  généralisé. 


Des  racines  primitives. 

30o.  D'après    le  théorème  de  Fermât  généralisé,  la 

congruence 

a;?W==.j      (mod.  M). 

admet  pour  racines  les  (p(M)  nombres  premiers  et  non 
supérieurs  à  M.  Ceux  de  ces  nombres  qui  appartiennent, 
suivant  le  module  M,  à  l'exposant  9  (M)  sont  dits  racines 
j?rimitiues  de  la  précédente  congruence,  ou  simplement 
racines  primitives ^  relativement  au  module  M. 

Ainsi  le  nombre  a,  premier  à  M,  sera  racine  primi- 
tive si,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  inférieures  à  ^(M), 
a^  est  incongrue  à  l'unité,  suivant  le  module  M.  Dans 
ce  cas,  la  série  des  résidus  des  puissances 

I.  a,  «2 /j?(M}-i 
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embrasse  les  9  (M)  nombres  premiers  à  M  et  non  supé- 
rieurs à  M. 

On  peut  établir  de  suite  qu'il  n'existe  de  racines  pri- 
mitives que  dans  des  cas  peu  étendus. 

Le  module  M  étant  décomposé  en  facteurs  premiers, 

soit 

M  =^p'  qf-  r\  .  .  . , 

/?,  </,/',  ...  étant  des  nombres  premiers  inégaux.  Tout 
nombre  «,  premier  à  M,  sera  premier  avec  chacun  des 
facteurs  p' ^  (f^,  r^,  ....  et  l'on  aura,  par  le  théorème  de 
Fermât  erénéralisé, 


b' 


a'r\p')^E^i      (mod./?^), 
a'iW^2i      (mod.  <7i^), 


Si  S  désigne  le  plus  petit  des  nombres   divisibles  par 
chacun  des  suivants  : 


^[p^)^p^-'[p~i], 

?{q^)  =  q^-'{q-l). 

?\^)=^r^-'(r-l], 

on  aura  aussi 

a^r^^i     (mod. /?'],    ât^inzHi     [mod.q^],     «^eizizi     (mod.  r^),  

La  différence  a^  —  i  étant  ainsi  divisible  par  chacun  des 
nombres  p' ,  q^'-,  j-^,  .  .  .,  elle  le  sera  par  le  produit  M 
des  mêmes  nombres,  et  l'on  aura 

«^EEni      (mod.  M). 

Or,  9(7/')  est  un  nombre  pair,  sauf  le  seul  cas  où  l'on 

4. 
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a  /?  =  2,  V  r=r  I  ;  de  même  9  {^'^)  est  pair,  à  moins  que 
{j  =  ^,  ^=z  I,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  M  renferme 
plus  d'un  facteur  premier  impair,  ou  si,  ne  contenant 
qu'un  seul  facteur  premier  impair,  il  renferme  le  fac- 
teur 2  à  ime  puissance  supérieure  à  la  première,  deux 
au  moins  des  nombres 

?{P')^     ?{9^]^     ?{^].  •.. 

auront  un  diviseur  commun,  et,  par  conséquent,  le  plus 
petit  commun  multiple  de  ces  nombres  sera  inférieur  à 
leur  produit.  Ainsi  l'on  aura 

S<?(M), 

et  le  nombre  «,  pour  lequel  on  a  a^^^i  (mod.  M),  ne 
sera  pas  racine  primitive  relativement  au  module  M. 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  M  ,ne  renferme  aucun 
facteur  premier  impair  ;  on  a  alors 

M —  2%      f{M]^2.'-\ 

et  je  dis  qu'il  n'y  a  point  de  racines  primitives,  si  v  est 
supérieur  à  2. 

En  effet,  tout  nombre  impair  a  peut  être  représenté 
par  la  formule 

et,  par  des  élévations  au  carré  successives,  on  en  déduit 
a^  zzr.  I  4-  2^  ^i , 

«2'~' r:z:  I  -4-  2^Xv_2, 

ki,  A2,  .  .  • ,  /'v_2  étant  des  nombres  entiers.  La  dernière 
de  ces  égalités  peut  s'écrire 


a^'"^i^i      (mod.  M) 


'-(M)'  ^ 


SECTION    III.  CHAPITRE    II.  53 

si  V  est  ^>  2,  et  en  conséquence  a  n'est  pas  racine  pri- 
mitive. 

Il  résulte  de  là  qu'il  ne  peut  exister  de  racines  primi- 
tives que  dans  les  trois  cas  suivants  : 

I®  Si  le  module  M  est  un  nombre  premier  impair  ou 
une  puissance  d'un  nombre  premier  impair; 

2°  Si  le  module  M  est  égal  au  double  d'une  puis- 
sance d'un  nombre  premier  impair; 

3°  Si  le  module  M  est  égal  à  4- 

Dans  le  cas  de  M  --  /(,  on  a  cp(M)  -_  2,  et  le  nombre 
—  I  ou  3  satisfait  évidemment  à  la  définition  des  racines 
primitives.  Le  cas  où  M  est  une  puissance  de  2  supé- 
rieure à  4  mérite  une  attention  particulière,  bien  qu'il 
n'y  ait  point  de  racines  primitives,  dans  le  sens  que  nous 
attachons  à  ce  terme. 

Des  racines  primiti^^es,  dans  le  cas  oïl  le  module 
est  un  nombre  premier  impair. 

306.  Lorsque  le  module  M  se  réduit  à  un  nombre  pre- 
mier impair  p,  on  a  g)(M)=:/?  —  i.  Dans  ce  cas,  il 
existe  toujours  des  racines  primitives  et  il  est  facile  d'en 
déterminer  le  nombre  par  le  théorème  suivant,  dont  nous 
empruntons  la  démonstration  à  Gauss  : 

Théorème.  —  Si  le  nombre  p  est  premier ,  et  que  n 
désigne  un  dii^iseur  quelconque  de  p  —  i,  il  y  u  précisé- 
ment ^(n)  nombres  qui  appartiennent  à  V exposant  tî; 
le  symbole  ^{n)  exprimant  combien  il  y  a  de  nombres 
premiers  et  non  supéiHeurs  à  n. 

Supposons  qu'il  existe  un  nombre  a  appartenant  à 
l'exposant  n,  suivant  le  module  p  ;  les  résidus  des  puis- 
sances 
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seront  distincts  et  chacun  d'eux  sera  la  racine  de  la  con- 

gruence 

(r>,)  .r'^ — lEiEHO      (mod./?); 


car  l'hypothèse 


(  mod.p 


entraine 

(3)  rt'^'^EEz-i      (mod./>),     ou     («^)'^  —  lEEEO     (mod./?), 
e  étant  l'un  quelconque  des  nombres 

o,    1,2,   . .  .,  n  —  I  ; 

donc,  d'après  le  théorème  du  n°  298,  la  congruence  (a) 
n'a  pas  d'autres  racines  que  les  résidus  des  puissances 
contenues  dans  la  suite  (i).  Par  conséquent,  s'il  existe 
des  nombres,  autres  que  a,  qui  appartiennent  à  l'expo- 
sant n,  chacun  d'eux  doit  être  congru,  suivant  le  mo- 
dule p,  à  une  puissance  telle  que  a^. 

Désignons  par  m  l'exposant  auquel  appartient  a^; 
d'après  la  congruence  (3),  tz  sera  un  multiple  de  m;  on 
a  d'ailleurs 

(4)  [a^)"^EEE3i      (mod.p)     ou     a"'':iz2j      [mod.p], 

et  comme  a  appartient  à  l'exposant /z,  il  en  résulte  que 
me  est  un  multiple  de  n.  Cela  exige  que  m  soit  un  mul- 
tiple de  n,  quand  e  est  premier  à  n  ;  les  nombres  m  et  7i 
étant  alors  divisibles  l'un  par  l'autre  ,  ils  sont  égaux 
entre  eux.  Donc  a^  appartient  à  l'exposant  n,  si  e  est 
premier  avec  zz;  mais,  si  les  nombres  e  et  7i  ont  un  divi- 
seur commun  9  supérieur  à  i,  la  congruence 


(«^)"^. 


peut  s  écrire 


mod.p) 

n 

a^y^î      [mod.p], 
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ce  qui  montre  que  a^  appartient  à  un  exposant  moindre 
que  72. 

On  peut  conclure  de  là  que,  s'il  existe  un  nombre  ap- 
partenant à  l'exposant  n,  suivant  le  module  p,  il  y  a  pré- 
cisément (S^[n)  nombres  qui  appartiennent  à  cet  exposant. 

Cela  posé ,  l'exposant  auquel  appartient  l'un  quel- 
conque des  nombres 

(5)  I,  2,  3,  .  .  ..  [p  —  i), 

relativement  au  module  p,  est,  comme  on  sait,  égal  à  l'un 
des  diviseurs 

(6)  d,  d\  d",  d:\  .  .. 

du  nombre  p — i.  Si  l'on  emploie  le  symbole  ^(<^)  pour 
exprimer  combien  il  y  a,  dans  la  suite  (5),  de  nombres 
qui  appartiennent  à  l'exposant  d^  on  aura,  d'après  ce 
qui  précède, 

■^[d)^z:.^[d)       OU       ■^[d]^:zO. 

Pareillement,  '^[à!)^  "^[d"),  .  .  .  exprimeront  combien  il 
y  a,  dans  la  suite  (5),  de  nombres  qui  appartiennent  aux 
exposants  <:/',  d!' ,  .  .  .  respectivement.  L'unité  fait  partie 
de  la  suite  des  diviseurs  (6),  et  comme  i  est  évidemment 
!e  seul  nombre  qui  appartient  à  l'exposant  i,  on  a 

Enfin  le  nombre  des  termes  de  la  suite  (5)  étant  p  — i , 
et  chacun  d'eux  appartenant  à  l'un  des  exposants  conte- 
nus dans  la  suite  (6),  on  a  l'identité 

-^  [d)   -I-  -i.  {d'  )  -4-  -^  [d'^  )  H-  ...--:::/?-  I  . 

Mais  on  a  aussi  (n°  286) 

donc     ■ 

(  7  )     j'{d)+^{d')+-i,(d"]-^...  ^_-.y  [d)  +  ■,  [d-  )  -l-  y  [d"  )  +    ... 
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Dans  le  premier  membre  de  cette  égalité,  ceux  des  termes 
qui  ne  sont  pas  nuls  sont  respectivement  égaux,  d'après 
ce  qui  précède,  aux  termes  qui  occupent  les  mêmes 
rangs,  dans  le  second  membre;  on  peut  donc  supprimer 
de  part  et  d'autre  ces  termes  égaux.  Mais,  après  cette 
suppression,  il  reste  zéro  dans  le  premier  membre  de 
l'égalité  (  7  )  ;  donc  il  ne  doit  rien  rester  dans  le  second 
membre.  D'où  il  suit  que  la  suppression  a  porté  sur  tous 
les  termes,  et  que  l'on  a 

quel  que  soit  le  diviseur  d. 

Corollaire.  — Il  y  ^^{p  —  0  nombres  qui  appar- 
tiennent à  r exposant  p  —  i ,  relatii^ement  au  module 
premier  p;  en  d'autres  termes^,  il  y  a,  relativement  à  ce 
module,  cp  (p  —  i)  racines  priinitii^es. 

Remarque.  —  Les  nombres  qui  appartiennent,  suivant 
le  module  premier/?,  à  un  exposant  7i  égal  à  un  diviseur 
quelconque  de  p  —  i,  sont  dits  quelquefois  racines  pri- 
mitiues  pour  la  congruence  x'^z^i  (mod.p).  Alors, 
d'après  ce  qui  précède,  cette  congruence  a  n  racines, 
parmi  lesquelles  il  y  en  a  ^^(zz)  qui  sont  primitives. 

307.  Nous  établirons  encore  ici  une  proposition  fort 
importante  qui  trouvera  plus  loin  son  application. 

Théorème.  —  Si  deux  nombres  aetb  appartiennent, 
relatis^ement  au  module  premier  p^  à  deux  exposants  m 
et  n  premiers  entre  eux,  le  produit  ab  appartient  à 
V exposant  mn. 

En  effet,  soit  ^^  un  exposant  tel  que 

[aby  =^  a^  h^ ^^  i      (mod./?), 
on  aura,  par  l'élévation  à  la  puissance  m, 
b"''^i      (mod./?); 


,?ns  hms- 
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mais,  a  appartenant  à  l'exposant  m,  on  a 

«'"■^Esi      (mod./?): 

donc 

h^^^i      (mod./?), 

et,  par  conséquent,  ms  est  un  multiple  de  l'exposant  n 
auquel  h  appartient.  D'ailleurs  met  tz  sont  premiers  entre 
eux;  donc  s  est  un  multiple  de  n.  On  ferait  voir  de  même 
que  s  est  un  multiple  de  ztz,  et  il  en  résulte  que  s  est  di- 
visible par  le  produit  mn.  Or  on  a,  par  hypothèse, 

«'"eesi,     h^^^^i      (mod./?), 
d'où 

^mn  l,mn  __  ^  ^^Jm«  =,  j        (  ^od.  p  )  '. 

donc  le  produit  mn  est  bien  l'exposant  auquel  ab  appar- 
tient. 

CoROLLAiiiE  I.  —  Si  les  nombres  a,  b,  c^  .  .  .  appar- 
tiennent respectivement j  par  rapport  au  module  p,  aux 
exposants  m,  n,  r,  .  .  . ,  premières  entre  eux  deux  à 
deux  y  le  produit  abc...  appartient  à  V  exposant  mnr — 

Corollaire  II.  —  Si  le  nombre  p —  i  est  égal  au  pro- 
duit ^'^q^r'^,  .  .  . ,  q,  r,  ...  étant  des  nombres  premiers 
impairs  inégaux,  et  si  a,  b,  c,  ...  désignent  des  nom- 
bres qui  appartiennent  respectii^ement  aux  exposants 
2%  q^,  7^*,  .  .  . ,  le  produit  abc.  .  .  ou  son  résidu  appar- 
tient à  l'exposant  p  —  i ,  et  il  est  en  conséquence  racine 
primitis^e,  relativement  au  module  p. 

A.utre  manière  de  présenter  les  résultats  qui  précèdent. 

308.  Les  propriétés  que  nous  venons  d'établir,  à  l'é- 
gard des  modules  premiers,  peuvent  encore  être  démon- 
trées, comme  nous  allons  le  faire  voir,  par  une  méthode 
identique  à  celle  dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  Gha- 
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pitre  V  de  la  Section  I,  en  nous  occupant  des  racines 
des  équations  binômes  ;  il  y  a  quelque  avantage  à  faire 
ressortir  le  lien  qui  existe  entre  les  deux  théories. 

Théorème  I.  —  Les  racines  communes  à  deux  con- 
gruences  binômes  de  module  premier  p, 

.x"^^i      (mod./?),     .r'^B^i      (mod. /;), 

so7it  également  racines  de  la  congruence 

.x^EEEi      (mod./?), 

Q  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  de  n. 

x^ —  I  est,  en  effet,  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
jrTti — j  Qi  jg  ^« — j^  (]g  théorème  est,  par  suite,  une 
conséquence  du  corollaire  démontré  au  n°  300. 

Il  est  évident  que,  réciproquement,  chaque  racine  de 
la  congruence  x^  —  i  eus  i  satisfait  aux  deux  proposées. 

Corollaire.  —  Si  0  désigne  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  nombres  metp  —  i ,  la  congruence  binôme 
du  module  premier, 

x"^E^i      ^mod./?), 

aura  6  racijies  qui  appartiendront  à  la  congruence 

.x^^Eni      (mod./?). 

En  effet,  les  racines  de  la  congruence  proposée  ap- 
partiennent aussi  à  la  congruence 

a^P—"^ — I^rr-O       (mod./?). 

D'ailleurs,  la  congruence 

x^  —  lEzso     (mod.jf?) 

a  Q  racines  (n*^*  299),  puisque  son  premier  membre  est 
un  diviseur  de  x^"^  —  i  ;  la  proposée  a  donc  elle-même 
Q  racines. 
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Si  m  est  premier  avec  p  —  i ,  on  a  6  ---  i ,  et  dans  ce 
cas  la  congruence  x^^  ezi;  i  n'a  pas  d'autre  racine  que 
l'unité. 

D'après  ce  qui  précède,  on  peut  borner  l'étude  des 
congruences  binômes  de  la  forme 

.x"^zzE2i      (moà./j) 

à  celles  dont  le  degré  m  est  un  diviseur  de  p  —  i . 

Théorème  II.  —  Si  a  désigne  une  racine  quelconque 
de  la  congruence  de  module  premier 

x"^i2^\      [moà.p], 

dont  le  degré  m  est  un  dii^iseur  de  p  —  i ,  toute  puissa?ice 
de  a  ou  son  résidu  ndnimum  est  également  racine. 

La  congruence 

«'"eesi      (mod./?) 

entraîne  en  effet 

a^^^'^sni      ou      [a^Y'n^i, 

et  si^  désigne  le  résidu  minimum  àea'%  par  rapport  à/?, 

on  a 

aJ'^EHih,      d'où     6'"r^-i; 

par  conséquent,  tous  les  termes  de  la  série 
<7,   a-,   «"^5    .  .  . , 

OU  leurs  résidus  minima,  sont  racines  de  la  même  con- 
gruence. Or,  à  cause  de  a^^im,  on  a  aussi 


La  série  précédente  contient  donc  au  plus  m  termes 
ayant  des  résidus  différents,  et  ces  résidus  se  reprodui- 
sent périodiquement  de  m  en  m.  Si  les  m  premiers  termes 

«r,    or,   rt^,    .  .  ,,    a"^"'^.      «'"      ou      l 
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sont  incongrus  suivant  le  module  p,  leurs  résidus  sont 
les  m  racines  de  la  congruence  proposée.  Dans  le  cas 
contraire,  si  Ton  a,  par  exemple, 

^«+«'=^««'     (mod.7?), 
a  étant  premier  avec  p,  il  vient,  en  divisant  par  «"', 

«"e^^i      (mod./?); 
par  conséquent,  a  est  racine  d'une  congruence  binôme 

j:"EZEr.  I      [moà.p] 

de  degré  n  inférieur  à  ni.  De  là  résulte  cette  proposi- 
tion : 

Théorème  III.  — Si  a  est  une  racine  de  la  congruence 
^'"iHiH  I  (mod.  p),  quin  appartienne  à  aucune  congruence 
de  degré  moindre  x"?^^i  (mod.  /?),  les  m  racines  de  la 
proposée  seront  les  résidus  des  m  puissances  de  a 


L'analogie  de  la  théorie  que  nous  exposons  avec  celle 
des  équations  binômes  conduit  naturellement  à  appli- 
quer la  dénomination  de  racines  primitives  d'une  con- 
gruence binôme 

.r'^EiEsi      (mod./?), 

dont  le  degré  m  divise  p —  i ,  à  celles  des  racines  de  cette 
congruence  qui  n'appartiennent  à  aucune  congruence  de 
même  forme  et  de  degré  moindre.  Gomme  dans  le  cas 
des  équations  binômes,  chaque  racine  primitive  jouit  de 
la  propriété  de  donner  toutes  les  autres  racines  par  ses 
diverses  puissances. 

Il  faut  remarquer  que,  chaque  racine  non  primitive 
de  la  congruence  x"^Ei^i(mod.  p)  appartenant  à  une 
congruence  de  même  forme  et  de  degré  moindre,  elleap- 
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partient  aussi  à  une  troisième  congruence  de  même 
forme,  et  dont  le  degré  divise  celui  de  la  proposée. 

309.  Voici  maintenant  comment  on  peut  établir  l'exis- 
tence des  racines  primitives. 
Considérons  la  congruence 

(i).  ^'"ezz^i      (mod./?), 

et  supposons  d'abord  que  m  ne  contienne  qu'un  seul  fac- 
teur premier  </,  que  l'on  ait 

toute  racine  non  primitive  de 

(2)  x'i^^^E^i     (mod./?) 
appartient  à  une  congruence 

^®;h^i      (mod./?), 

dont  le  degré  0  est  un  diviseur  de  q'^  et  même  de  if~'^  ; 
et,  par  conséquent,  cette  racine  appartient  aussi  à  la 
congruence 

(3)  x<i''-'^^\     (mod./?). 

D'ailleurs  les  racines  de  (3)  sont  aussi  racines  de  (2)  ; 
leur  nombre  est  9'^~%  par  conséquent  celui  des  racines 
primitives  de  la  proposée  est 

qf-  —  <jrr^— 1      ou      <7'*  (  I 

Supposons  maintenant  m  quelconque,  et  soit 

m  =1  q'<'-  f .  .  .  5^, 

q,  r,  .  .  . ,  5  désignant  des  facteurs  premiers  inégaux. 
Considérons  les  congruences 

[i)  .x'i^^Eii   (mod./?),  .r'^^Ezzi   {jïiod.p),...,   x^  -i-i   [moâ.p], 
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et  désignons  par  a  une  racine  primitive  de  la  première, 
par  b  une  de  la  deuxième,  etc.,  par  /une  de  la  dernière. 
Il  résulte  du  théorème  démontré  au  n"  307  que  le  résidu 
du  produit 

est  une  racine  primitive  de  la  proposée 

(5)  _^^i-rv...5^^i      (mod.;?). 

Mais  on  peut  aussi  établir  ce  point  de  la  manière  sui- 
vante :  il  est  d'abord  évident  que  ah .  .  .1,  ou  son  résidu, 
est  racine  ;  car  on  a 

a^'^^.i,      b'"^2i,      l^'^E^i      (mod. /?), 

et,  par  suite, 

[ab...l)'î^"^''--'''^'i^i     (mod.p). 

Maintenant,  si  ce  produit  n'est  pas  une  racine  primitive 
de  la  proposée,  il  sera  racine  d'une  congruence 

.r^isE^i      (mod. /?), 

dont  le  degré  6  sera  un  diviseur  de  jn,  et  il  y  aura  au 
moins  un  facteur  premier  de  jji,  qui  entrera  dans  9  moins 
de  fois  que  dans  m.  Admettons  que  le  facteur^  soit  dans 
ce  cas;  alors  9  divisera  c/'"-"^  r" .  .  .s^ ,  et,  par  suite,  ab. .  .1 
sera  racine  de  la  congruence 

.^7^-',v...,^_j      (mod./?); 

on  aura  donc 

[ab.  ..lY''-''''--'s''^i     [moà.p): 

mais  on  a  aussi 

[b...l)^^-'^---^^i      (mod./?), 
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et,  par  la  division, 

On  voit  par  là  que  a  est  racine  des  deux  congruences 
^îi--'r^...5^^i     et     x'?''~i      (mod.  7?) 

et,  par  suite,  de 

.r^**""' ^  I      (mod./?), 

puisque  q'^~^  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
les  degrés  des  précédentes  ;  a  n'est  donc  pas,  comme  on  l'a 
supposé,  une  racine  primitive  de  x^'^egez  i  (mod.  -p\ 

Il  est  ainsi  démontré  que,  si  a,  ^,  . . . ,  c  désignent  des 
racines  primitives  respectivement  de  la  première,  de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière  des  congruences  (4)?  le 
produit  ab.  .  .c,  ou  son  résidu,  est  une  racine  primitive 
de  la  congruence  proposée  (5).  En  outre,  en  répétant  ici 
le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n°  104,  à 
l'occasion  de  l'équation  binôme,  on  prouvera  que  toutes 
les  racines,  tant  primitives  que  non  primitives,  de  la 
congruence  (5),  sont  représentées  par  la  formule 

ab .  .  .1, 

où  l'on  doit  prendre  pour  a,  b,  .  .  . ,  Z  toutes  les  racines 
respectivement  de  la  première  des  congruences  (4),  de  la 
deuxième,  etc.,  de  la  dernière;  et  que  la  même  formule 
donrie  toutes  les  racines  primitives,  en  prenant  pour 
a,  b,  . . . ,  Z  les  diverses  racines  primitives  des  congruences 
auxquelles  elles  appartiennent.  Gomme  le  nombre  des 

racines  primitives  a  est  q'^l^i l?  que  celui  des  racines 


^  est  7^"  (  I y  •  •   5  celui  des  racines  /,  ^^  1  i j 


on 
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en  conclura  que  le  nombre  des  racines  primitives  de  la 
proposée  est 

'"('-j)(--f)---(-7)=''('"'' 

ce  qui  est  le  résultat  déjà  obtenu. 

Théorème  relatif  aux  résidus  des  puissances  dont  le 
degré  est  un  diviseur  de  p  —  i . 

3'JO.  Théorème.  —  Le  module  p  étant  supposé  pre- 
mier et  9  étant  un  dis^iseur  de  p —  i ,  soient  Xy  et  ^  deux 
nombres  compris  entrée  zéro  et  p  ;  si  Von  a 

.r^^Ei-Ç     (mod./?), 
on  a  aussi 

Ç  ^    E^i      (mod./?); 

et,  réciproquement,  si  l'on  a 

^  '    EE=i      (mod./?), 

la  congruence 

.r^EEE?     [xnoà.p] 
a  6  racines. 

La  première  partie  du  théorème  est  évidente  ;  car,  si 
l'on  a 

.r«,  =  Ç     (mod./?), 

en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  ^^  ~  '  ?  on  a 
p-i 

a:P-'=^l    0         (mod.p), 

et,  à  cause  du  théorème  de  Fermât, 


^i      (mod.y?). 
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Réciproquement,   supposons  que  l'on  ait  ^     ^i,    ou 

retranchant  chaque  membre  de  cette  égalité  de  xP~^  —  i , 
il  vient 

Or  le  second  membre  admet  pour  diviseur  x^ —  ^  ;  il  en 
est  donc  de  même  du  premier  membre  xP~^  —  i  — yyQ, 
et  par  conséquent,  en  vertu  du  théorème  démontré 
au  n^  299,  la  congruence 

x^ — ?^o     (mod. />) 

a  B  racines.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  Si  p  est  un  nombre  premier,  et  quen 
décomposant  p  —  i  en  facteurs  premiers  on  ait  trouvé 

p  —  I  =  2?  7!*  r"' .  .  .  s^, 

les  racines  non  primitii^es  de  la  congruence 

x^—'^ — 1^0     (mod. />>), 

racines  qui  appartiennent  toutes  à  l'une  au  moins  des 
congruences 

v-±  /iri  ^J  Çzd 

2  (1  r    s 

X         ^I,        X    '    E=l,        X        ^l,      ...,        X        ^Sl, 

sont  des  résidus  de  carrés,  ou  de  puissances  r/,  ou  de  puis- 
sances r,  etc.,  ou  de  puissances  s  ;  et,  réciproquement, 
tout  nombre  résidu  d'un  carré,  ou  d'une  puissance  q , 
ou  etc.,  est  racine  de  l' une  des  cojigruences  précédentes 
et  n  est  pas  racine  primitive  du  nombre  prendcr  p. 

Ce  corollaire  résulte  immédiatement  du  théorème  qui 
S.  —  Alg.  sup.,  II.  5 
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précède;  on  peut  ajouter  que,  parmi  les  nombres 

I,    2,     3,     .  .  .,   jD  —  I, 

il  y  en  a  la  moitié  qui  sont  des  carrés  (résidus  de  carrés), 
la  c/'"""*^  partie  qui  sont  des  puissances  q,  la  r^^™®  partie 
des  puissances  /',...,  la  s^^^^  partie  des  puissances  s]  et, 
plus  généralement,  si  l'on  ne  considère  parmi  ces  nom- 
bres que  ceux  qui  sont  à  la  fois  des  puissances  i,q,r,  ..., 
la  s^"^""^  partie  de  ces  derniers  sera  en  même  temps  des 
puissances  s.  En  effet,  les  nombres  qui  sont  à  la  fois  des 
résidus  de  carrés,  de  puissances  </,  de  puissances  7%  ..., 
satisfont  aux  congruences 


rjzl  Pjzl  Hzl 

X 


I,     x^^\^     ar'^^i,    ...      (mod./>), 


et,  par  conséquent,  sont  racines  de 
-1 
■■=ii      (mod./?) 


2</r... 


leur  nombre  est  donc  — ;  pareillement,  le  nombre 

iqr.  .  ,      ^ 

de  ceux  qui  sont  en  même  temps  des  puissances  s  est 
~ :  il  est  donc  la  ^^^"^^  partie  du  premier. 

311.  La  congruence 
(i)  .xP-'^ —  i^o     (mod./>) 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

\x'-~i)\.T,^-\-i)^o     [moà.  p), 
et  chacune  des  deux  congruences 


— 1^0  (mod.  /?), 
-f-  I  ^o     (mod./?), 


(2) 

P-1 
2 
X 

(3) 

p-l 
S 

.r 
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dans  lesquelles  elle  se  décompose,  a   racines.   En 

outre,  d'après  le  théorème  du  n°3iO,  chaque  racine  de 
la  congruence  (2)  est  un  résidu  de  carré,  ou  un  résidu 
quadratique;  au  contraire,  aucune  des  racines  de  l'équa- 
tion (3)  ne  peut  être  le  résidu  d'un  carré,  et  ces  racines 
sont  dites  non-résidus  quadratiques,  ou  simplement  non- 
résidus. 

Le  nombre  a  sera  donc  résidu  ou  non-résidu  quadra- 
tique, relativement  au  module  premier  p,  suivant  qu'il 
satisfera  à  la  congruence  (2)  ou  à  la  congruence  (3), 

c'est-à-dire  suivant  que  la  division  de  a  ^  par  p  don- 
nera le  reste  -H  i  ou  le  reste  —  i .  Legendre  a  proposé 

de  représenter  ce  reste  par  le  symbole  g),  en  sorte  que 

l'on  a 

{  a\ 

H-l 


(?)- 


quand  a  est  résidu  quadratique,  et 


© 


quand  a  est  non-résidu. 

Il  est  évident  que,  si  p  est  delà  forme  4^-1-1?  les  deux 
nombres  a  el  —  a  sont  en  même  temps  résidus  ou  non- 
résidus.  Au  contraire,  si  p  est  de  la  forme  4^  4-3,  l'un 
des  deux  nombres  a,  — a  est  résidu,  tandis  que  l'autre 
est  non-résidu. 

Si  les  nombres  a  el  h  sont  tous  deux  résidus  ou  tous 
deux  non-résidus,  on  a 

Vz±  r_z±  Ezl 

a*s±i,      6'=d=i,      d'où     {ab)'=-hî      (mod./>); 

par  conséquent,  le  produit  aZ>  est  résidu.  Si,  au  contraire, 

5. 
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l'un  des  nombres  aelb  est  résidu,  elqueTautre  soit  non- 
résidu,  on  a 

a^^àzï,      b     ^ipi,     d'où    [ab]^  ^—i      (mod.  ^9)  : 

le  produit  ab  est  donc  non-résidu. 
On  exprime  ce  résultat  par  la  formule 


^>m 


h\ 
P. 


et  il  est  évident  qu'on  aura  généralement 
nbcd 


)=fâfâ(ae 


P 

On  trouvera  plus  loin  un  beau  théorème  de  Legendre 
qui  permet  de  déterminer  très-facilement  le  signe  des 

9- 


expressions 


Recherche  des  racines  primitwes  d 'un  nombre  premier, 

312.  Le  théorème  du  n"  3!0  fournit  un  moyen  de 
trouver  les  racines  primitives  d'un  nombre  premier. 

Soient  p  un  nombre  premier  ;  2,  </,  /',  . . . ,  5  les  facteurs 
premiers  inégaux  de  p  —  i,  et  écrivons  les  p  —  i  nombres 

I,  2,   3,  4,   .    .,  p—  i; 

si  l'on  enlève  de  cette  suite  tous  les  résidus  de  carrés,  de 
puissances  </,  de  puissances  /',  etc.,  il  ne  restera  plus  que 
les  racines  primitives  de  p. 

Au  moyen  des  carrés,  on  exclut  d'abord  la  moitié  des 
nombres;  au  moyen  des  puissances  </,  on  exclura  la  q^^^*^ 
partie  de  ceux  qui  restent,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  trouver  les 
racines  primitives  de  3i. 
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Écrivons  les  trente  nombres 

/     I,     2,     3,     4,     5,     6,     7,     8,     9,     lo, 
(i)      ]  II,   12,   i3,   i4,   i5,   i6,   17,   18,  19,     20, 
(  21,  22,  28,  24,  ^5,  26,  27,  28,  29,     3o  ; 

comme  les  facteurs  premiers  de  3o  sont  2,  3  et  5,  il  suf- 
fira d'enlever  de  la  suite  (i)  les  résidus  des  carrés,  des 
cubes  et  des  cinquièmes  puissances. 

Pour  exclure  les  carrés,  nous  élèverons  les  nombres  (i) 
au  carré  ;  les  carrés  des  quinze  premiers  sont 

I,  4,  9i  16,  25,  36,  49,  64,  81,  100,  121,  i44»  i%ï  196,  225 , 

et  ils  ont  pour  résidus 

(2)  i,  4,  9,  16,  25,  5,  18,  2,  19,  7,  28,  20,  14,  10,  8; 

les  carrés  des  quinze  derniers  nombres  de  la  suite  (i)  don- 
neraient les  mêmes  racines,  car  on  a 

{3i—/iy=h^     {mod.3i). 

Otant  ces  quinze  nombres  (2)  de  la  suite  (i),  il  restera 
les  quinze  que  voici  : 

(3)  3,  6,  il,  12,  i3,  i5,  17,  21,  22,  23,  24,  26,  27,  29,  3o, 

dont  il  faut  maintenant  supprimer  les  cubes  et  les  cin- 
quièmes puissances.  Chaque  nombre  déjà  supprimé  (2) 
satisfait  à  la  congruence 

.T^°^  I      (mod.  3i)  ; 

donc  sa  puissance  troisième  et  sa  puissance  cinquième  y 
satisfont  aussi,  et,  par  conséquent,  font  partie  des  nom- 
bres déjà  supprimés.  D'après  cela,  les  nombres  de  la 
suite  (3)  qu'il  reste  à  rejeter  sont  des  résidus  de  puis- 
sances troisième  et  cinquième  de  ces  mêmes  nombres  (3). 
Pour  avoir  les  résidus  des  cubes  de  la  suite  (3),  il  suffît 
de  multiplier  les  premières  puissances  par  les  résidus 
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quadratiques  que  la  suite  (2)  fait  connaître  et  qui  sont 
9,  5,  28,  20,  14,  8,   10,  7,   19,  2,   18,  25,   16,  4,   i; 

on  aura  ainsi  les  résidus  cubiques  suivants  : 
27,  3o,  3o8,  240,  182,  120,  170,  147,  4ï^>  4^»  4^2'  ^^o,  432,  116,  3o, 

dont  les  résidus  minima  sont 

4)      27,   3o,   29,  23,   27,  27,   i5,  23,   i5,   i5,  29,  3o,    29,  23,  3o 

Il  n'y  en  a  que  cinq  de  différents,  comme  nous  le  savions 
d'avance  ;  ce  sont 

(5)  i5,  28,  27,  29,  3o, 

et  en  ôtant  ces  nombres  de  la  suite  (3),  il  ne  restera  plus 
que  les  dix  suivants  : 

(6)  3,  6,   n,   12,  i3,  17,  21,  22,  2.4,  26, 

dont  il  n'y  a  plus  à  rejeter  que  ceux  qui  sont  des  cin- 
quièmes puissances.  Chacun  des  nombres  déjà  exclus 
satisfait  à  Tune  des  congruences 

.ri5=i      (mod.  3i),     x^o—i     (mod.  3i).  | 

Il  en  est  donc  de  même  de  sa  cinquième  puissance,  qui," 
par  conséquent,  fait  partie  des  nombres  exclus  :  un 
nombre  de  la  suite  (6)  ne  peut  donc  être  la  cinquième 
puissance  que  d'un  nombre  de  la  même  suite.  Pour  avoir 
les  résidus  des  cinquièmes  puissances  des  nombres  (6), 
il  suffit  de  multiplier  les  résidus  cubiques  déjà  formés  par 
les  résidus  quadratiques  correspondants,  et  de  prendre  les 
résidus  minima  des  produits.  Les  résidus  cubiques  sont 

27,  3o,  29,  23,  27,   i5,  23,   i5,  29,  3o, 

les  quadratiques 

9,  5,  28,  20,  i4,   10,  7,   19,   18,  25; 
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les  produits  sont 

243,   i5o,  812,  460,  378,   i5o,  161,  285,  522,  ySo, 

et  l'on  trouve  pour  résidus  des  cinquièmes  puissances 

26,  26,  6,  26,  6,  26,  6,  6,  26,  6. 

Il  n'y  a  ainsi,  dans  la  suite  (6),  que  deux  cinquièmes 
puissances,  comme  nous  le  savions  déjà,  savoir  : 

6,  26; 

en  supprimant  ces  deux  nombres,  il  ne  restera  plus  que 
les  huit  racines  primitives  de  3i,  savoir: 

3,   II,   12,   i3,   17,  21,  22,  24. 

313.  La  recherche  des  racines  primitives  ne  peut  guère 
s'effectuer  que  par  tâtonnements  ;  le  procédé  que  nous 
venons  d'indiquer  est  presque  impraticable  dès  que  le  mo- 
dule est  un  peu  considérable  ;  aussi  croyons-nous  utile  de 
faire  connaître  une  autre  méthode  due  à  Gauss,  et  par 
laquelle  on  peut  obtenir  assez  facilement  une  racine  pri- 
mitive ;  les  autres  racines  primitives  pourront  être  déter- 
minées ensuite,  comme  nous  l'avons  indiqué  précédem- 
ment (n«306). 

On  prendra  arbitrairement  un  nombre  a  dans  la  suite 
2,3,  ...,(/? — 1)7  2  par  exemple,  et  l'on  déterminera  sa 
période,  c'est-à-dire  la  période  des  restes  fournis  par  les 
puissances 

Si  cette  période  a  /^ —  i  termes,  a  sera  une  racine  primi- 
tive; mais,  si  la  période  a  moins  de  p  —  i  termes,  on 
prendra  un  autre  point  h  qui  ne  soit  pas  compris  parmi 
les  restes  de  la  suite  (i),  et  l'on  cherchera  de  même  la  pé- 
riode àeb.  Si  cette  période  de  ^  a  /^  —  i  termes,  b  sera 
racine  primitive  ;    mais   supposons  qu'il  n'en  soit  pas 
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ainsi.  Désignons  par/z  l'exposant  auquel  a  appartient,  et 
par/w  celui  auquel  appartient  b  ;  comme  les  restes  de  la 
suite  (  I  )  comprennent  tous  les  nombres  qui  appartiennent 
à  l'exposant  w,  et,  pour  la  même  raison,  ceux  qui  appar- 
tiennent à  un  exposant  sous-multiple  de  n,  le  nombre  ni 
ne  sera  pas  un  diviseur  de  n.  Mais  il  peut  être  un  mul- 
tiple de  n,  et,  quand  ce  cas  se  présente,  la  connaissance 
de  Z>  aura  avancé  la  solution  de  la  question,  car  ce  nombre 
appartient  à  un  exposant  plus  élevé  que  celui  auquel  a  se 
rapporte.  Supposons  que  m  ne  soit  égal  ni  k  p  —  i  ni  à 
un  multiple  àen\  désignons  par  ^ le  plus  petit  commun 
multiple  de  n  et  m,  et  décomposons  ce  nombre  s  en  deux 
facteurs  premiers  entre  eux  n' ,  m' ,  qui  divisent  respec- 
tivement les  nombres  n  et  m.  Voici  comment  cette  dé- 
composition peut  être  effectuée  :  on  décomposera  les  nom- 
bres tz  et/72  en  leurs  facteurs  premiers;  soit  c  l'un  de  ces 
facteurs  premiers  destiné  à  entrer  dans  s  avec  l'exposant  y. 
Si  c^  est  diviseur  de  n  seul,  on  fera  figurer  c^  dans  n' \  si 
c^  est  diviseur  de  m  seul,  on  introduira  au  contraire  c^ 
dans/7i';  enfin,  si  c^  est  diviseur  commun  de  m  et  de  7Z, 
on  introduira  c^  à  volonté,  soit  dans  nî ,  soit  dans  n' \  on 
agira  de  même  à  l'égard  des  autres  facteurs  premiers  des. 
On  aura  ainsi  s  =  n'ni,  avec  n=:n'  e,  jii  =  n^ f,  e  el  f 
étant  des  entiers.  Gela  posé,  je  dis  que  le  nombre  a^  appar- 
tient à  l'exposant  tz',  relativement  au  diviseur  p;  en  effet, 
la  puissance  n''^''^'^  de  a^  est  a^,  et  elle  donne  en  consé- 
quence le  reste  i  ;  il  n'y  a  pas  d'ailleurs  d'exposant  v  in- 
férieur à  7z' tel  que  {ci^y  ou  a"^  donne  le  reste  i,  puisque 
ve  est  inférieur  à  n  et  que  a  appartient  à  l'exposant  n. 
On  ferait  voir  de  même  que  ^/appartient  à  l'exposant  77z', 
et  il  en  résulte  (n°307)  que  le  produit  a^.  bf  ou  le  résidu 
de  ce  produit  appartient  à  l'exposant  îii!n'=^s. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  conduit,  dans 
tous  les  cas,  à  un  nombre  qui  appartient  à  un  exposant 
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plus  élevé  que  celui  auquel  appartient  le  nombre  a  duquel 
on  est  parti.  En  poursuivant  la  même  marche,  on  arri- 
vera donc  certainement  à  un  nombre  appartenant  à  l'ex- 
posant p  —  I  ;  ce  nombre  sera  une  racine  primitive  de  p. 
Mais,  dans  la  plupart  des  cas,  il  se  présente  des  circon- 
stances particulières  qui  permettent  de  simplifier  l'appli- 
cation de  la  méthode. 

314.  Premier  exemple.  —  On  demande  une  racine 
pjnmitwe  du  nombre  premier  ^  i . 

Prenons  le  nombre  2  et  cherchons  sa  période.  A  cet 
effet,  on  formera  la  série  des  puissances  de  2  ;  chacune 
d'elles  s'obtient  en  multipliant  la  puissance  précédente 
par  2;  mais,  avant  de  faire  cette  multiplication,  il  faut 
avoir  soin  de  retrancher  71  de  la  puissance  qui  sert  de 
multiplicande,  lorsque  celle-ci  est  supérieure  àyi.  On 
trouve  que  la  période  de  2  a  3d  termes  qui  sont 

2,     4,     8,   16,  3?.,  64,  57, 
43,   i5,  3o,  60,  49,  27,  54, 
(i)  <j  37,     3,     6,   12,  24,  48,  25, 

5o,  29,  58,  45»  19»  38,     5, 
\  10,  20,  40,    9,  18,  36,     I. 

Le  nombre  2  n'est  donc  pas  racine  primitive  de  7 1 ,  et  il 
appartient  à  l'exposant  35  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que 
le  complément  de  2  à  71,  c'est-à-dire  69,  est  racine  pri- 
mitive. En  effet,  de  l'identité 

69  =  7  »  —  2, 

on  tire 

69»  ^2^ 


,   .mod.71), 
69^  =  2^   '  ^   ' 

d'où  il  résulte  que  la  suite  des  restes  fournis  par  les  puis- 
sances de  69  pourra  se  déduire  de  la  suite  des  restes  des 
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puissances  de  2  ;  il  suffira  efFectivement  de  remplacer, 
dans  cette  dernière  suite,  les  restes  de  rang  impair  par 
leurs  compléments  à  71,  sans  rien  changer  aux  restes  de 
rang  pair.  Dans  la  suite  des  restes  fournis  par  les  puis- 
sances de  (2)  et  dont  la  première  période  est  l'ensemble 
des  nombres  (i),  le  reste  i  occupe  les  rangs  30,70,  ...;  ce 
reste  1  n'apparaîtra  donc  qu'au  70*^  rang,  dans  la  pé- 
riode de  69,  et  en  conséquence  69  est  racine  primitive. 
Formons  la  période  de  69  en  suivant  la  marche  que  nous 
venons  d'indiquer,  c'est-à-dire  en  prenant  deux  fois  la 
période  (i)  du  nombre  2  et  en  remplaçant  les  termes  de 
rang  impair  par  leurs  compléments  à  71,  on  trouvera  : 

69,     4,  63,   16,  39,  64,  i4, 

43,  56,  3o,   II,  49,  44,  54, 

34,     3,  65y   12,  47,  48,  46, 

5o,  4^'»  58,   26,  ig,  33,  5, 

61,  20,  3i,     9,  53,  36,  70, 

2,  67,     8,  55y  32,  7,  57, 

28,  i5,  4i,  60,  22,  27,  17, 

37,  68,    6,  69,  24,  23,  2.5, 

21,  29,  i3,  45,  52,  38,  66, 

\   10,  5i,  4o>  62,  18,  35,  r, 

et  ceux  des  nombres  du  tableau  (2)  dont  les  rangs  sont 
marqués  par  des  nombres  premiers  à  70  seront  les  racines 
primitives  de  71.  Les  24  racines  primitives  de  71,  dans 
l'ordreoii  elles  se  présentent  comme  restes  des  puissances 
de  69,  sont  ainsi 

69,  63,  56,  II,  44,  65,  47,  42, 
33,  61,  3i,  53,  67,  55,  7,  28, 
22,  68,  59,  21,   i3,  52,  62,  35; 

la  plus  petite  de  ces  racines  primitives  est  7. 
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315.  Second  exemple.  —  On  demande  une  racine 
primitwe  du  nombre  premier  73. 

On  formera,  comme  précédemment,  la  période  du 
nombre  2  ;  on  trouve  ici  que  cette  période  n'a  que  9  ter- 
mes et  qu'elle  se  compose  des  nombres 

2,  4,  8,   16,  32,  64,  ^^-t  37,   I; 

le  nombre  2  appartient  donc  à  l'exposant  9,  relativement 
à  73.  Comme  3  ne  fait  pas  partie  de  la  suite  précédente, 
nous  formerons  de  même  la  période  de  3  ;  celle-ci  se 
compose  des  1 2  termes  suivants  : 

3,     9,  27,     8,  24,  72, 
70,  64,  46,  65,  49»     ï; 

en  sorte  que  3  appartient  à  l'exposant  12.  Le  plus  petit 
multiple  commun  des  nombres  9  et  1 2  étant  36,  la  mé- 
thode du  n"  307  fera  connaître  un  nombre  appartenant  à 
l'exposant  36.  Cet  exposant  36  est  le  produit  des  facteurs 
9  et  4  qui  sont  premiers  entre  eux  et  qui  divisent  respec- 
tivement 9  et  12;  les  quotients  de  ces  divisions  sont  i 
et  3;  par  conséquent  le  nombre  2X3^  ou  54  appartient 
à  l'exposant  36.  Formons  la  période  de  54,  on  trouve  les 
36  termes  suivants  : 


54,     69,       3,     16,     61, 

9' 

48,    37,    27, 

71,     38,       8,     67,     41. 

^4, 

55,     5o,     72, 

19,       4,     70,     57,     12, 

64, 

25,     36,     46> 

2,     35,     65,       6,     32, 

49, 

18,      23,         I, 

qu'on  obtient  très-facilement  en  remarquant  qu'un  terme 
quelconque  se  forme  en  multipliant  par  3  celui  qui  le 
précède  de  3  rangs  et  en  prenant  le  résidu  du  produit 
obtenu,  relativement  à  73  ;  cela  résulte  de  ce  que  3  est  le 
cube  de  54  diminué  d'un  multiple  de  73.  Maintenant  le 
nombre  5  ne  fait  pas  partie  du  tableau  précédent,  mais 
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son  carré  5-  ou  25  s'y  trouve  et  il  y  occupe  un  rang  mar- 
qué par  le  nombre  aS  qui  est  premier  à  ya.  Il  résulte  de 
là  que  ô-  appartient  à  l'exposant  36;  l'exposant  auquel  5 
appartient  est  donc  égal  à  36  X  2  ou  à  ^2  ;  en  d'autres 
termes,  5  est  une  racine  primitive  de  y^. 

'  316.  Nous  donnons  ici  une  Table  dans  laquelle  on 
trouve  la  plus  petite  racine  primitive  pour  chacun  des 
nombres  premiers  inférieurs  à  loo. 


Nombres  premiers. 

3 

5 

7 

n 

i3 

n 

19 

23 

29 

3i 

37 

41 

Racines  primitives. 

2 

2 

3 

2 

^ 

3 

2 

5 

2 

3 

2 

6 

Nombres  premiers. 

43 

47 

53 

'>9 

6i 

67 

V 

73 

79 

83 

89 

97 

Racines  primitives. 

3 

5         2 

2 

3 

2 

7 

5 

3 

2 

3 

5 

Et  à  cette  occasion  nous  présenterons  les  remarques 
suivantes  : 

1°  Si /7  est  de  la  forme  4^-^i  et  que  a  soit  racine  pri- 
mitive, —  a  est  aussi  racine  primitive. 

2^  Si  p  est  de  la  forme  4^ -+-3,  a  et  — a  ne  peuvent 
être  en  même  temps  racines  prirnitives. 

En  effet,  tout  nombre  qui  n'est  pas  racine  primitive,  par 
rapport  à  p,  satisfait  à  une  congruence  telle  que 


Uni 
a:     ^i      (mod./?), 


6    étant    un     diviseur    premier     de    p  —  i .     Lorsque 


P-4^ 


T'- 


est un  nombre  pair,  et  les  racines  de 


la  précédente  congruence  sont,  deux  à  deux,  égales  et  de 
signes  contraires,  ou  complémentaires  au  module.  En 
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second  lieu,  lorsque  p==^k-i-3,  si  a  satisfait  à  la  con- 
gruence  x  ^  ^zhi    (mod.  /?),   le  nombre  — a  satisfait 


r- 


kx  ^  =  =F  ï    (mod.  p)  ;  donc  l'un  au  moins  des  nombres 
a  et  — a  n'est  pas  racine  primitive. 

Des  racines  primitwes  dans  le  cas  ou  le  module  est  égal 
à  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair,  ou 
égal  au  double  d'une  telle  puissance. 

317.  Théorème  I.  —  Si  p  est  un  nombre  premier  im- 
pair, et  que  g  soit  une  racine  primitive  e  pour  le  module  p\ 
g  ou  son  résidu  minimum,  relativement  à  p,  sera  égale- 
ment racine  primitive  pour  le  module  p. 

En  effet,  désignons  par  n  l'exposant  auquel  appar- 
tient g,  relativement  à  p,  on  aura 

§-'^  =  1      (mod./?), 
ou 

k  étant  un  entier.  En   élevant   cette    égalité  à  la  puis- 
sance p,  il  vient 

dansle  second  membre  de  cette  formule,  tous  les  termes, 
à  l'exception  du  premier,  sont  divisibles  par  /?2  ;  on  a  donc 

g'^/^^i-f-Z-i/A 

h^  étant  un  nombre  entier.  On  trouvera  de  même,  par 
des  élévations  successives  à  la  puissance  p. 


=  I  4-  /spS 


I-f-/-v-l/?% 
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1x2,  ....  l\_^  étant  des  entiers.  La  dernière  de  ces  éga- 
lités peut  être  mise  sous  la  forme 

gnp'-'^j      (mod./?''), 

et  elle  montre  que  g  ne  peut  être  racine  primitive,  pour 
le  module  p%  que  si  n  =  p  —  i,  et,  dans  ce  cas,  g  est 
racine  primitive  de  p, 

318.   Théorème  II.  —  Une  racine  primitwe  g  du  mo- 
dule premier  impair  p  est  racine  prijniti^e  pour  le  mo- 

dule p',  V  étant  "^i,  lorsque  ' n'est  pas  divisible 

par  p.  Au  contraire,  g  n  est  pas  racine  primitis^e pour  le 

module  p\  quand  ~ est  dii^isible  par  p. 

En  effet,  désignons  par  t  l'exposant  auquel  g  appar- 
tient relativement  au  module  p"  ;  on  aura 

g^~i      (mod./?'), 

et  par  conséquent 

g^^i     [moà.p]. 

Comme  g  est,  par  hypothèse,  racine  primitive  de  p,  la 
congruence  précédente  exige  que  t  soit  un  multiple  de 
p —  1  ;  d'ailleurs  t  est  un  diviseur  de 

donc  on  a 

\  étant  un  nombre  inférieur  ou  égal  à  v  —  i . 

Cela  posé,  désignons  par  i  l'exposant  de  la  plus  haute 
puissance  de  p  qui  divise  gP~^  — i,  on  aura 

h  étant  un  entier  non  divisible  par  p;  on  a  ensuite, 
comme  au  numéro  précédent,  par  des  élévations  succès- 
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sives  à  la  puissance  p,   et  en  remarquant  que  i  ne  peut 
être  nul, 


S'' 

\l>- 

î): 

= 

1  + 

hp^^\ 

,.' 

\p~ 

1): 

— 

I  -+- 

hry-^\ 

ki,  ko,  ...,  kl  étant  des  entiers  non  divisibles  par  p. 

On  voit,  par  ces  formules,  que  la  plus  petite  des  va- 
leurs de  A  telles,  que  l'on  ait 


est 

Donc  on  a 
si  i  =  I ,  et 


g.p\/^-i)  =  i      (mod. /?''), 


>  =Z  V  —   I 


si  i  est  ]>  I . 

Dans  le  premier  cas,  g  appartient  à  l'exposant  q  {p')r 
relativement  à  p^  ;  en  d'autres  termes,  g  est  une  racine 
primitive.  Dans  le  second  cas,  g  appartient  à  un  expo- 
sant inférieur  à  tp  (  p') ,  et  il  n'est  pas  en  conséquence  racine 
primitive. 

319.  Théouème  III.  —  ^  chaque  racine  primitwe 
pour  le  nombre  premier  p  correspondent  p^~^  [p  —  i) 
racines  primitii^es  pour  le  module  p^. 

Soit  a  une  racine  primitive  de  p,  prise  entre  zéro  et 
p — i;  l'expression  des  racines  primitives  congrues  à  a 
sera 

k  étant  un  entier  quelconque  ;  on  tire  de  là 
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Supposons  d'abord  queaP~^  —  i  ne  soit  pas  divisible 

par  7?*  ;  gP~*  —  i   sera  divisible  ou  non  divisible  par  p-, 

suivant  que 

rr''—'^  —  I 

P 

ou 

aP—a 


P 


sera  divisible  ou  non  divisible  par/?.  Si  donc  on  désigne 

par  oL  le   résidu  minimum  de  par  rapport  a  /?, 

et  que  l'on  fasse 

h  étant  un  nombre  non  divisible  par  /?,  tous  les  nombres 
g  compris  dans  la  formule 

(1)  gz=^a-^[c^^h]p 

seront,  d'après  le  théorème  II,   des  racines  primitives 
pour  le  module  ]f. 

Supposons  en  second  lieu  que  aP~^  —  i  soit  divisible 
par  P'  ;  dans  ce  cas,  gP~^  —  i  ne  sera  divisible  par  p-  que 
si  k  est  divisible  par  p  :  d'où  il  résulte  que  la  formule 

(2)  gz=a-\-hp, 

où  h  désigne  un  nombre  non  divisible  par  p,  ne  donnera 
que  des  racines  primitives  de  //. 

Si  l'on  ne  veut  avoir  que  les  valeurs  de  g  distinctes 
suivant  le  module  //,  on  ne  devra  donner  à  h  dans  les 
formules  (i)  et  (2)  que  9 (//~^ )  =  //"-(/?  —  i)  valeurs  dif- 
férentes, et  il  en  résultera  un  pareil  nombre  de  racines    ^ 
primitives  pour  le  module  p'*. 

Remarque.  — Comme  a  est  racine  primitive  de/;,  le 
nombre  aP~^  —  1=  \a'^  — i)  \a^  -^i)  ne  peut  être 
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divisible  parp^  que  si  l'on  a 

a-    -f-i^o  (inod./?^). 

Corollaire.  — Le  nombre  des  j^acines pj^iinitwes ,  pour 
le  module  p%  est  égal  à  (p [p'~^  [p  —  i) ]  ou  à  (^(i^ip'). 

En  effet,  d'après  le  théorème  I,  chaque  racine  primi- 
tive de  p^  est  racine  primitive  de  /?;  d'ailleurs,  d'après  le 
précédent  théorème,  chacune  des  o[p  —  i)  racines  pri- 
mitives de/?  donne  ^{p'~^)  racines  primitives  de  //.  Le 
nombre  total  de  ces  dernières  est  donc 

?  [P'~')'f[p  —  ^]=^[P'~'  [P  —  i)]  =  ?? [P^']- 

320.  Théorème  IV.  —  Le  nombre  premier  p  étant 
impair,  toute  racine  pj^imiti^e  impaire  de  />"  est  en  même 
temps  racine  primiti\^e  pour  le  module  2//;  et  récipro- 
quement,  toute  racine  primitii^e  de  ip^  est  racine  pri- 
mitive pour  le  module  p^. 

Soit  g  un  nombre  impair  non  divisible  par  p,  et  dési- 
gnons par  72,  n'  les  exposants  auxquels  g  appartient  rela- 
tivement aux  modules  respectifs  /?",  2/^  ;  on  aura 

(i)         g^^i      (mod. /?"'),  ^"'^i      [moà.  ip'). 

La  seconde  de  ces  congruences  donne 

(2)  ^^"'=1      [moà.p") 

et,  par  conséquent,  n'  est  un  multiple  de  n.  En  outre, 
^  étant  impair,  on  a ^"^i  (mod.  2);  par  conséquent,  la 
première  des  congruences  (1)  donne  aussi 

^-"^1      (mod.  2/?'), 

d'où  il  suit  que  n  est  un  multiple  de  n'.  On  a  donc  n  =  n' , 
S.  —  Mg,  sup.,  II.  6 
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et  le  nombre  g  appartient  au  même  exposant  suivant  les 
modules  ^%  2p\ 
Enfin,  comme  on  a 

si  le  nombre  g  est  racine  primitive  pour  l'un  des  mo- 
dules, il  l'est  aussi  pour  l'autre. 

Corollaire.  —  Il  y  a  autant  de  racines  primitives 
pour  le  module  ip^  que  pour  le  module  /y. 

En  effet,  si  l'on  prend  les  racines  primitives  impaires 
de  /?"  et  qu'on  leur  adjoigne  les  racines  primitives  paires 
augmentées  chacune  de  p^,  on  obtiendra  9  ©(/>")  racines 
primitives  de  ip^. 

321.  Exemple.  —  Considérons  le  cas  de  p=  y.  Les 
racines  primitives  de  y  sont  3  et  5  ;  on  a 

3^=^i'],     5^=i2.5^i'j     (mod.  49); 

donc  3  et  j  sont  racines  primitives  pour  les  modules  y 
et  2  X  7%  quel  que  soit  l'exposant  v. 

Supposons  v=2,  et  considérons  d'abord  le  cas  du 
module  49-  Comme  on  a 

37  _  3  57  —  'î 

^=z=3i2^4>     ■ =r  11160=^  2     (mod.  7), 

7  7 

le  nombre  désigné  par  a  au  n''  319  a  respectivement  les 
valeurs  4  et  2.  Les  racines  primitives  de  49  seront  donc 
données  par  les  formules 

où  7i  est  premier  avec  y;  en  donnant  à  cette  indéter- 
minée les  valeurs 

—  4,  —  3,  —2,  —I,   -{-I,  4-2 
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dans  la  première  formule,  et  les  valeurs 

—  2,   —I,    -f-l,    -f-2,    H-3,    -4-4 

dans  la  seconde,  on  obtient  les  deux  séries  suivantes, 
composées  chacune  de  six  racines  : 

3,  lo,    17,    24,    38,    45, 

5,  12,    26,    33,    4^1    4?» 
ou 

3,  3ï^  3'\  3'\  3'\  3'^^ 

329,  3'\  3'\  3*1,  323,   3^ 

Quant  au  module  2  X  49  ou  98,  ses  douze  racines  pri- 
mitives seront 

3,   17,  45,  59,  73,  87, 
5,  33,  47»  61,  75,  89. 

De  la  congruence  x^ • — 1^0  (mod.  M),  dans  le  cas 
ou  M  est  égal  à  une  puissance  d'un  nonihi'e  ytremier 
impair  ou  égal  au  double  d'une  telle  puissance. 

322.  Le  nombre  p  étant  premier  et  impair,  soit  a  une 
racine  de  la  congruence 

(i)  .r' — 1^0     [mod.  p'  ou  2/?"), 

on  aura,  à  la  fois, 

«'^i,     a^'~' (/^-i^EHE  1      {mod. /?^  ou  2/?^). 

Si  donc  9  désigne  l'exposant  auquel  appartient  a,  relati- 
vement au  module  M  =  p'  ou  =  ip\  le  nombre  Q  sera 
un  diviseur  commun  des  nombres 

par  suite  il  divisera  le  plus  grand  commun  diviseur  n  de 
ces  mêmes  nombres.  D'après  cela,  comme  on  a 

a^^=.i      [moà.  p'  ou  2/?'), 
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on  aura  aussi 

«"^i      [mod.p''  ou  2/?''), 

ce  qui  montre  que  toutes  les  racines  de  la  congruence 
proposée  appartiennent  aussi  à  la  suivante  : 

(2)  .r" — 1^0     [mod. jy  ou  27?"), 

dont  le  degré  n  est  un  diviseur  de  p''~^  [p  —  i). 

Lorsque  7i  est  égal  à /?"'"~^  (p  —  i),  la  congruence  (2) 
devient 

(3)  .r^^""' (^'-O  —  1^0     (mod./?"  ou  2/?"), 

et  nous  savons  qu'elle  a  pour  racines  les  p^~^  {p  —  i) 
nombres  premiers  au  module  et  non  supérieurs  à  ce  mo- 
dule ;  en  outre,  parmi  ces  racines,  il  y  en  acj;  [//""^  {p  —  i)] 
de  primitives,  et  nous  avons  fait  connaître  un  procédé 
pour  les  obtenir.  Si  a  désigne  une  de  ces  racines  primi- 
tives, les  résidus  minima  des  puissances 

(4)  T,  «,  «^  «^  .. .,  ap"~'(p-^^ 

seront  précisément  les  racines  de  la  congruence  (3). 

Supposons   que  7i  soit   un    diviseur   quelconque    de 
P~^  {p  —  0  î  posons 

et  considérons  im  terme  quelconque  a"^  de  la  suite  (4). 
Pour  que  l'on  ait 

(  a'"  ) "  ^  I     ou     a"^"^^i      (  mod .  p'     ou     a/^»"  ) , 

il  faut  et  il  suffît  que  mji  soit  divisible  par  7Z0,  c'est-à- 
dire  que  m  soit  un  multiple  de  0.  Donc  la  congruence  (2) 
a  précisément  n  racines  qui  sont  les  résidus  des  puis- 
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sances 

(5)  a\   a^-\   .  .  .  ,  a"\ 

suivant  le  module/^''  ou  2p\  On  a  ainsi  ce  théorème  : 

Théorème  I.  —  La  congruence  x'^  —  i^o  (mod.  p' 
ou  ^p")  (i  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  t  et  p'~^  [p  —  i  ) . 

Ensuite  soit  a}^  un  quelconque  des  termes  de  la  suite  (5) . 
Pour  que  l'on  ait 

[a^^y^^i     ou     «''''*^i      (mod. //'     ou      2/?^), 

il  faut  et  il  suffît  que  MB  soit  divisible  par7i0,  ou  Ai  par  tz. 
Si  i  est  premier  à  n,  cette  condition  équivaut  à  celle  de 
la  divisibilité  de  /:par  n\  dans  ce  cas,  a'®  appartient  évi- 
demment à  l'exposant  7Z.  Mais,  si  i  et  n  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur  d  supérieur  à  i ,  on  aura 

[a'^y^  =z\a'^)      ^i      (mod.7?^  ou   2/?^), 

et  a'^  appartiendra  à  l'exposant  -•  On  conclut  de  là  cette 

autre  proposition  : 

Théorème  IL — La  congruence  x"^i  (mod.  p^  ou 
^p"),  dont  le  degré  n  est  un  diuiseur  de  p''~^  [p  —  1), 
a  autant  de  racines  primiti^^es,  c  est-à-dire  de  racines 
qui  appartiennent  à  l'exposant  /z,  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  nombre  ^[n)  des  nombres  premiers  et  non  supé- 
rieurs à  n. 

Du  module  2\ 

323.  On  a  vu,  au  n*'  305,  que  si  v  est  ^2,  la  puis- 
sance de  degré  2""^  d'un  nombre  impair  quelconque  est 
congrue  à  l'unité,  suivant  le  module  2*.  Le  seul  cas  de 
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V  =  2  fait  exception  ;  il  j  a  effectivement,  pour  le  mo- 
dule 4 y  IIÎ16  racine  primitive  égale  à  3,  ainsi  que  nous 
l'avons  déjà  dit. 

Supposons  donc  v  ^  2  ;  alors  l'exposant  auquel  appar- 
tient, relativement  au  module  2%  un  nombre  impair 
quelconque,  est  une  puissance  de  2  dont  le  degré  est  égal 
ou  inférieur  à  v  —  2. 

Le  nombre  i  est  le  seul  qui  appartienne  à  l'exposant  i  ; 
occupons-nous  des  nombres  impairs  supérieurs  à  i .  Cha- 
cun d'eux  peut  être  représenté  par  la  formule 

(i)  a  =  oJ+Uzti, 

où  A  désigne  un  nombre  impair  etiun  exposant  qui  peut 
être  nul.  Par  des  élévations  successives  au  carré,  on  dé- 
duit de  cette  formule 

«2  ^  3,'+3  /i        -f-  I , 

(2)  j  ; 

kiy  A'o,  .  .  . ,  Â§  étant  des  nombres  impairs. 

Supposons  que  2^  soit  l'exposant  auquel  appartient  le 
nombre  a  ;  on  aura 

i  -h  1  -h  rJ  =  OU  >>  V  ; 

l'inégalité  ne  peut  avoir  lieu  si  cî  est  >  i,  car  autrement 
a-~  — I  serait  divisible  par  2%  d'après  les  formules  (2), 
et  l'exposant  auquel  «appartient  serait  inférieur  à  2^.  On 
a  donc 

^•  +  2  —  V  —  (?, 

et  la  formule  (i)  devient 

(3)  a=zi"-^/,zti. 
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On  peut  donner  à  A"  les  2^~^  valeurs 

I,     O,     J,     .  .  .,     ^2    —  I  j, 

et,  à  cause  du  signe  ambigu  zt,  il  en  résultera,  pour  a, 
deux  séries  composées  chacune  de  ?/~^  valeurs  ;  on  con- 
clut de  là  cette  proposition  : 

Théorîime.  —  Si  ^  désigne  l'un  des  nombres  2,  3, 
4,  .  .  . ,  (v  —  2),  ilj^  a  2*  nombres  qui  appartiennent  à 
V exposant  2^  suivant  le  module  1" . 

Si  le  nombre  a  déj à  considéré  appartient  à  l'exposant  2 , 
la  première  des  formules  (  2  )  nous  donne 

/  -I-  3  =:   ou   ^  V,       /  H-  2  r=   ou   >>  V  —  I  ; 

mais,  si  l'on  prend  z  -f-  2  =  v,  comme  a  est  supposé 
moindre  que  le  module  2",  il  faut  faire  h  =  i  dans  la  for- 
mule (i)  et  remplacer  le  signe  ambigu  dz  par  — ;  il  y  a 
donc  trois  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  2, 
savoir  : 

(4)  2"-*— I,     2''-^-+-i,  2'— I. 

Les  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  v  —  2,  le 
plus  élevé  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  s'obtiennent  en 
faisant  d  =  v —  2  dans  la  formule  (3),  et  si  l'on  rem- 
place, en  même  temps,  k  par  2  A  H-  i ,  on  obtient  les  deux 

formules 

«=r8/-f-3,     «  —  8/4-5, 

qui  donnent  tous  les  nombres  appartenant  à  l'expo- 
sant 2'"^-  Cela  suppose  cependant  que  v  soit  supérieur 
à  35  car,  dans  le  cas  de  v  =  3,  les  nombres  qui  appar- 
tiennent à  l'exposant  2  sont,  d'après  les  formules  (4), 

3,  5,  7. 

Laissant  ce  cas  de  côté  et  supposant  v^3,  désignons 
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par  h  un  nombre  quelconque  de  la  forme  8  A"  H- 3  et  par  c 
un  nombre  quelconque  de  la  forme  8  A' 4-  5.  Chacune  des 
deux  suites 

b^   b\  ...,  b^^\ 


donnera  2'~^  résidus  distincts,  puisque  Z>  et  c  appar- 
tiennent à  l'exposant  2'"-;  en  outre,  les  puissances 
impaires  de  Z>  et  de  c  sont  respectivement  des  formes 
8  A -1-3,  8 A" -1-5,  tandis  que  les  puissances  paires  de  l'un 
et  de  l'autre  nombre  sont  de  la  forme  8/r-l-i;  il  y  a 
d'ailleurs  2'~^  nombres  de  chacune  des  formes 

8X--t-i,  8X--i-3,  8>t-+-5,  8/- H-  7 

entre  les  limites  i  et  2" —  i .  Donc  la  série  des  puissances 
de  b  donnera  tous  les  nombres  8  A' H- 3  avec  les  nombres 
8A"-f-  I  ;  pareillement,  on  retrouvera  les  nombres  8A-f- 1 
dans  la  série  des  puissances  de  c,  avec  les  nombres  8  A"  -f-  5 . 
Maintenant,  si  l'on  change  les  signes  des  nombres 
8  A' -h  I  et  8  A -H  5  ou  qu'on  prenne  leurs  compléments  au 
module  2",  il  est  évident  qu'on  obtiendra  tous  les  nombres 
8A4- 7  et  8/r-{-3;  on  a  donc  la  proposition  suivante  : 

Tpiéorème.  —  Si  l'on  choisit  un  nombre  quelconque 
de  la  foi  nie  8A -f-  3  ou  8A -4-  5,  qu'on  prenne  les  résidus 
de  ses  2""^  premières  puissajices  par  rapport  au  mo- 
dule 2',  et  qu'on  joigiie  à  ces  résidus  leurs  compléments 
au  module,  on  obtiendra  la  suite  de  tous  les  nombres 
impairs  inférieurs  au  module. 

De  la  congruence  x^  —  1^0     (mod.  2'). 

324.   Considérons  la  congruence 
(l)  .r' — 1^0      (mod.  2"), 
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V  étant  >2.  Chacune  de  ses  racines  a  est  telle  que  l'on  a 

«'  ^  I ,     «2^ -'  ^  j      j  mod.  2' )   : 

l'exposant  auquel  a  appartient  divise  donc  les  nombres  t 
et  2"""^,  ainsi  que  leur  plus  grand  commun  diviseur;  nous 
désignerons  par  2^  ce  plus  grand  commun  diviseur,  et 
alors  a  sera  racine  de  la  congruence 

^ 

(2)  .^2  — 1^0     (mod.  2'); 

réciproquement  la  proposée  admettra  toutes  les  racines 
de  la  congruence  (2).  Il  est  évident  que  celles-ci  ne  sont 
autre  chose  que  les  nombres  qui  appartiennent  à  l'un  des 
exposants 

I  ,       -i,       ^     ,      •    •    •  7       ^     • 

Si  t  est  un  nombre  impair,  on  a  cî  =  o  et  les  con- 
gruences  (i)  et  (2)  n'admettent  pas  d'autre  racine  que  i. 
Supposons  o]>o;  nous  avons  vu  que,  si^uiest^i,  il  y 
a  21*  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  2'^,  et  qu'il 
y  a  3  nombres  appartenant  à  l'exposant  2  ;  le  nombre  des 
racines  de  la  congruence  (2)  est  donc 

I   -4-  3  +  2^  +  2^  _^  .  .  .  -f-  2^ 

OU  2^^^  On  a  ainsi  cette  proposition  : 

Théorème.  —  Si  t  est  un  nombre  pair,  le  nombre  des 
racines  de  la  congruence  x^ — 1^0  (mod.  2")  est  égal 
au  double  du  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  t 
et  2^-2. 

Ces  racines  formeront  deux  périodes;  car  désignons 
parc  un  nombre  appartenant  à  l'exposant  2'~^,  et  posons 

a^c^^~^~'       (mod.  2"), 
il  est  évident,  d'après  les  développements  qui  précèdent, 
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q«e  les  racines  des  congruences  (i)  et  (2)  pourront  être 
représentées  par 


a,  —  a-   —  «' —  a-  . 


De  la  cojigj'iwnce  x^^iy  dans   le  cas  d'un  module 
quelconque, 

325.  La  congruence 

(i)  .r^ — 1^0     (mod.  M), 

dans  le  cas  d'un  module  composé  quelconque,  se  ramène 

facilement  aux  cas  que  nous  venons  de  considérer. 

Soit,  en  efïet, 

M  =zp'q''-p  .  .  . , 

p,  q,  /',...  étant  des  nombres  premiers  inégaux.  Il  est 
évident  que  toute  racine  de  la  congruence  proposée  doit 
satisfaire  à  la  même  congruence 

(2)  .^;^-r^o, 

suivant  chacun  des  modules//,  q'\  j'^,  ....  Réciproque- 
ment, si  <2,  ^,  c,  .  .  .  désignent  des  racines  de  la  précédente 
congruence  suivant  les  modules  respectifs  p\  q'^,  ;'^,  . . . , 
et  que  l'on  détermine  le  nombre  x  de  manière  que  l'on 

ait 

.7-^  a     (mod. /?"'], 

or.^c      (mod.  7-^), 


ce  nombre  x  satisfera  à  la  congruence  (2)  suivant  chacun 
des  modules  p',  </'%  z-^,  .  .  . ,  et,  par  conséquent,  il  satis- 
fera aussi  à  la  même  congruence  prise  suivant  le  mo- 
dule M. 
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D'après  cela,  la  recherche  des  racines  de  la  congruence 
proposée  est  ramenée  à  la  résolution  de  congruences  dont 
le  module  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  et  au 
problème  dont  nous  avons  donné  la  solution  au  n°  290. 

Des  ùidices. 

326.  L'existence  des  racines  primitives,  pour  un  mo- 
dule M  égal  à  une  puissance  d'un  nombre  premier  im- 
pair ou  égal  au  double  d'une  telle  puissance,  entraîne 
des  conséquences  très-importantes  que  nous  devons  pré- 
senter ici. 

Soit  a  l'une  quelconque  des  racines  primitives  ;  les 
puissances  de  a  donneront  tous  les  nombres  premiers  au 
module.  Si  donc  N  désigne  l'un  quelconque  de  ces  nom- 
bres, on  aura,  pour  certaines  valeurs  de  n, 

«»-EsN     (mod.  M). 

Chacun  des  nombres  n  ainsi  déterminés  prend  le  nom 
àHndice  du  nombre  N,  et  la  racine  primitive  a  est  dite 
la  base  des  indices. 

Un  nombre  a  une  infinité  d'indices,  mais  tous  ces  in- 
dices sont  congrus  suivant  le  module  cf  (M)  ;  on  peut  donc 
se  borner  à  considérer  Vûidice  niiniminn  qui  est  l'un  des 
nombres 

O,     I,    2,    ..  .,    ç*(M]  —  I. 

Il  est  évident  que  l'indice  minimum  de  l'unité  est  zéro. 
Si  l'on  a  calculé  les  indices  des  nombres  N  premiers 
à  M,  au  moyen  de  la  base  a,  et  que  l'on  veuille  prendre 
pour  base  une  autre  racine  primitive  a\  on  pourra 
obtenir  facilement  les  indices  qui  se  rapportent  à  cette 
base.  Car  soit  e  l'indice  de  la  nouvelle  base  a',  dans  le 
premier  système  ;  on  aura 

a'^af"     (mod.  M), 
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et  si  n  et  ii'  sont  les  indices  d'un  même  nombre  relatifs 
aux  bases  respectives  a  et  a\  on  aura 

«'«'  =  ««     (mod.  M), 
ou 

an'c^a"     (mod.  M); 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

ne^n     ou     n' ^  -      [mod.  «p  (M)], 


puisque  e  est  premier  avec  9  (M). 

Par  conséquent,  les  nouveaux  indices  s'obtiendront  en 
divisant  les  anciens  par  l'indice  de  la  nouvelle  base  relatif 
au  premier  système. 

327.  Les  propriétés  des  indices  sont  analogues  à  celles 
des  logarithmes;  elles  découlent  toutes  de  la  proposition 
suivante  : 

Théorème.  —  L^indice  d'un  produit  de  plusieurs  fac- 
teujs,  pris  suivant  le  module  M,  est  congru^  suiuajit  le 
module  9  (M),  à  la  somme  des  indices  des  facteurs. 

En  effet,  soient  or,  ê,  y,  .  .  .  les  indices  des  nombres  A, 
B,  C,  .  .  . ,  dans  le  système  dont  la  base  est  a.  On  aura 

««^A,     a^^B,     ûï^C,      ...      (mod.  M), 

et,  en  multipliant  toutes  ces  congruences,  il  vient 

«*-+-^+v+-  ^  ABC ...      (  mod .  M  ) , 

ce  qui  montre  que  l'indice  minimum  du  produit  ABC  ... 
est  le  résidu  de  a  -|-  ê  4-  y  -f- .  .  .  relativement  à  ©  (M). 
On  a  donc 

ind.  (ABC.  .  .)  =  ind.  A  +  ind.  B  +  ind.  C-f-.  .  .    [mod.  ^  (M)]. 

Corollaire  I.  —  L'indice  d' une  puissance  d'un  nom- 
hre,  suivant  le  module  M,  est  congru,  suivant  le  module 
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©(M),  au  produit  du  nombre  par  l'exposant  de   la 
puissance. 

Corollaire  II.  — L'indice  du  quotient  de  deux  nom- 
bres, suiv^ant  le  module  M,  est  congru,  sui\>ant  le  mo- 
dule (^  [M),  à  l'excès  de  l'indice  du  premier  nombre 
sur  l'indice  du  second. 


En  effet,  l'égalité 

A 


entraîne 

ind. 
B 

ou 


B^« 


A 

ind.  - -f- ind.  B^ind.  A     [mod.  ç>  [M)], 


ind.  -^ind.  A — ind.  B     [mod.  <p(M)]. 

On  voit,  d'après  cela,  que  si  l'on  a  deux  Tables  dont 
l'une  donne  les  indices  des  nombres  pour  chaque  module, 
et  dont  l'autre  fasse  connaître  les  nombres  qui  répondent 
à  des  indices  donnés,  on  pourra  résoudre  facilement  les 
congruences  du  premier  degré,  puisqu'on  peut  les  ra- 
mener à  d'autres  dont  les  modules  soient  des  nombres 
premiers  ou  des  puissances  de  nombres  premiers. 

Usage  des  indices  dans  la  résolution  des  congruences 
binômes.     • 

328.  Les  racines  de  la  congruence  binôme 
(i)  .r'^A     (mod.  M) 

peuvent,  si  l'on  veut,  être  représentées  par  la  formule 
(2)  .r^^A     (mod.  M); 

le  module  M  est,  comme  précédemment,  une  puissance 
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d'un  nombre  premier  impair  ou  le  double  d'une  telle 
puissance.  Il  s'agit  de  déterminer  les  nombres  compris 
ainsi  dans  le  symbole  \K  (mod.  M). 

La  congruence  (i)  équivaut,  d'après  ce  qui  précède,  à 
la  suivante  : 

( 3 )  t.  ind.  .r  ^lE  ind.  A     [mod.  9^  (  M  )  ]  ; 

on  est  donc  ramené,  si  l'on  possède  une  Table  des  indices, 
à  la  résolution  d'une  congruence  du  premier  degré. 

Lorsque  t  est  premier  avec  9 (M),  la  congruence  (3) 
donne  pour  ind.  x  une  valeur  unique,  et  par  suite  la 
proposée  (i)  n'a  qu'une  seule  racine.  Mais,  lorsque  t  et 
cp(M)  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  ^  supérieur 
à  I,  la  congruence  (3)  n'est  possible  que  si  ind.  A  est 
divisible  par  J,  et,  dans  ce  cas,  la  congruence  (i)  a  J  ra- 
cines. 

Supposons,  par  exemple,  A  ^=  i  ;  la  proposée  devient 

.r^^i      (mod.//'  ou  2/?'), 

€t  l'on  en  tire 

t.  ind.  .r  ^  o     [mod.  p'~'^  [p  —  1  )]. 

Si  donc  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
nombres  t  etp'~^  [p —  i),  on  aura  ces  valeurs  de  ind.  x  : 

0  0  0 

desquelles  on  conclura  ensuite  les  ô  valeurs  de  x. 

Démonstration  d'un  théorème  de  Lagrange. 

329.  Nous  ne  pourrions,  sans  sortir  des  limites  que 
nous  nous  sommes  fixées,  développer  ici  toutes  les  con- 
séquences de  la  théorie  qui  vient  d'être  exposée.  Mais 
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nous  en  ferons  cependant  deux  applications  dont  la  pre- 
mière a  pour  objet  la  démonstration  d'un  théorème  im- 
portant de  Lagrange.  Cette  démonstration  est  fondée  sur 
le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Si  le  nombre  premier  p  est  supérieur  à  5, 
on  trou\^e  dans  la  suite 

I,  2,   3,  .  ..,   [p—  i]  : 

1°  un  résidu  R  sui^i  d'un  résidu;  a*'  uji  résidu  K'  suii>i 
d'un  non-résidu;  3**  un  non-résidu  N  sui^fi  d'un  non- 
résidu;  4°  un  non-résidu  ^'  sui^^i  d'un  résidu. 

En  effet,  soient  j3  un  non-résidu  ou  de  la  forme  i ,  3,  . . . , 
[p  —  2),  et  y  l'associé  de  |3,  c'est-à-dire  un  non-résidu. 
Je  dis  que  les  successions 

.        (13,  p  +  i)     et     (7,  7-f-i), 

qui  ont  leur  premier  terme  j3  et  -/  non-résidu,  sont  coji- 
juguées.  En  effet,  à  cause  de 

Py^i     (mod. /?), 

si  (3  H- i  est  non-résidu,  y  H- i  ^y -j- jSy  ^  ((3  H- 1)7, 
(mod.  p),  y  -f-  1  sera  le  produit  de  deux  non-résidus  :  il 
est  donc  résidu.  Si  (3  -h  i  est  résidu,  la  précédente  con- 
gruence  exprime  que  y-|-  i  est  non-résidu.  On  a  donc 

(l)  N'=:N. 

Il  y  a  lieu  de  distinguer  le  cas  de  p  =  4<7  -f-  '  ?  ^^  celui 
de  p=z^ff  -i-  3. 

Supposons  p=:  j^q  -i-  i  et  désignons  par  a,  a',  .  .  .  les 
résidus  et  par  b,  Z>',  .  .  .  les  non-résidus.  Dans  le  cas 
que  nous  examinons  et  dont  la  somme  égale  p,  deux 
nombres  sont  résidus  ou  non-résidus;  on  peut  donc  poser 

p  =  a-\-a'  =  b-{-b'. 
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Gela  étant,  chacune  des  successions  entraîne  l'autre 

[a,  b]     et     (Z»',  a']. 

Si  l'on  fait  b  =  a-\-i,  la  précédente  égalité  se  réduit  à 
a!  =  b' -\-  i\  donc 

(2)  R'  =  ]\'. 

En  second  lieu,  comme  il  y  a  — résidus  et  autant 

de  non-résidus  et  que  le  dernier  terme  p  —  i  de  la  suite 
est  résidu,  on  a 


3) 


Ces   dernières  équations,  jointes  aux  équations  (i) 
et  (2),  donnent  ainsi 


(4) 


N  =  N'=:R'  =  '^-7-^, 

4 


4 

Supposons  p=z  ^q  -\-Z.  Alors  deux  nombres  complé- 
mentaires à  p  sont  l'un  résidu,  l'autre  non-résidu.  On 
peut  donc  poser 

pz=a-^  b  :=a'  -\-  b'; 

alors  chacune  des  successions 

[b.b')     et     (a',  a) 

entraîne  l'autre  et  l'on  a,  par  conséquent, 

(5)  R=rN. 

Ensuite  le  dernier  terme  de  la  suite  étant  non-résidu, 
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on  a 


p 

— 

^ 

?- 

p 

— 

3 

(6) 

■    \  2  2 

Ces  dernières  équations  donnent  avec  (i)  et  (5) 

I      ■"='-;-- 

Remauque.  —  Ce  lemme  subsiste  dans  le  cas  de  /?  r^  3  : 
on  aNz=rN'r=:R=:o  et  R'=  i;  il  a  lieu  encore  sip:^::  5  : 
onaNz=N'=:R'=i  et  R=:o. 

Corollaire.  —  Si  C  désigne  un  nombre  quelconque 
non  divisible  par  p,  la  proposition  précédente  subsiste 
quand,  à  la,  suite 

(1)  I,  2,    3,   ...,    (/?  — i), 
on  substitue  la  suivante  : 

(2)  C,  2C,   3C,  ...  (7?  — i)C. 

En  effet,  si  G  est  résidu,  deux  ternies  correspondants 
des  suites  (i)  et  (2)  sont  à  la  fois  résidus  ou  non-rési- 
dus. Au  contraire,  si  G  est  non-résidu,  les  résidus  de  la 
suite  (2)  correspondent  aux  non-résidus  de  la  suite  (i), 
et  inversement. 

330.  Théorème.  —  Si  p  est  un  nombre  premier  supé- 
rieur à  5,  A,  B,  G  trois  entiers  positifs  ou  négatifs  non 
divisibles  par  /?,  on  peut  toujours  trouver  deux  entiers  t 

et  u  inférieurs  a  -?  tels  que 

soit  divisible  par  p. 

S.  —  Alg.  sup.y  II.  7 
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1°  Si  B  et  — C  sont  tous  deux  résidus,  ou  tous  deux 
non-résidus  quadratiques  par  rapport  à  p,  on  peut 
prendre  i  =  o  ;  en  effet,  il  ne  restera  plus  alors  qu'à  sa- 
tisfaire à  la  congruence 

B«--t-C^HO     (mod./?),    ou    B w- -f- (C -1- )^/?)  ss o     (mod./?), 

Xétantun  entier  quelconque.  Si  l'on  détermine  cet  entier 
de  manière  que  l'on  ait 

C  H-  \p 


Il  étant  un  entier,  notre  congruence  deviendra 

u^^^y,      (mod.7:»), 

et  il  sera  possible  d'y  satisfaire,  car,  B  et  —  G  étant  l'un 
et  l'autre  résidus  ou  non  résidus,  fx  est  nécessairement 
résidu. 

Pareillement,  si  A  et  —  G  sont  tous  deux  résidus  ou 
tous  deux  non-résidus,  on  pourra  satisfaire  à  la  condi- 
tion énoncée,  en  prenant  u  =  o,  quel  que  soit  le  nombre 
premier  p, 

2°  Si  /?  est  ^  5,  on  peut  toujours  satisfaire  à  la  con- 
gruence 

Ar2  + Bm--{- Ceeeo     (mod./?), 

en  prenant  pour  t  etu  des  valeurs  positives  inférieures  à 

-•  En  effet,  soient  a  et  ê  deux  nombres  qui  soient  res- 
2 

pectivement  de  même  espèce  que  -f- A  et  — B  ;  je  dis 
que  deux  nombres  sont  de  même  espèce  quand  ils  sont 
l'un  et  l'autre  résidus  ou  non-résidus.  D'après  le  lemme 
qui  précède,  je  puis  choisir  les  nombres  a  et  S  de  ma- 
nière que  l'on  ait 

S  —  a^C     [mod,p]. 
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et  si  l'on  désigne  par  1  et  ^x  des  nombres  entiers  tels  que 


pX  5  -f-  7?  p. 

9 


—  B 

soient  des  entiers,  ces  entiers  seront  nécessairement  ré- 
sidus; on  aura  donc 

—^--^f,        -——^  =  n^      (mod.p), 

OU 

u^At\      êE^— B«2      (mod./>); 

et  comme  ê  —  a  e=  C,  on  aura  aussi 

Af--hBu^-hC^iEEO     (mod.  p), 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  —  D'après  ce  théorème,  la  formule 
f--|-M^-f-i  comprend  des  nombres  divisibles  par  p, 
quand  p  est  ^  5.  Mais  la  même  chose  a  lieu  encore  dans 
le  cas  dep=:  5,  pour  t  =  0,11  =  2;  dans  le  cas  de  p:=3, 
pour  t  =  u=:i^  et  dans  le  cas  de /?=  a,  pouri  =  o, 
u=i.  D'ailleurs  la  formule  t-4-îz^-f-i  est  comprise 
dans  cette  autre  plus  générale,  P-H-Q^-f-  R^-j-S-;  d'où 
il  résulte  que  tout  nombre  premier  divise  une  somme 
de  quatre  carrés  premiers  entre  eux. 

331.  Cette  conclusion  va  nous  conduire  à  une  consé- 
quence importante  qui  se  présentera  comme  corollaire 
de  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Tout  nombre  qui  divise  la  somme  de 
quatre  carrés  premiers  entre  eux  est  lui-même  la  somme 
de  quatre  carrés. 

Supposons  que  p  divise 

A^  -f-  B2  -h  C'-  -h  DS 

7- 
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et  désignons  par  ±  «,  dz  Z>,  dzc,  ±  d  les  résidus  mi- 
nima  des  nombres  A,  B,  G,  D,  de  manière  que  a,  b,  c,  d 

soient  compris  entre  zéro  et-;  alors  p  divisera 

Posons 

(i)  a^-^b^-\-c''-hd^  =  pp'; 

a,  Z>,c,  (i  étant  moindres  que  -■>  on  aura /7/^' <<^  4  (-)  '  ou 

P'<P- 

Si  l'on  avait />':=  i,  p  serait  la  somme  de  quatre  carrés, 
et  le  théorème  serait  démontré;  supposons  donc/;'^  i. 
Gomme  //  divise  a^ -{-  b- -h  c- -{- d- ,  il  divisera  aussi  la 
somme  des  quatre  carrés 

[a  -  «/)M-  (^>  -  ep'Y  -h(c-  yp'Y  -f-  [d~  dV)^ 

et  si  l'on  détermine  a,  6,  y,  d  de  manière  que  chacun 

de  ces  carrés  soit  moindre  que  -^-s  on  pourra  écrire 

(^)  (^a-..p'y--i~{b-ep'y-  +  [c-yp')u-{d-rjp'y-=p'p\ 

avec 

P  <^P' 

Multipliant  ensemble  les  équations  (i)  et  (2),  et  faisant 
usage  de  la  formule  établie  au  n"  245,  il  vient 

(aâ—  by-{-cQ~  du^p"-  4-  [ay  ^  bâ  —  ca.  —  dQ^p'^ 
+  («6—  bu  —  câ-\-dyY-p'- 
-h  [a'-  4-  b'--hc''  -^cr-—[au-\-bS-i-  cy  -i-dâ)pj  z=:pp'^p"- 

divisant  par//-,  et  ayant  égard  à  l'équation  (i),  on  a 
[a§  —  by  -h  ce  —  duY'-i-  [ay  -{-  bâ—cu  —  d^Y 

-^-[ae—bc^-câ-hdyY-h{p—acc—be  —  cy  —  dâY=Pp", 
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OU,  pour  abréger, 

(  3  )  a"'-^  b"-  -\-  c'2  +  d"-  z=  pp". 

Cette  équation  (3)  a  la  même  forme  que  (i),  seule- 
ment p"  est  <Cp'-  Si  l'on  a  //=  i,  l'équation  (3)  montre 
que  p  est  la  somme  de  quatre  carrés,  et  le  théorème  est 
démontré.  Sinon,  en  opérant  sur  l'équation  (3)  comme 
nous  avons  fait  sur  l'équation  (i),  on  obtiendra  une 
nouvelle  équation  de  la  forme 

OÙ  l'on  aura 

/'"'<p"; 

et  l'on  peut  continuer  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on 
obtienne  une  équation  de  la  forme 

ce  qui  arrivera  nécessairement,  puisque  les  nombres 

p\  p",  t'\  ■ . . 

sont  des  entiers  qui  vont  en  décroissant;   d'où  il  suit 
enfin  que  le  nombre  p  est  la  somme  de  quatre  carrés. 

Corollaire.  —  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de 
quatre  ou  cVun  moindre  nombre  de  carrés. 

En  effet,  tout  nombre  premier  (n°  330)  divise  la  somme 
de  quatre  carrés  premiers  entre  eux  ;  il  est  donc  lui-même 
la  somme  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  carrés. 

En  second  lieu,  un  nombre  entier  quelconque  est  le 
produit  de  plusieurs  facteurs  premiers  ;  chacun  de  ces 
facteurs  est  la  somme  de  quatre  carrés  ;  donc  leur  pro- 
duit (n°  245)  est  lui-même  la  somme  de  quatre  carrés. 
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Théorème  de  Le  gendre  sur  la  loi  de  réciprocité  qui 
existe  entre  deux  nombres  premiers. 

332.   La  loi  de  réciprocité  découverte  par  Legendre 
consiste  dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  p  et  q  sont  deux  nombres  premiers 
impairs  quelconques,  on  a 


?)' 


en  sorte  que 

'p 


1)        \F/' 


Pj 


à  moins  que  p  et  q  ne  soient  tous  deux  de  la  forme 
4  A^  -r-  3  ;  on  a  dans  ce  dernier  cas 


\7/  \P 


La  démonstration  que  nous  allons  présenter  est  due 
à  Gauss,  et  elle  a  été  reproduite  par  Legendre  dans  le 
tome  II  de  sa  Jliéorie  des  nombres.  Nous  établirons 
d'abord  le  lemme  suivant  : 

Soient  p  un  nombre  premier  positif  autre  que  i,  et  q 
un  entier  quelconque  non  divisible  par  p  ;  les  produits 

(l)  y,    o.ry,     3y,    :..,     — ^—  Î7 

donneront,  suis^ant  le  module  p,  — restes  différents 

1     j.     .             p  —  I             p  —  I  .  i> 

compris  entre  les  limites et  -f- ^  et  si  t  on 

désigne  par  ^  le  nombre  de  ceux  de  ces  restes  qui  sont 
négatifs,  on  aura 


i* 

r. 
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En  effet,  soient 

(2)  <7i,   «2,  •  •  ••>  ^-k 
les  "k  = \},  restes  positifs,  et 

(3)  —  ^1,  —  ^2  •  •  •■•  —  ^ix 

les  \k  restes  négatifs. 

Il  est  évident  que  l'un  des  restes  ne  peut  être  zéro  ;  de 
plus,  deux  résidus  pris  dans  l'une  des  suites  (2)  ou  (3)  ne 
peuvent  être  égaux  entre  eux  ;  mais  je  dis,  en  outre,  qu'on 
ne  peut  avoir  a„i=  h^-  Effectivement,  soient  a^y,  ^q  les 
multiples  de  q  qui  ont  fourni  les  restes  a^  et  —  hfi\  l'éga- 
lité ajn  =  hn  entraînerait 

«(/E^ — ^q     ou     (a-4-6)<7^o     (mod./?), 

ce  qui  est  impossible,  puisque  q  n'est  pas  divisible  par  p 
et  que  la  somme  a  -h  S  est  inférieure  à  p.  Il  résulte  de 
là  que  la  suite  formée  des  nombres  a  et  b  comprend  les 
mêmes  nombres  que  la  suite 

I,  2,  3,  .  .., 


Les  nombres  de  la  suite  (i)  étant  respectivement  con- 
grus aux  nombres  compris  dans  les  suites  (2)  et  (3),  le 
produit  des  uns  est  congru  au  produit  des  autres,  et 
l'on  a 

,.2.3...^^^!  q~  ^{-iYa,a.,...a-,b,b,..,b^  (mod. /?), 

et  en  divisant  les  deux  membres  respectivement  par  les 
produits 

1.2.3...  î      «1  «2 .  .  . ai  b^b^.  .  .  ^,A, 

qui  sont  égaux  entre  eux,  comme  on  vient  de  le  dire,  on 
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aura 

q  2    ~(— i)i*     (mod./?), 


ou 


«1         (,') = 


==(-!)■', 


ce  qui  est  le  résultat  annoncé. 

Maintenant  il  est  aisé  de  trouver  une  expression  ana- 
lytique du  nombre  ^.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  dési- 
gnerons parE(x)  le  plus  grand  entier  contenu  dans  une 
quantité  quelconque  x,  de  manière  que  la  différence 
X  —  E  (x  )  soit  une  quantité  positive  inférieure  à  i .  Gela 
posé,  soient  aq  et  G</  les  produits  qui  fournissent  les 
restes  a  et  —  b,  on  aura 


p         \p  J     p      p         \p 

ou,  en  multipliant  par  2, 

1  —  2E  r-^       -1 ,        i  =:  2E      -^      -1-  IH-  ' 

p  \p  I      p       p  \p  !  p 

Gomme  ia  el  ih  sont  inférieurs  à  /?,  on  voit  que 


■"■(■/)  ••  -(?) 


-f-i 


sont  respectivement  les  plus  grands  entiers  contenus 

I  1(/.q         1^0  , 

dans  — -  et  —^-^  on  a  donc 


P  P 


"(7^)--(y)=- 


Donnons  à  a  et  à  û  toutes  les  valeurs  dont  ces  nombres 
sont  susceptibles  ;  les  formules  précédentes  fourniront 
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l-hyi.  équations  distinctes,  et,  en  ajoutant  toutes  ces 
équations,  il  viendra 

— G')— (f)---"("^?)- 

Mais,  comme  on  n'a  besoin  de  la  valeur  de  ^x  que  pour 
savoir  si  elle  est  paire  ou  impaire,  on  peut,  dans  cette 
formule,  supprimer  tous  les  termes  de  la  seconde  ligne, 
lesquels  sont  des  nombres  pairs,  et  nous  écrirons  sim- 
plement 

(5)    {         V/W      V/'/        •  (^„j_,). 


Si  l'on  pose 

P 


=  -(y)-'' 


on  aura,  en  retranchant  de  q  chaque  membre  de  cette 
formule. 


(p—n]q 


^(^-i)-E 


j).,.-„, 


P 
d'où  il  résulte  que  l'on  a,  quel  que  soit  n, 


[^Y 


il-E'"''^' 


'~^J!' 


en  ajoutant  au  second  membre  le  nombre  pair  2E  f  —  j 
on  obtient  cette  congruence 

(6)       E[L'i^^]^(,-.)+E(^)      (n>ocl..). 
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Posons  /?  =r=  4i  ±  I,  et  donnons  à  n  les  valeurs  i,  3, 
5,  .  . .,  {ii  —  i),  la  congruence  (  5  )  deviendra,  en  faisant 
usage  des  résultats  ainsi  obtenus, 

Cette  formule  (7)  a  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  ^, 
pourvu  qu'il  ne  soit  pas  divisible  par  /?,  et  cette  remarque 
nous  sera  utile  plus  loin;  si  q  est  impair,  q — 1  est  un 
nombre  pair  et  la  formule  (7)  se  réduit  à 


E''' 


^1) 


cette  valeur  de  [i  peut  être  mise,  comme  on  va  le  voir, 
sous  une  autre  forme.  Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va 
suivre,  q  <^p\  alors  le  premier  terme  du  second  membre 

de  la  formule  (8)  est  zéro,  et  le  dernier  terme  est^ , 

car  on  a 

1         p  Q.  Q.p 

Gela  posé,  soit  n  un  entier  donné  égal  ou  inférieur  à 

9  et  désignons  par  m  le  nombre  des  termes  de  la 

précédente  valeur  de /ut  qui  sont  inférieurs  kn.  Le  nombre 

m  -f- 1    étant    mterieur   a  /?,    1  expression —  ne 

pourra  jamais  se  réduire  à  un  entier,  et  l'on  aura,  en 
conséquence. 
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d'où 

—  </2,      ^ —  ^n, 

P  P 


ou 


^  ^p  ^ 

m<^  —  <^  772  H-  I  ; 
'7 


ces  inégalités  expriment  que  in  est  le  plus  grand  entier 


contenu  dans  — ^  on  a  donc 


"='-(ï)- 

Pareillement  le  second  membre  de  la  formule  (8)  con- 
tiendra E     ^- ^    termes  inférieurs  à  «  4-  i ,  si  «  -h  i 

n  est  pas  supérieur  a >   c  est-a-dire  si  i  on  a 

Dans  cette  hypothèse,  notre  expression  de  [l  contiendra 
d'après  cela 

(9)  E[(iL±ll^]-E("f) 

termes  égaux  à  n.  En  outre,  le  nombre  total  des  termes 

de  l'expression  de  ^  est ?  et,  comme  le  nombre  de 

.    p,  .           ,  <7  —  I         T-  /<7  —  ^    p\      -1 
ceux  qui  sont  intérieurs  a est  J^  I 1  ?    il  y 

aura,  dans  ii, 


,7—1 
termes  esraux  a 


Si  l'on  multiplie  l'expression  (9)  par  n,  qu'on  rem- 
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place  ensuite  n  par  chacune  des  valeurs 

■  ,2.3....,      f^i=i->). 


{^^ 


qu'on  ajoute  enfin  tous  les  résultats  avec  le  produit  de 
l'expression  (lo)  par  ~ >  il  est  évident  qu'on  repro- 
duira la  valeur  de  u..  On  a  donc 


■-[-(T)-(f)] 


(mod.  2), 
^7  —  3  r      /^  —  I   /?\  fq 


2 


I   I 


OU,  en  réduisant 

La  formule  (8)  s'applique  à  un  nombre  premier  im- 
pair p  et  à.  un  nombre  impair  quelconque  g  ;  si  donc  on 
suppose  q  premier  et  que  l'on  fasse 

le  nombre  v  sera  donné  par  la  formule  (8)  en  permutant, 
dans  celle-ci,  les  lettres/?  et  q;  on  aura  ainsi 


(,3)        VH.E(^ 


©-■■•-^-^(^i)'™""-- 
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La  comparaison  des  formules  (ii)  et  (i3)  donne 

p  —  \   a  —  \ 
a  +  V  ^^  — mod.  1   ; 

d'ailleurs  on  a,  par  les  formules  (4)  et  (12), 

©='- (f)^ 

donc 

ce  qui  est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Remarque.  —  Il  faut  remarquer  que  le  nombre  —  i 
est  résidu  de  tous  les  nombres  premiers  4^4-1,  et  qu'il 
est  non-résidu  des  nombres  premiers  4^  -H  3. 

On  a  effectivement,  par  la  définition  du  n'^  311, 


(?) 


/-t 


cette  égalité  est  d'ailleurs  comprise  dans  notre  for- 
mule (8);  car,  si  </  ^= —  1,  chacun  des  termes  du  second 
membre  de  cette  formule  se  réduit  à  —  i,  et  l'on  a 


-      ^-'  -  /'-i    (mod..). 


2  2 

On  conclut  de  là  que  la  congruence 

,r^  -f- 1  ^E  G     (  mod.  p  ) 

est  possible  ou  impossible  suivant  quep  a  la  forme  4  ^  -f-  i 
ou  la  forme  4  i  -H  3 .  Si  le  premier  cas  a  lieu,  le  nombre  p 
divise  la  somme  de  deux  carrés,  et  il  est,  par  suite,  la 
somme  de  deux  carrés,  résultat  auquel  nous  a  déjà  con- 
duit le  théorème  de  Wilson. 
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333.  La  formule  (7)  du  numéro  précédent  exige  seu- 
lement, comme  nous  l'avons  déjà  dit,  que  q  ne  soit  pas 
divisible  par  p.  Si  l'on  y  suppose  q  =^2.,  les  expressions 

E  [  -  ) ,  ...  qui  y  figurent  se  réduiront  toutes  à  zéro  ;  on 

aura  donc 

P^/e^ — 'y^—      (mod.  2); 

d'ailleurs,  ^^         est  un  nombre  impair,  et  l'on  peut  écrire 

(;,-f-i)(^-i 


fA  = 


mod.  2). 


8 

Si,  en  second  lieu,  on  pose  q  = — 2,  les   expressions 
E(^j5E(^h  -.-delà  formule  (7)  se  réduiront  toutes 


à— 1, 

,  et 

l'on 

aura 

P  — 

'__(/' 

+'){p 

8 

I 

F-  — 

2 

ou 

-b- 

-!)(/>- 

■3] 

— (mod.  2), 


^ ,mod.  2). 

'  o 

D'après  cela  on  a,  pour  tout  nombre  premier  impair/?. 


(.)=,_„-^,  (=.) 


formules  qui  expriment  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  nombre  -+-  2  est  résidu  quadratique 
de  tout  nombre  premier  de  Vune  des  formes  8  A -f- 1  ? 
8/l  H-  7  ;  iZ  est  non-résidu  de  tout  nombre  premier  de 
Vune  des  formées  8/r-f-3,  S/c-f-D. 

Le  nombre  —  2  est  résidu  quadratique  de  tout 
nombre  premier  de  Vune  des  formes  S/cH-i,  8Â:-f-3; 
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il  est  non-résidu  de  tout  nombre  premier  de  l'une  des 
formes  8k  4-5,  Sk  -h  y. 

33â/.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  présenter  ici  quelques- 
unes  des  applications  du  théorème  de  Legendre. 
On  a,  relativement  aux  nombres  premiers  3  etp==3wii:  i , 

©-(-p  (i)-.-'-(ï)^ 

d^ailleurs,  relativement  au  module  3,-}-i  est  résidu  et  —  i 
non-résidu;  si  donc  on  distingue  les  nombres  premiers 
en  quatre  classes,  savoir  : 

1  2  Â-  +  I ,        I  2  /•  H-  5,        I  2  /  -i-  7  ,        12/4-11, 

on  aura  cette  proposition  : 

Le  nombre  4-  3  est  résidu  quadratique  de  tous  les 
nombres  premiers  11k  ~\-  i ,  et  11k  -r-  ^i ,  et  il  est  non- 
résidu  de  tous  les  nombres  premiers  i2/r4-5,  12  A"  4-7. 

Et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n°  311,  on  peut  ajouter  : 

Le  nombre  —  3  est  résidu  quadratique  de  tous  les 
nombres  premiers  i2/:4-  i,  11k -^  j,  et  il  est  non-ré- 
sidu de  tous  les  nombres  premiers  i2/r4-5,  12^:4-11. 

Ces  deux  propositions  ont  été  démontrées  pour  la 
première  fois,  par  Euler,  dans  le  tome  VIII  àes  Nouveaux 
Commentaires  de  Saint-Pétersbourg. 

Relativement  aux  nombres  premiers  5  et  p,  on  a 

suivant  que  p  est  de  la  forme  5/2  ±  i  ou  de  la  forme 


mais  on  a 
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5/2  ±  2  ;  si  donc  on  distingue  les  nombres  premiers  dans 
les  huit  classes 

20^-i-I,  20/Î-   -1-3,  20/  +7,  20/^-9, 

20/4-11,        20/-:-  l3,       20 /-h  17,       20/-I-19, 

suivant  le  reste  que  donne  leur  division  par  20,  on  aura 
cette  proposition  : 

Le  nombre  -h  5  est  résidu  quadratique  de  tous  les 
nombres  premiers  de  l'une  des  formes  20A -f- 1 ,  20  Am-  9, 
20k  -i-  II,  2o/r4-i9j  Gt  il  est  non-résidu  de  tous  les 
nombres  premier  s  de  l'une  des  formes  20  A  H-  3 ,  20  A -f-  7, 
2oA-f-  i3,  20A-4-  17. 

Et,  conséquemment  : 

Le  nombre  —  5  est  résida  quadratique  de  tous  les 
nombres  premiers  de  l'une  des  formes  20  A -h  i ,  20  A  H-3, 
20A M- 7,  2oA-h9,  ^^  ^^  ^^^  non-résidu  des  nombres 
premiers  de  l'une  des  formes  2oA-f-ii,  2oA>-|-i3, 
2oAh-  17,  2oA-i-  19. 

De  la  congruence  x- — N^o  [m.oà.  p),  p  étant 
un  Jiombre  premier. 

335.  Le  théorème  de  Legendre  fournit  le  moyen  de 
reconnaître,  par  un  calcul  facile,  si  la  congruence 

,^2  —  N^:;o     [moà.p] 

est  soluble  ou  non  ;  car  la  condition  de  résolubilité  est 
exprimée  par  l'égalité 


(?) 


H-i. 


Tout  revient  donc  à  déterminer  le  signe  du  symbole  (  —  )  • 
Le  nombre  N  peut  toujours  être  rabaissé  au-dessous  de  p  ; 


SECTION    m.  CHAPITRE    II.  II 3 

en  outre,  si  l'on  a 

'^  z^a^'b^c'!,   .  .  ., 

a,  b,  c,  ...  étant  des  facteurs  premiers  inégaux,  on  aura 
mais  on  a  évidemment 


a' 
P 
si  a  est  pair,  et 


(f 


si  «  est  impair;  la  détermination  de  f-  j   est   donc  ra- 
menée à  celle  des  symboles  plus  simples 


3-  e, 


«  et  ^  étant  ceux  des  facteurs  premiers  de  N  qui  figurent 
dans  ce  nombre  avec  des  exposants  impairs. 

Considérons  l'un  de  ces  symboles,  (  —  ]  par  exemple. 

Sa  valeur  sera  immédiatement  connue  (n°333),  si  a=2. 

Dans  le  cas  contraire,  la  recherche  de  I- j  est  ramenée, 

par  le  théorème  de  Legendre,  à  celle  de  (  —  )  •  On  opérera 

alors,  à  l'égard  de  [  —  ]■>  comme  nous  venons  de  le  faire 

relativement  à  (  —  U  et,  en  continuant  ainsi,  on  tombera 

nécessairement  sur  des   symboles    dont  la   valeur  sera 
connue. 

S.  —  Jl^.  Slip.y   II.  8 
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Exemple.  —  Soit  la  congruence 

.x^-f  1459^0      (mod.  22366891), 

qui  est  l'vine  de  celles  que  Legendre  a  considérées  dans 
sa  Théorie  des  nombres. 

Le  module  est  ici  un  nombre  premier  4^4-3,  et  14^9 
est  lui-même  un  nombre  premier  de  cette  forme;  on  a 
donc 

N\  _  /    -1459  \  _    _  /      1459     \  _  / 22366891  \ 

~j?)  "  \22366891  y  "^    V22366891  j  "  V    »459   y  * 

Le  reste  de  la  division  de  22366891  par  1409  est  421; 
donc 

421  est  un  nombre  premier  4^M-i;  par  conséquent, 


H-ëhm-^'^y-'- 


puisque  4x49  est  un  carré. 

La  congruence  proposée  admet  donc  deux  racines. 

336.  La  congruence 

.7-2 — Nr^o     (mod./?) 

ayant  été  reconnue  possible,  supposons  qu'on  veuille  la 
résoudre.  Nous  distinguerons  deux  cas    suivant  que  le 
module  p  est  de  la  forme  ^k  ~\-?>  ou  de  la  forme 4^  + 1  • 
Supposons  d'abord 

/?  —4/  -h  3, 
la  congruence  proposée  étant  possible,  on  a 

/izi 
"N"  —1^0     ou     N2/.-M — 1^0     (mod. /^), 
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et,  en  multipliant  par  N, 

N2A+2_]>ï  =  o     (mod./?), 

d'où  il  suit  que  les  racines  de  notre  congruence  sont 

Soit  actuellement  le  cas  où  p  est  de  la  forme  4^  4-  i  ; 
les  nombres  4^-f- 1  comprennent  les  deux  formes  8  A -H  i , 
8 A" -h  5,  que  nous  allons  considérer  l'une  après  l'autre. 

Supposons 

la  congruence  proposée  étant  possible,  on  a 

j^-u+2_i^Q     (mod./>), 
ou 

on  a  donc 

ou 

]N2A-+i-f-T^o     (mod./?). 

Si  c'est  le  premier  cas  qui  a  lieu,  on  aura 

]S2A+2_]VT^o     (mod./^), 

et  les  racines  de  la  proposée  seront  en  conséquence 

^=zhN^^+i     (mod.p). 
Si  au  contraire  le  deuxième  cas  se  présente,  posons 
Q^-^k+i     (mod.p),      d'où      e-2=N2'^+2  =  _N     (mod.p), 
la  congruence  proposée  deviendra 

,^2_|_g2^o     (mod./?). 

Or  le  nombre  p,  qui  est  de  la  forme  4  A  4- 1 ,  est  la  somme 
de  deux  carrés  premiers  entre  eux.  On  peut  donc  poser 

p  =  o,^-i~^\ 
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d'où,  t  et  II  étant  des  indéterminées, 

(«2_^g2)(^2_|_  „2)—  ^^^t -h  S iiY'-h  [v.u  —  StY  =  0  (mod.7^). 

On  peut  déterminer  t  et  u  par  la  condition 

et  il  est  évident  que  la  congruence  proposée  sera  vérifiée 

en  posant 

.r^zt(«Z+êw)      (mod./>). 

Ilnousrest  cas  où/?  a  la  forme  8/r-f-i. 

Alors  il  n'est  pa^  ,  en  général,  de  résoudre  la 

congruence  proposée^  tâtonnements,  et  l'on  est  obligé 
de  calculer  les  termes  de  la  suite 

7?  +  N,     279  H-  N,     3/?  +  N     , .  .  . , 

jusqu'à  ce  qu'on  en  trouve  un  qui  soit  un  carré  parfait. 
Gela  ne  peut  manquer  d'arriver  lorsque  la  congruence 
proposée  est  possible,  et,  comme  le  carré  que  l'on  cherche 

est  moindre  que  y /?2^  le  nombre  des  termes  à  calculer, 
4 

dans  la  suite  précédente,  ne  pourra  jamais  excéder  j/?« 

Il  peut  arriver  cependant,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
que  l'on  puisse  trouver  directement  les  racines  deman- 
dées. Soit,  en  effet,  2'*  la  plus  haute  puissance^ de  2  con- 
tenue dans  p  —  I  et  posons 

p  =r  2i*a  4-  I, 

<x  étant  un  nombre  impair  et  ^x  étant  au  moins  égal  à  3- 
La  congruence  proposée  étant  possible,  on  a 

p^ni-ia^j      (mod.p), 

et  il  se  peut  que  l'on  ait  aussi 

N«^±i      [mod.p). 
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Admettant  cette  hypothèse,  on  aura 

N<^+'=zbN     (mod.7^), 

et,  comme  a  est  impair,  on  pourra  procéder  exactement 
comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  de  p  =  Sk  ~{-  5. 

Exemple.  —  Reprenons,    avec    Legendre,    la    con- 

gruence 

jr^-f-1459^0     (mod.  22366891). 

Nous  avons  vu  que  cette  congruence  a  deux  racines.  Ici 
l'on  a 

p=r4/^4-  3 

et 

A-  -4-  I  =  5591723. 

On  trouve  que 

.xz=::±i  1459^*'*"^  =zlz  75297 74  i 
c'est  ce  que  montre  l'égalité 

(7529774)--}-  1459  =:  22366891  X  2534885. 

De  la  congruence  x-  —  N^o,  dans  le  cas  cVun  module 
quelconque. 

337.  Supposons  d'abord  que  le  module  soit  une  puis- 
sance/?'  d'un  nombre  premier  impair/?;  la  congruence 
proposée  sera 

(i)  .^2— N^o     [moà.p'). 

Commençons  par  résoudre  cette  congruence,  suivant 
le  module  p,  d'après  la  méthode  du  n°  336  ;  si  l'on  dé- 
signe par  zh  H  les  racines,  on  aura 

(2)  Ç2_]y  =  o     (mod./;) 

et,  par  suite, 

(r— N)'^=o     (mod./>^). 
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Or,  en  développant  la  puissance  (^4-  y/N)',  on  trouve  un 
résultat  de  la  forme 

(3)  (H-v/Ny  =  «-f-gv/N, 
a  et  S  étant  des  entiers,  et  il  en  résulte 

(4)  (ç--^/Ny=a-ev/N, 

par  suite 

(5)  «'^-Nê2n=(f  —  N)^=o     (mod.7^^). 
La  formule  (3)  ou  (4)  donne  aussi 

..  vfv-I 


.2 


^■^-^N-}-..  ., 


I  I  .2.5 


ou,  à  cause  de  la  formule  (2), 

a^g'^     1+  -    ""  ~~^  '  +.  .  .  ^2^-1  g'      (mod./?), 

e^l--.  [1  +  ±ziiL(.p^  +...]^,-.|.-.    (mod./,), 

ce  qui  montre  que  p  ne  peut  diviser  aucun  des  nombres 
a  et  ê.  Alors  on  pourra  trouver  deux  entiers  t  et  u,  tels 
que  l'on  ait 

(6)  a  =  Si  -r/?"/^, 

et  en  substituant  cette  valeur  de  a  dans  la  formule  (5), 

il  viendra 

62(^2  _N)=o     (mocl.  jo^), 

ou 

(7)  t^  —  -N  =  o     [mod.p'), 

d'où  il  suit  qu'on  aura  les  deux  racines  de  la  congruence 
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proposée  en  prenant 

Remarque.  — Lorsque  le  nombre  N  est  un  multiple 
de/7,cas  que  nous  avons  exclu,  la  congruence  proposée 
exige  que  a:  soit  divisible  par/?.  Soit  N  =  /7-''N',  n  étant 
le  degré  de  la  plus  haute  puissance  de  p-  qui  divise  N;  la 
congruence  proposée  ne  pourra  être  satisfaite  que  si  x  est 
divisible  par/?^.  Posant  donc  x=^p^z,  elle  se  réduit  à 

z2_N'^o     (mod.7?-'-2"), 

et  celle-ci  sera  impossible  ou  n'aura  que  la  racine  z^:=^o, 
si  N'  contient  encore  le  facteur  p, 

338.   Considérons  maintenant  la  congruence 

.r-  —  N  ^EE  G     (  mod .  2'  ) . 

Soit  2-"  la  plus  haute  puissance  de  2-  qui  divise  N,  il  est 
évident  que  x  doit  avoir  le  diviseur  2"  ;  posant  donc 

N  =  2-"N',     .T=zi^z^ 

notre  congruence  deviendra 

z-  —  N'  E^  G      (  mod .  1''--'^  ) . 

D'après  cela  on  peut  supposer  queN  soitimpair  ou  double 
d'un  impair.  Si  N  est  double  d'un  impair,  il  est  évident 
que  la  proposée  n'est  résoluble  que  dans  le  seul  cas  de 
V  =^  I,  et  l'on  peut  faire  abstraction  de  ce  cas. 

Soit  donc  N  impair;  si  v  =:  2,  la  congruence  proposée 
se  réduit  à 

.r^  —  i^G     ou  à     a;^H-i^G     (mod.  4); 

la  première  est  seule  possible  et  n'a  que  les  racines  ±  i. 
Lorsque  v  est^  2,  la  congruence  proposée  n'est  possible 
que  siN  est  de  la  forme  8A-f-i,  et  l'on  obtient  facilement 
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une  solution  par  des  substitutions  successives.  Il  faut 
remarquer  qu'une  solution  particulière  conduit  à  la  so- 
lution générale.  Car  soit  Xq  une  racine  de  la  proposée, 
celle-ci  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(a:  — .ro)    (  .r -+- .rp  )  ^ee  o      (mod.  '2"'); 

d'où 

•r  ih  .ro  r=r  2  /,      .r  =p  .t^  =  2.'-^  u , 

t  et  u  étant  deux  indéterminées.  On  tire  de  là 

t  —  2^-2  M  zb  .ro  ; 

U  est  arbitraire  et  les  racines  demandées  sont  données 
par  la  formule 

.r  rizH -H  .7*0  -h  1''-^  u      (  mod .  1"'). 

Exemple.  —  Soit  la  congruence 

.r^-h  i5^^o     (mod.  2^°), 

la  valeur  x  =  i  satisfait  à  la  congruence  prise  suivant 
le  module  2'*  ;  on  posera  donc 

.X  —  I  -h  8.^1, 

et,  en  substituant,  il  viendra 

I  +  .rj -f- 4-^î  =:  o     (mod.  2^). 

On  voit  que  i-{-  Xt  doit  être  divisible  par  4?  et  l'on  fera 
en  conséquence 

.ri  =:  —  I  -4-  4-^2. 

ce  qui  donnera 

T  —  yxj-f- i6.r^^o     (mod.  2*), 

ou 

1 — 7x2^0     (mod.  2^); 

cette  dernière  congruence  est  du  premier  degré  et  elle 
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a  la  racine  7  ;  on  fera  donc 


et  l'on  en  conclura  Xi  =  27,  x  =  217.  Les  racines  de  la 
proposée  seront  ensuite  données  par  la  formule 

,X  z=:-Jz.2î']  -+-  5X2  M, 

qui  comprend  les  quatre  nombres 

217,     295,     729,     807. 

339.  Le  cas  général  de  la  congruence 

.r2_NE^o     (mod.  M), 

suivant  un  module  composé  quelconque,  se  ramène  aux 
cas  précédents  par  un  raisonnement  déjà  employé;  car  il 
est  évident  que  tout  nombre  qui  satisfait  à  la  précé- 
dente congruence  suivant  le  module 

p,  q,  r,  ...  étant  des  nombres  premiers  inégaux,  satisfera 
à  la  même  congruence  suivant  les  modules  p",  q^,  r^,  — 
Ensuite  si  «,  b,  c,  ...  désignent  des  racines  de  ces  con- 
gruences  respectives,  on  aura  l'une  des  solutions  deman- 
dées, comme  nous  l'avons  dit  au  n°  325,  à  l'occasion 
d'un  cas  semblable,  en  déterminant  le  nombre  x  de 
manière  que  l'on  ait 

.rE^«  (mod.p''),  .T.^h  (mod.  çi*),  x^nc  (mod.r^),  ..., 
problème  que  nous  savons  résoudre. 


122  COUUS  D  ALGÈBRE  SUPÉRIEURE. 


CHAPITRE  III. 

PROPRIÉTÉS   DES   FONCTIONS   ENTIÈRES   D'UNE  VARIABLE, 
RELATIVEMENT  A  UN  MODULE   PREMIER. 


Des  fondions  entières  irréductibles,  suivant  un  module 
premier. 

340.  Je  me  propose  de  présenter  ici  avec  des  dévelop- 
pements entièrement  nouveaux  une  théorie  importante 
que  j'ai  déjà  exposée  dans  la  précédente  édition  de  cet 
Ouvrage,  en  me  plaçant  à  un  point  de  vue  un  peu  diffé- 
rent. Cette  théorie  se  rapporte  exclusivement  aux  modules 
premiers  ;  elle  a  été  l'objet  d'un  Mémoire  présenté  par 
moi  à  l'Académie  des  Sciences,  le  4  décembre  i865. 

Soient/?  un  nombre  premier,  ^[x)  et  F(x)  deux  fonc- 
tions entières  de  ^  à  coefficients  entiers  ;  si  l'on  peut  trou- 
ver deux  fonctions  entières t{'(x),  x{-^)  ^  coefficients  en- 
tiers et  qui  soient  telles  que  l'on  ait  identiquement 

y(.r)^(x)=:F(.r)+7?7^(.r), 

et,  par  suite, 

^(x)  ij/(.rr)  ^F(.r)       [moà. p], 

nous  dirons  que  la  fonction  F(x)  est  divisible  par  <^[x) 
suivant  le  module  p,  ou  qu'elle  est  égale,  suivant  le  mo- 
dule p,  au  produit  des  fonctions  çf(x),  '^{x). 

Supposons  qu'une  fonction  entière  '^[x)  soit  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de^  ;  si  tous  les 
coefficients  sont  divisibles  par  /?,  la  fonction  sera  nulle 
suivant  le  module/?;  dans  le  cas  contraire,  soit«  le  pre- 
mier des  coefficients  qui  ne  sont  pas  nuls  suivant  le  mo- 
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dule  p,  on  pourra  trouver  un  entier  a,  tel  que 
rta^i      (mod./?), 

et  par  conséquent  le  produit  aa^^x)  pourra  se  mettre 

sous  la  forme 

«  çp(x)  =  F(^) -t-/7  X^^),     ■ 

F(x)  désignant  une  fonction  entière  dans  laquelle  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  est  l'unité  ;  on 
peut  évidemment  supposer  que  tous  les  autres  coeffi- 
cients soient  rabaissés  au-dessous  de  p. 

Une  fonction  entière  ¥  [x)  à  coefficients  entiers  sera 
dite  ij'véductible  suwant  le  module  premier  p ,  si  elle  n'est 
divisible,  suivant  ce  module,  par  aucune  fonction  entière 
d'un  degré  inférieur  au  sien  et  si,  en  outre,  le  coeffi- 
cient de  la  plus  haute  puissance  de  x  est  égal  à  Funité. 

341.  Théoriime  I.  — Si  les  deux  fonctions  ^{x)  et 
^{x)  n  admettent  aucun  diviseur  commun,  suii^ant  le 
module  premier  p,  on  pourra  tromper  deux  fonctions 
entières  U  et  V,  telles  que  l'on  ait  identiquement 

U'^(.r)— V.p(^)  =  i      [moà.p]. 

En  effet,  désignons  par  a  etb  les  coefficients  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  ^{jo)  et  dans  ^{x)y  on 
pourra  poser 

(^{.v)^aA,     '^[x)^b'B     [mod.p), 

A  et  B  étant  des  fonctions  entières  dans  lesquelles  la 
plus  haute  puissance  de  x  a  pour  coefficient  l'unité. 

Gela  posé,  exécutons  sur  les  polynômes  A  et  B  l'opéra- 
tion par  laquelle  on  détermine  le  plus  grand  commun 
diviseur,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  p  et  en 
ayant  soin  d'ajouter  à  chaque  reste  un  polynôme  de  la 
forme  pl[x),  choisi  de  manière  qu'après  cette  addition 
le  reste  en  question  soit  divisible  par  le  coefficient  du 
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terme  le  plus  élevé;  en  outre,  avant  de  prendre  ce  reste 
pour  diviseur,  nous  supprimerons  le  facteur  commun  à 
tous  ses  termes.  Comme  nous  admettons  que  les  poly- 
nômes A  et  B  n'ont  point  de  diviseur  commun,  suivant  le 
module  p,  on  arrivera  nécessairement  à  un  reste  numé- 
rique Va  qui  ne  sera  pas  nul  suivant  le  module  p.  Et  si 
l'on  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  le  degré  de  B  ne 
soit  pas  inférieur  à  celui  de  A,  on  aura  cette  suite  d'éga- 
lités ou  de  congruences  : 

A=B  Qi  -f-TiRi 
B  =  RiQ2  +r2R2 
Ri  =  R2Q3  4-r3R3  }  (mod./?). 


R„_2  =  R„_i  Çln  -+-  '  « 

r^,  7'2,  ...,  J\i  sont  des  entiers  qui  ne  sont  pas  nuls  sui- 
vant le  module  /?;  etR^  R2,  .  .  . ,  Qi,  Q2?  •  •  •  sont  des 
fonctions  entières  de  x  dans  lesquelles  la  plus  haute 
puissance  de  x  a  pour  coefficient  l'unité.  De  ces  rela- 
tions on  tire 


r,R,=A  -Q,B 
r./VRs^lrj-l-Q.QojB-QsA 

ri/2r3R3^(r2-HQ2Q3)A-[r2Q,+  (/'i  +  Q,Q2)Q3]B 


(mod./?). 


et  la  dernière  de  ces  relations  aura  évidemment  la  forme 

/■j  r,  .../-„  !E^  MA  —  NB     (mod./?), 

M  etN  étant  des  fonctions  entières.  Soit  a  le  nombre  par 
lequel  il  faut  multiplier  le  produit  abr'i  j\...  Vn  pour  ob- 
tenir un  résultat  congru  à  i  suivant  le  module  p  ;  si  l'on 
multiplie  la  congruence  précédente  par  ahcn  et  qu'on 
écrive  U  au  lieu  de  ^aM,  V  au  lieu  de  aaN,  on  aura 

i^U  î>(^)  —  V-^(.r)      (mod./?), 
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OU 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

342.  Théorème  IL  —  Si  la  fonction  entière  F(x), 
in^éductible  suiv^ant  le  module  premiej^  p,  di\^ise, 
suivant  ce  module,  le  produit  ^  (x)  ^  (x)  des  fonctions 
entières  (^[x)  et  ^{x),  elle  dii^isera  l'un  au  moins  des 
deux  facteurs. 

En  effet,  si  la  fonction  ^  [x)  n'est  pas  divisible  suivant 
le  module/:? par  la  fonction  F(x),  comme  celle-ci  est  irré- 
ductible, elle  n'admet  aucun  des  diviseurs  que^|^(x)  peut 
avoir.  On  pourra  donc  trouver  trois  fonctions  en- 
tières P,  U  et  V,  telles  que  l'on  ait 

1  +pP=:UF(.r)  — V-^(.r); 

on  a  d'ailleurs,  par  hypothèse, 

?(-^)-M-^)-F(.r)/(.r)z::=p;.(.r), 

fipc)  et;((x)  désignant  des  fonctions  entières,  et  il  vient, 
en  multipliant  les  deux  égalités  précédentes  l'une  par 
l'autre, 

OU 

Le  polynôme  F  [x)  divise  donc  algébriquement  le  pre- 
mier membre  de  l'égalité  précédente.  Or,  par  notre  hy- 
pothèse, ce  polynôme  ne  divise  point  ^j;(x),  et  il  n'a  en 
conséquence  aucun  facteur  commun  avec  ^(oc),  puisqu'il 
est  irréductible  ;  donc  il  divise  la  fonction 
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et  l'on  a 

?(^)  =  r(-^)/i{-^)+px(-^), 

ou 

^{a:)=V{x)fi[j:)      (mod./?), 

fi{x)  étant  une  fonction  entière. 

Corollaire. — Si  la  fonction  entière  F(x),  irréduc- 
tible suivant  le  module  premier  p,  ne  dii^ise  suivant  ce 
module  aucune  des  fonctions  9<  (x),  cp2(«^)5  •••?  ^ot(-^)^ 
elle  ne  peut  diviser  la  fonction 

congrue  par  rapport  àp  au  produit  des  fonctions  (^  ^ , 

Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théo- 
rème qu'on  vient  d'établir. 

Remarques  sur  la  décomposition  d' une  fonction  entière 
en  facteurs  irréductibles. 

343.  Si  une  fonction  entière  9(^),  non  congrue  à  zéro 
suivant  le  module  p,  n'est  pas  irréductible,  elle  sera  dé- 
composable  en  facteurs  ijTéductibles;  en  d'autres  termes, 
on  aura 

F(.r)F,(.r)F2(.r)...F,,_i(a.):-:=a^(.r)+px(.r), 

F(x),  F^(:c),  ...  étant  des  polynômes  à  coefficients  en- 
tiers, irréductibles  suivant  le  module  /?,  x{oc)  une  fonc- 
tion entière  et  a  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier 
(^[oc)  pour  réduire  à  l'unité  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  x. 

Il  résulte  du  corollaire  du  théorème  précédent  que  la 
fonction  a  (p(x)  n'est  décomposable  suivant  le  module  p 
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qu'en  un  seul  système  de  facteurs  irréductibles  ;  car  sup- 
posons que  l'on  ait 

//i/2...==FF,F,...  +  p7j.r), 

lesfacteursF  et^étant  supposés  irréductibles.  Le  facteur 
irréductible  F  divise  suivantle  module  p  l'un  des  facteurs 
du  premier  membre,  ypar  exemple,  d'après  le  corollaire 
cité,  et  en  conséquence  il  est  congru  à  ce  facteur,  puisque 
celui-ci  est  lui-même  irréductible.  Remplaçant  donc  y* 
par  FH-/?;)^(:r),  notre  égalité  prendra  la  forme 

la  fonction  ^(^)  doit  être  nécessairement  divisible  par  F, 
et,  en  faisant  la  division,  il  vient 

En  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voit  que  les  fac- 
teurs F,  F<,  Fo,  ...  sont  respectivement  égaux  k  J\ 
fKijii  •  •  •  suivant  le  module  /?. 

344.  Il  peut  arriver  que  plusieurs  des  facteurs  irré- 
ductibles de  la  fonction  a  cp(x)=:4>(x)  soient  égaux 
entre  eux;  dans  ce  cas,  la  fonction  ^(x)  a  un  diviseur 
commun  avec  sa  dérivée.  Supposons  que  l'on  ait 

* 

Xi,  Xo,  ...,  X„i  désignant  des  polynômes  irréductibles 
suivant  le  module  p  et  différents  entre  eux  suivant  ce 
.module.  Si  l'on  prend  les  dérivées  des  deux  membres  de 
cette  égalité  et  qu'on  représente  par  X'j  la  dérivée  de  X,-, 
on  aura 
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si  aucun  des  exposants  n^,  n^,  ...,  Um  n'est  un  multiple 
de  p,  le  facteur  entre  parenthèses  n'est  divisible,  suivant 
le  module  /?,  par  aucun  des  facteurs  irréductibles  Xi , 
Xo,  ...,X;re;  car,  pour  qu'il  fût  divisible  par  Xi,  par  exem- 
ple, il  faudrait  que  X,  divisât  l'un  des  facteurs  du  pro- 
duit 

X  j  X2  X3  .  .  .  X,„  ; 

or  cela  est  impossible,  puisque  X2,X3,  ...,  X^^ sont  irré- 
ductibles et  différents  de  Xi,  et  que  le  degré  de  X'^  est 
inférieur  à  celui  de  Xi .  Le  produit  des  facteurs  irréduc- 
tibles communs  à  ^(^)  et  à  sa  dérivée  est  donc 

-y-/,',  —  1    •Y'7--'— 1  •Y";» — 1 

Aj  -S'        '  '  '  -^m         '•> 

c'est  \e  plus  grand  commun  dwiseur  de  ces  fonctions, 
suivant  le  module  p,  et  pour  l'obtenir  on  suivra  la  règle 
ordinaire  ennégligeant  dans  chaque  division  les  multiples 
de  p  qui  se  présenteront,  et  en  ayant  soin  de  ramener  à 
l'unité  le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  de  chaque 
reste,  avant  de  prendre  celui-ci  pour  diviseur. 

Si  l'un  des  exposants,  7^^  par  exemple,  est  multiple 
de  /î,  le  facteur  X^  entrera  à  la  puissance  n^  dans  le  plus 
grand  commun  diviseur. 

Désignons  par  Vi  le  produit  de  ceux  des  facteurs  Xj , 
Xo,  .  .  .  qui  figurent  dans  ^[x)  avec  un  même  expo- 
sant 72i,  par  V2  le  produit  de  «ceux  qui  ont  l'exposant  «2, 
et  ainsi  de  suite  ;  on  aura 

V«.V'J=VJ'...  =  *(.r)+/,x{-^), 

et,  par  un  raisonnement  identique  à  celui  dont  nous 
avons  fait  usage  au  n°  50,  on  prouvera  que  les  facteurs 
Vi,  V2,  V3,  ...  peuvent  être  obtenus  au  moyen  de  sim- 
ples divisions  algébriques. 
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Des  fonctions  entières  d'une  variable,  réduites  suivant 
un  module  premier  et  suivant  une  fonction  entière 
irréductible . 

345.  Si  l'on  divise  une  fonction  entière  § [x)  par  un 
polynôme  irréductible  F  (a?)  d'un  degré^  quelconque  v, 
on  obtiendra  un  quotient  <^{x)  et  un  reste  qui  pourra 
être  représenté  par  y (x) -h  ;?  ;)((x), /(.r)  étant  une  fonc- 
tion entière  du  degré  v  —  i  au  plus  dans  laquelle  les  coef- 
ficients peuvent  être  pris,  à  volonté,    entre  les  limites 

p  —  I  p  —  I    ^  .     . 

zéro  et  p  ou  entre et  -h  •  On  aura  ainsi 

'  2  2 

^(x)=i/(.r)-f-F(.r)^^(.r)-+-/.;^^(.r), 
OU 

^[.T)-EE^f[x]  +  Y[x]r^[.x)     (mod.y?).  • 

La  fonctiony(a:)  sera  dite  la  valeur  réduite  de§(^x), 
suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonction  irréduc- 
tible F(x). 

L'expression  générale  des  fonctions  réduites  est 

/(.r)  =  «0+  a^x  +  «2-^^-l--  •  •  +  rtv-iJ^'~^ 

chacun  des  coefficients  «o?  f^\i  •••  étant  susceptible  de 
recevoir/:»  valeurs  difi'érentes,  par  exemple 

o,    I,  2,  3 ,  (p  — 1), 

la  fonctiony*(x)  peut  avoir/?'  valeurs  distinctes.  Parmi 
ces  valeurs  il  y  en  a  p  qui  sont  indépendantes  de  la  va- 
riable X,  ce  sont  les  p  nombres 

o,   I,  2,  3,.  ..,  (/?—  i). 

Théorème.  —  Soient  X,,  Xo,  ...,  X,,^  m  fonctioiu 
de  X  réduites,  suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonc- 

S. —  -^ig'  sup.f  II.  g 


%^ 
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don  entière  irréductible  ¥[x).  Soit  aussi 

^X]=  AoX"^+  AiX'«-i  -4-  .  .  .  H-A„,_i  X  -f-  A,,, 

une  fonction  entière  du  degré  ni  delà  variable^,  dans 
laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  x. 
Si  les  résultats  de  la  substitution  de  X< ,  Xo,  . .  • ,  X^^  à  X 
dans  ^(X)  sont  tous  divisibles  par  ¥[x),  suivant  le 
module  p ,  on  aura  identiquemejit 

i(X)  zzr  Ao  (X  -  X,)  (X  -  X2) .  .  .  (X  -  X,„) 
-+-F(.r)^^(X,.r)-f-;,7^(X,.r), 

Q  et  /  étant  des  fonctions  entières,  à  coefficients  entiers, 
des  deux  ^variables  x  et  X. 

En  effet,  regardant  Xi,  Xo,  .  .  . ,  X,,,  comme  des  in- 
déterminées, désignons  par  §^  (X)  et  Ri  le  quotient  et  le 
reste  de  la  division  decfÇX)  par  X — X,;  soient  de  même 
.#2  (X)  et  Ro  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  §^  (X) 
par  X — X2,  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  #,«(X)  et  R^ 
exprimeront  le  quotient  et  le  reste  de  la  dernière  division, 
savoir  celle  de  #,„_,  (X)  par  X  —  X„,.  Les  égalités 

,  cf(X)    rrzz     X-  Xil  .fi(X;     H-  Ri, 

3?JX)  -...    ^-^^J,[^)   +R2, 


f,,_,(X)rr.  ;X-X,,)4(X)-^-R„, 

donneront,  à  cause  de^,„(X)  =  Ao, 

I  #;x)  =  R,  -^  R^'x  -  Xi)  -f-  Rgjx-Xi)  ;x  -  x^)  -i- 
(2)  -•-R,,;x-xo...:x-x,,_i) 

(  -t- Ao  ,X-Xi)...  X-X,,), 


et,  si  l'on  remplace  X  successivement  par  X^  Xo, 
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X/,j,  il  viendra 

)  #(x,)  =  R,  4-  R, (X3  -  X,)  +  R3  'X,  - X,)  rx,  ~  X,), 


^iXJ=R,-^-RJX,„~X,] 


~^     R-m     [    X„i  X|    ;     .      .      .     .     X;;^     X,;;. 


Supposons  maintenant  que  X< ,  X2,  .  .  . ,  X,„  désignent 
des  fonctions  entières  de  x  réduites,  suivant  le  module/? 
et  suivant  la  fonction  irréductible  F(x).  Si  ces  fonctions 
sont  distinctes,  aucune  de  leurs  différences  deux  à  deux 
ne  pourra  être  divisible  par  F[x),  suivant  le  module  p, 
et  comme  les  premiers  membres  des  formules  (3)  le 
sont,  par  hypothèse,  les  polynômes  R,,  Ro,  .  .  . ,  R,,, 
seront  eux-mêmes  divisibles  par  F(x),  suivant  le  mo- 
dule p.  Alors  la  formule  (2)  prendra  la  forme 

j  ?'(X)  =  A„(X-X,!...(X-X,„) 
(  -hF{x]<f[X,a^]  +  p-/j,X,.r], 

conformément  à  l'énoncé  du  théorème. 

Corollaire  .  —  Soit  <î'(X)  une  fonction  entihre  des  deux 
variables  X  et  x,  du  degré  ni  par  jrippoj^t  à  X,  et  dans 
laquelle  le  coefficient  de  X^^  n'est  pas  divisible,  suivant 
le  module  py  par  la  fonction  irréductible  ¥[x)\  si  l'on 
substitue  successivement  à  X  les  p'  fonctions  de  x  ré- 
duites suivant  le  module  p,  et  suivant  la  fonction  F(x), 
parmi  les  p^  résultats  obtenus  il  y  en  aura  m  au  plus 
qui  seront  divisibles  par  Y{x)  suivant  le  module  p. 
En  effet,  supposons  les  m  fonctions  de  x, 
Xi,  X2,  •  .  . ,  X„j 

réduites;  suivant  le  module  p  et  suivant  la  fonction  F(x), 
telles  que 

^(X,),  -^(X,).  ..,,  =f(X,„) 

fl- 
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soient  divisibles  par  F(x)  suivant  le  module/?.  Alors  la 
formule  (4)  aura  lieu  identiquement,  et,  si  l'on  y  rem- 
place X  par  une  fonction  réduite  X„;_^,  distincte  de  X< , 
Xo,  .  .  .,  Xw,  on  aura 

^  (  '^m+l  )  =  ^0  (  X,„+i  —  Xi  j  .  .  .  (  X„j_Hi         X„j  ) 

Or  F(x)  ne  peut  diviser  suivant  le  module  p  le  pro- 
duit des  différences  X^^^,  —  X< ,  X^^.,.,  —  Xo,  .. .  ^  donc 
#(X„i_,.i)  n'est  pas  divisible,  suivant  le  module,  par  le 
polynôme  F[x). 

Proprié Lés  fondamentales  des  polynômes  irréductibles 
suii^ant  un  module  premier, 

346.  Théorème  I.  —  Tout  polynôme  ¥ [x)  à  coeffi- 
cients entiers  et  du  degré  v,  irréductible  suii^ant  le 
module  premier  p,  divise,  suis^ant  ce  module,  la  fonc- 
tion xP'  —  X. 

L'expression  générale  des  fonctions  entières  de  x  ré- 
duites, suivant  le  module /7  et  suivant  la  fonction  irré- 
ductible F(^),  est 

f[x]  —  aQ-^a^x-{-  a.,.T^  -{-.  .  .-h  «v-i  -^"'"S 
aoj  a^,   ...,  fl,_i  étant  des  entiers  compris  entre  zéro 
et  p  —  I ,  ou  entre  —  PjzJl,  ^^  _|_  ^Lll_ .    L'une  de  ces 

^  '  2  2 

fonctions  est  nulle  :  nous  en  ferons  abstraction  et  nous 
désignerons  par 

(l)  Xi,      Xo,      Xg,      ...,      Xy/_i 

les  //' —  I  fonctions  réduites  différentes  de  zéro. 

Cela  posé,  désignons  par /(a:)  une  fonction  eutière 
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de  X  non  divisible  par  F(x),  suivant  le  module  /?,  et 
considérons  les  produits  des  fonctions  (i)  par  y(x), 
savoir 

(2)  X,/{.r),X,/(.r),...,X„v_,/(x). 

Aucun  de  ces  produits  n'est  divisible,  suivant  le  mo- 
dule /?,  par  le  polynôme  irréductible  F(x),  puisque  les 
facteurs  qui  le  composent  n'admettent  pas  ce  diviseur  : 
la  différence  de  deux  termes  de  la  suite  (2)  ne  peut  elle- 
même  être  divisible  par  F(a?),  suivant  le  module/?,  car 
cette  différence  est  évidemment  un  terme  de  la  suite  (2). 
Si  donc  on  prend  les  valeurs  réduites  des  produits  {2), 
suivant  le  module  p  et  suivant  le  polynôme  irréductible 
F(a:),  ces  valeurs  seront  distinctes  et  aucune  d'elles  ne 
sera  zéro;  en  conséquence,  elles  coïncideront,  abstrac- 
tion faite  de  l'ordre,  avec  les  termes  de  la  suite  (i).  Il 
résulte  de  là  qu'il  existe  entre  les  fonctions  de  la  suite  (2) 
et  leurs  correspondantes  de  la  suite  (i)  p' — i  con- 
gruences  de  la  forme 

X„,/(.r)-3^X„-hF(^)'H.r)      (niod./?), 

et  si  l'on  multiplie  entre  elles  toutes  ces  congruences 
il  viendra 

(p(x)  étant  une  fonction  entière.  Le  produit  X^  Xo.  ..X^v_, 
n'est  pas  divisible  par  F(x),  suivant  le  module  /j>;  donc 
on  a 


(3)  f[xY-'—  i^Y[x]'^[x]     (mod./?), 
ou,  en  multipliant  par /'(a;), 

(4)  /(.rK-/(.r)^F(.r)^^(.r)       (mod./>). 

Nous  avons  supposé  la  fonction  y( a?)  non  divisible  par 
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F  (x)  suivant  le  module  p,  mais  il  est  évident  que  la 
formule  (4)  subsiste  quand  y  (x)  est  un  multiple  de  F[x). 
La  formule  (4)  ayant  lieu,  quelle  que  soit  la  fonction 
entière  y*(x),  prenons /'(x)  =:  x,  il  viendra 

(5)  a:f'^  —  x^Y[:r)  f[.T]      (mod./?), 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

347.  Lemme.  —  Soient  f  [x)  une  fonction  entièi^e  de 
la  "variable  x,  p  un  nombre  premier  et  n  un  nombre 
entier  quelconque;  on  a 

/(-"")  =  [/;-)]"" +;'z(^). 

^(x)  désignant  une  fonction  entière. 
Soit 

/(.r)  rr:  <7^)  H-  flj  x  -\-  a^^X'  -h  .  .  .  -\-  n,„x"'  ; 

la  puissance  p^^™^  de  f{x)  renfermera  d'abord  les  puis- 
sances p'*^'"^  des  différents  termes;  elle  renfermera 
en  outre  d'autres  termes  contenant  certaines  puissances 
de  plusieurs  termes  àef[x)\  le  coefficient  de  l'un  quel- 
conque de  ces  derniers  termes  aura  la  forme 

1 ."?..  .  .p 


(1.2. . .q^).  ..(1.2. . .qk 


q\^(jij   •••?   qk  étant  des   nombres  inférieurs  à  p;   ce 
coefficient  est  donc  divisible  par  p  et  l'on  a 

[/(  ^  )]■  +p/.  i^i  =  <  +  «î'  ^^'  +  4  -^-'' + . . .  +  «;;.r'-'''^'  ; 

mais,  par  le  théorème  de  Fermât,  on  a 

al' ^5  a      (mod./?); 
donc 

[f[x)]P  -\-p  X  [^)  =  «0  +  a^^-''  -^  a^x-''  H-  •  -  .  -1-  a„,x"'i' 
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OU 

x{^)  étant  une  fonction  entière. 

Si  l'on  écrit  xp"~    au  lieu  de  Xj  il  vient 

/■(-"")=[/(-"""' )]"  +  ;'7.!-). 

X{^)  désignant  ici  une  nouvelle  fonction  entière.  Gela 
posé,  admettons  que  l'on  ait 

en  élevant  cette  égalité  à  la  puissance  p,  et  ayant  égard 
à  la  précédente,  il  vient 

/(■-•"")  =  [/(•'■;]"" +/'/.t^)- 

Donc,  si  cette  dernière  égalité  a  lieu  pour  une  valeur 
de  l'exposant  n,  elle  a  lieu  pour  la  valeur  immédiate- 
ment supérieure  ;  d'ailleurs  elle  a  été  démontrée  pour 
n  =  I,  donc  elle  est  générale. 

34-8.  Théorème  II.  —  Une  fonction  entière  F  (a:)  du 
degré  v,  irréductible  suivant  le  module  premier  p^  ne 
dii^ise  la  fonction  xP'''  — •  x,  suiwajit  ce  même  module, 
que  dans  le  cas  oit  fx  est  un  multiple  de  v. 

Je  dis  en  premier  lieu  que,  si  l'on  a  a  <^v,  la  fonc- 
tion xP''  —  X  n'est  pas  divisible  par  F [x)  suivant  le 
module  p,  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  avoir 

(p{x)  et  ;;((x)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers. 
Admettons,  en  effet,  que  cette  égalité  (i)  ait  lieu,  et 
posons 

aQ,  a,,  ...  étant  des  entiers  quelconques  compris  entre 
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zéro  et  ^  —  i.  On  aura,  d'après  le  lemme  qui  précède, 

[f[.^)r=f[^"')+pyA-^), 

•/^i  [x)  étant  une  fonction  entière,  et  si,  dans  le  second 
membre  de  cette  identité,  on  remplace  jcP^  par  la  va- 
leur X  -{-F{x)  o[x)  ■+- pxi^)  tirée  de  la  formule  (i), 
il  est  évident  que  ce  second  membre  prendra  la  forme 

/(.r)  +  F(.r)  ^[.t]  -}-pW(.T], 

4>  et  T  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers;  on 
aura  donc 

I]  résulte  de  cette  formule  (2)  que  si,  dans  la  fonction 

qui  est  du  degré  p^,  on  remplace  X  par  chacune  des  p' 
fonctions  réduites  suivant  le  module  p,  et  la  fonction 
F[x),  on  obtient  //  résultats  qui  sont  tous  divisibles  par 
F(x),  suivant  le  module  p.  Or  cela  est  impossible 
(n^  345)  si  y.  <^v;  donc  la  formule  (i)  ne  peut  avoir 
lieu  dans  ce  cas. 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  la  formule  (i)  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  [j.  est  divisible  par  y.  En  effet,  soit  q  le 
quotient  et  /•  le  reste  de  la  division  de  ^  par  v,  en  sorte 
qu'on  ait 

D'après  le  théorème  I  (n°  346),  F [x)  divise,  suivant  le 
module  p,  la  fonction 

et  celle-ci  divise  algébriquement 
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car  l'exposant //^ — i  est  un  multiple  de  p' — i.  Donc 
xP^"^  —  X  est  divisible,  suivant  le  module  p,  par  F(a:). 
Mais,  par  hypothèse,  la  fonction  ocP''' — x  est  elle-même 
divisible  par  F(x),  suivant  le  module  p\  donc  il  en  sera 
de  même  de  la  différence 

[a:P^  -  .r )  -  {.tP''^  -  a:)  =  .tP'^^'  -  xP'"^: 

d'après  le  lemme  du  n°  347,  cette  différence  est  congrue, 
suivant  le  module  p^  à  la  puissance 

et  cette  puissance  ne  peut  être  divisible  par  F[x)  sui- 
vant le  module  p,  à  moins  que 

a:P   —  X 

ne  le  soit  elle-même.  Or  cela  ne  peut  être,  comme  on 
l'a  vu  plus  haut,  que  si  /'==:o,  puisque  /'  est  inférieur  à  v. 


Détej^ininatioji  du  nombre  des  fonctions  entières  de 
degré  v  irréductibles  suivant  un  module  premier  p. 

349.  Nous  sommes  actuellement  en  mesure  d'établir 
qu'il  existe,  dans  chaque  degré  v,  des  fonctions  entières 
irréductibles  suivant  un  module  premier  p\  il  est  même 
facile,  comme  on  va  le  voir,  de  déterminer  le  nombre 
de  ces  fonctions. 

Considérons  la  fonction  xP' — x,  et  supposons-la  dé- 
composée en  facteurs  irréductibles  suivant  le  module 
premier  p,  de  manière  qu'on  ait 

^(x]¥,[x]Y,[x].  .  .=  xP"  -  X  ^  PX[^], 

F(x),  F|(x),  F2(.r),  .  .  .  étant  des  fonctions  entières 
irréductibles  suivant  le  modale /j>,  eiy^[x)  une  fonction 
entière  quelconque. 
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Deux  des  facteurs  F,  F,,  F-^,  ...  ne  sauraient  être 
égaux  entre  eux,  puisque  la  fonction  xp' — x  n'a  aucun 
facteur  commun  avec  sa  dérivée.  En  outre,  les  dévelop- 
pements que  nous  avons  présentés  plus  haut  conduisent 
aux  conséquences  suivantes  : 

1°  Toute  fonction  entière  de  degré  v,  irréductible  sui- 
vant le  module  premier  p,  fait  partie  de  la  suite  F(a:), 
¥,[x),¥,{x),  .... 

2°  Le  degré  de  l'une  quelconque  des  fonctions  de  cette 
suite  est  égal  à  v  ou  un  diviseur  de  v. 

3°  Celles  des  fonctions  F  [x),  F^  (a),  Fo  [x).  .  .  . ,  dont 
le  degré  est  un  diviseur  [x  de  v  inférieur  à  v,  sont  divi- 
seurs, suivant  le  module  p,  de  la  fonction  xp'  —  x. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  divise  la  fonction  xP' — x, 
suivant  le  module  p,  par  le  produit  de  toutes  les  fonctions 
irréductibles  qui  divisent  l'une  des  fonctions  xp'''  —  x, 
où  ij.  est  un  diviseur  de  v,  on  obtiendra  un  quotient  V 
qui  sera  le  produit  de  toutes  les  fonctions  entières  de 
degré  v,  irréductibles  suivant  le  module  p. 

Par  exemple,  si  y  est  un  nombre  premier,  les  facteurs 
irréductibles  de  xP'  —  x  sont  tous  du  degré  v  ou  du 
degré  i  ;  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  est 
x[x  —  i)[x — -2).  .  .[x  — p  -h  i)  OU  xP  —  X.  On  aura 
donc,  dans  ce  cas, 

le  degré  de  V  est  ici  //  —  p\  par  conséquent,  /e  nombre  N 
des  fonctions  entières  d'un  degré  premier  v,  iri'éduc- 
tihles  SLÙvant  un  module  premier  p,  est 

P"  —  P 


Passons  maintenant  au  cas  général  :  soit 

'1     -'2  -^//z    ' 
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(l\y  (Ji^  ••,  qm  étant  des  nombres  premiers  inégaux,  et 
72 o  TI2,  ...,  n,n  des  entiers  positifs  quelconques.  Pour 
abréger  l'écriture,  je  poserai,  quel  que  soit  l'entier  1, 

et  je  ferai  en  outre 

X=[v]. 
'^  LîlJ    LîiJ  LîmJ' 

^>n=\ ^ 1; 

lqi<h    -qm] 

la  fonction  X/,  sera  ainsi  le  produit  de 

m  [m  —  I  ) .  .  .  ( m  —  /•  +  i ■) 
1 . 2 .  .  .  /• 

symboles  [  ],  et  les  dénominateurs  des  arguments  de  ces 
symboles  seront  les  produits  k  k  h  des  m  nombres  q^, 
q-2^  ...,  qrii'  Gela  posé,  je  dis  que  l'on  aura 


Xi  X3  X3 .  .  . 

Concevons  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
cette  expression  aient  été  décomposés  en  facteurs  irré- 
ductibles, et  désignons  par  ¥ [x)  l'un  de  ces  facteurs. 
SiF(x)  est  du  degré  v,  il  ne  figurera  que  dans  X;  par 
suite  il  aura  l'exposant  i  dans  le  numérateur  de  l'expres- 
sion précédente,  et  le  degré  zéro  dans  le  dénominateur. 

Supposons  que  le  degré  ^  de  F  (a:)  soit  inférieur  à  v; 
quelques-uns  des  facteurs  premiers  q  entreront  dans  v  au 
moins  une  fois  de  plus  que  dans  y.\  si  l'on  désigne  par 
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q\,  qi,  ...,</,  ces  facteurs,  dont  le  nombre  s  peut  se  ré- 
duire à  I ,  le  degré  p.  divisera ,  mais  il  ne  divisera 

q,q.^,..qs 

pas  le  quotient  de  v  par  un  nouveau  facteur  </,  tel  que  q^j^.^ . 
Le  facteur  irréductible  F(x)  figure  dans  X  à  la  pre- 
mière puissance  ;  cherchons  généralement  avec  quel  ex- 
posant il  se  trouve  dans  X/^.  Si  l'on  a  /r  >  ^,  la  fonction 
X;^  ne  contient  pas  le  facteur  F(x);  mais,  si  l'on  aA  <;5 
ou  /r=^,  il  est  évident  que  X^  contiendra  autant 
de  facteurs  égaux  à  F(:r)  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
nombre  des  combinaisons  de  5  lettres  prises  A"  àÂ,  nombre 

,        sis  —  \\.  .  As  —  k  ^\] 
qui  a  pour  valeur— ^ — -•  par  conséquent, 

le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'expression  précé- 
dente contiendront  le  facteur  F(x)  avec  des  exposants 
qui  seront  respectivement  égaux  à 


.2  1.2.3.4 

et 

s        s  (  .y  —  î  )  (  .y  —  2  )     _    sis  —  i).  .  .{s  —  /[) 
I  1.2.3  1.2,3.4.5 

Mais  ces  deuxnombres  sont  égaux,  car  leur  différence  est 
évidemment  égale  à  (i  —  i)^  ou  à  zéro.  Donc  le  numéra- 
teur de  notre  expression  est  divisible,  suivant  le  mo- 
dule p,  par  le  dénominateur,  et  le  quotient  de  la  division 
est  bien  égal  au  produit  V  de  toutes  les  fonctions  entières 
de  degré  v,  irréductibles  suivant  le  module  p. 

Il  convient  au  reste  de  remarquer  que  le  numérateur 
de  l'expression  de  V  est  algébriquemejit  divisible  par  le 
dénominateur;  et,  pour  démontrer  ce  fait,  il  suffit  de 
reproduire  le  raisonnement  dont  nous  venons  de  faire 
usage,  en  représentant  toujours  par  11  un  diviseur  de  v  et 
en  substituant  au  polynôme  ¥ [x)  de  degré  //l'un  des 


'/-, 
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facteurs  linéaires  qui  divisent  algébriquement  xP'  —  x, 
mais  qui  ne  divisent  pas  xP^^  — x,  fXj  étant  <^  ft. 
Le  degré  du  polynôme  V  peut  être  représenté  par 

et,  puisque  ce  polynôme  est  le  produit  de  toutes  les  N 
fonctions  entières  de  degré  v,  irréductibles  suivant  le 
module  p,  on  aura 


N 


3oO.  On  peut  conclure  de  la  formule  précédente  deux 
limites  très-simples  du  nombre  ]N  des  congruences  irré- 
ductibles de  degré  v,  suivant  le  module  premier/?.  Effec- 
tivement, en  partant  de  la  formule 

t  log/?        f'  loa2  p 

»    p*  z=:\-\ '■ ! '■ i-  .  •  •  , 

^  1  1.2 


on  aura 


N=:  (   I î- 


r,M      I    . 


-'-^)(-,i)-(-à)--^' 


î5 '■■■("    <iÙ  ' 


"^''"~     rA-       l'  aï)  V  O'J      1.2.../ 


la  caractéristique  log  exprimant  des  logarithmes  népé- 
riens. 

On  conclut  d'abord  de  cette  formule 
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OU 


N< 


P'—P 


ou 


V  I  V 

9(v)  désignant  la  totalité  des  nombres  premiers  et  infé- 
rieurs à  V.  Chacune  des  limites  que  nous  venons  de 
trouver  exprime  la  valeur  de  N  quand  v  est  un  nombre 
premier. 

Su7'  la  décomposition  d'une  fonction  entière  donnée,  en 
facteurs  irréductibles  suii^ant  un  module  premier. 

351.  S'il  s'agit  de  décomposer  une  fonction  donnée 
<3^(x)  en  facteurs  irréductibles  suivant  le  module  pre- 
mier/?, on  devra  d'abord  chercher  si  cette  fonction  a  des 
diviseurs  multiples  ;  car,  si  elle  en  admet,  elle  sera  de  la 
forme 

Vo  Vo,  ...  étant  des  fonctions  entières  qui  n'admettent 
que  des  facteurs  simples  et  que  l'on  peut  obtenir  (n^344) 
par  de  simples  divisions  algébriques. 

La  question  est  donc  ramenée  au  cas  o\jl§[x)  n'a  que 
des  facteurs  simples  ;  alors  cette  fonction  et  sa  dérivée 
n'ont  aucun  diviseur  commun,  suivant  le  module/:». 

Gela  posé,  on  aura  le  produit  des  facteurs  irréductibles 
du  premier  degré  de  $ [x)  en  cherchant  le  plus  grand 
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commun  diviseur  des  polynômes  5^(x)  et  xP  —  x;  dési- 
gnons par  P<  ce  plus  grand  commun  diviseur  qui  peut 
se  réduire  à  l'unité  et  posons 

:![.r)^?J,ir]       [mod.p), 

ê\[x)  étant  une  fonction  entière. 

On  aura  de  même  le  produit  des  facteurs  irréductibles 
du  deuxième  degré  de  §(x)  ou  de  §^  (x),  en  cherchant 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  j",  [x)  et 
xP  —  X,  et  si  Po  désigne  ce  plus  grand  commun  divi- 
seur, lequel  peut  encore  être  égal  à  i,  on  aura 

^j(.r)--=P2  ^o(.r)      [moà.p], 

^•2{x)  étant  une  fonction  entière. 

Pareillement,  le  plus  grand  commun  diviseur  P;>  des 

fonctions  #2  (•^)  gIxP  — x  donnera,  s'il  ne  se  réduit  pas 
à  I,  le  produit  des  diviseurs  du  troisième  degré  ;  on  aura 

^2(^)  =  P3^;^)      (mod.p), 

et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident  qu'en  continuant  ainsi 
on  trouvera  nécessairement  une  fonction  ^m{x)  qui  se 
réduira  à  l'unité,  et  l'on  aura 

5?(.r)^PiP2P3,..P,,      {mod./>). 

Il  reste,  pour  achever  la  solution,  à  décomposer  cha- 
cun des  polynômes  P^  en  facteurs  irréductibles  du  de- 
gré y.  Pour  cela,  la  méthode  la  plus  générale  consiste  à 
effectuer  la  division  du  polynôme  P^  par  la  fonction 

Y  {.x)  z=z  X' -f-  Ai-r^- 1  -\-  A2 .5:"-^  -I-  ...  4-  Av_,  .r  -f-  A,, 

dans  laquelle  les  coefficients  sont  indéterminés,  et  à  ex- 
primer que  les  v  termes  du  reste  sont  congrus  à  zéro  sui- 
vant le  module  p.  On  obtiendra  ainsi  un  système  de  v 
congruences  au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer 
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les  V  coefficients  A,,  Ao,  .  •  . ,  A^.  Si  ^iv  désigne  le  degré 
de  la  fonction  P^,  il  est  évident  que  le  système  de  con- 
gruences  dont  il  vient  d'être  question  admettra  p.  sys- 
tèmes de  solutions  qui  répondront  respectivement  aux  // 
polynômes  irréductibles  de  degré  v  dont  le  produit  est 
égal  à  P,,. 

Le  problème  dont  nous  venons  de  nous  occuper  com- 
prend comme  cas  particulier  celui  qui  a  pour  objet  la 
recherche  de  toutes  les  fonctions  entières  de  degré  v,  irré- 
ductibles suivant  le  modale  p.  On  tombe  effectivement 
sur  ce  dernier  problème,  en  supposant  dans  ce  qui  précède 

§[x)  =xP'  —  X, 

Classification  des  fonctions  entières  de  degré  v  irré- 
ductibles suii^ant  le  modide  premier  p. 

352.  Soit  n  un  diviseur  de  p^ —  i,  la  fonction  x'^ —  i 
divisera  ^^'"^  —  i  Ql  xp' — x\  si  donc  on  la  décompose 
en  facteurs  irréductibles,  suivant  le  modide  /j>,  en  sorte 
qu'on  ait 

F  [x]  Fi  (.r)  F,  (.r) .  .  .  —  .r«  —  I  +  /^X  («^j' 

X(^)  étant  une  fonction  entière,  les  fonctions  F(j:), 
F<  (a:),  ...  feront  partie  de  la  suite  des  facteurs  irréduc- 
tibles de  xP" —  :r,  et  en  conséquence  leur  degré  sera  égal 
à  V  ou  à  un  diviseur  de  v. 

Si  F(:c)  est  une  fonction  entière  du  degré  v,  irréduc- 
tible suivant  le  module  /:>,  et  que  n  représente  le  plus  petit 
nombre  tel  que  x^ —  i  soit  divisible  par  Y{x)  suivant  le 
module  /?,  je  dirai  que  la  fonction  ¥  [x)  appartient  à 
V exposant  n.  Il  est  évident  que  n  est  un  diviseur  de 
/>" —  I,  car  F(x)  divisant,  suivant  le  module  p,  les  deux 
fonctions  xP^~^  —  i  et  :«:" —  i ,  elle  divisera  aussi  x^ —  i 
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si  l'on  désigne  par  9  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
nombres  // —  i  et  7i,  et  puisque  F(x)  appartient  à  l'ex- 
posant 71,  il  est  nécessaire  que  l'on  ait  9  =  tz.  On  voit 
aussi  que  7i  doit  être  un  dii>iseu7^  pi'op7^e  k  p"  —  i ,  c'est- 
à-dire  que  71  ne  peut  diviser  p'' —  i  si  //  est  <^  v  ;  car  s'il 
en  était  autrement  x" —  i  serait  un  diviseur  de  xP^~^  —  i 
et  cette  dernière  fonction  serait  par  suite  divisible  par 
F(x)  suivant  le  module  p,  ce  qui  est  impossible  dans 
l'hypothèse  de  /^  <^  v. 

Gela  posé,  nous  nous  proposons  de  déterminer  le 
nombre  des  fonctions  entières  de  degré  v,  irréductibles 
suivant  le  module  premier  p,  et  qui  appartiennent  à  l'ex- 
posant 71  diviseur  propre  de  p' —  i . 

Le  nombre  7i  étant  décomposé  en  facteurs  premiers, 
soit 

r/i,  (j2,  •••>  ^711  étant  des  nombres  premiers  inégaux; 
posons  aussi 

X2  =  [.T^^—lJ  [x^^-^lj  .  .  .  (.r'7"-.V-— i), 


X,,=  (.rV-'/-:--/-_l), 


la  fonction  X/^  sera,    comme    on   voit,    le    produit    de 

m  (  n?  —  1  ] .  .  .  (  m  —  1-4 


...A 


facteurs  qui  se  déduiront  d( 


x^" —  I  en  prenant  pour  9^  les  produits  k  kk  des  facteurs 

<7o  ^2,  •••,  Cm-  Si  l'on  désigne  enfin  par  V  le  produit  de 

toutes  les  fonctions  entières  de  degré  v,  irréductibles 

S   —  ^/^.  sup.,  II.  10 
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suivant  le  module  p,  et  qui  appartiennent  à  l'expo- 
sant 72,  je  dis  que  l'on  aura 

X1X3X,... 

Pour  justifier  cette  assertion  nous  emploierons  un  rai- 
sonnement semblable  à  celui  dont  nous  avons  fait  usage 
au  n^  349.  Les  deux  termes  de  l'expression  de  V  étant 
décomposés  en  facteurs  irréductibles,  soit  F(x)  l'un  de 
ces  facteurs;  si  la  fonction  F(x)  appartient  à  l'expo- 
sant 71,  elle  ne  figurera  que  dans  X;  en  conséquence,  elle 
aura  l'exposant  i  au  numérateur  de  V  et  l'exposant  zéro 
au  dénominateur.  Si  la  fonction  F(x)  appartient  à  un 
exposant  m  inférieur  à  7i,  m  divisera  les  quotients  obtenus 
endivis^ntzzpar quelques-uns  des  facteurs  q^q ^.q.,  ...,qs 
par  exemple;  le  facteur  ¥ [x)  figure  dans  X  à  la  pre- 
mière puissance  ;  il  ne  figure  point  dans  X^  si  l'on 
aA">5;  mais  si  l'on  a  k<^s,  ¥[x)  entrera  dans  X,;  avec 

lexposant — 7 -5  qui  est  égal  au  nombre 

des  combinaisons  de  s  lettres  prises  k  à  k.  Il  résulte  de 
là  que,  quand  on  aura  simplifié  l'expression  de  V,  le  fac- 
teur F  (x)  aura  l'exposant 

s  sis  —  I  ]  ,  X  ^ 


I  1.2 

et,  en  conséquence,  la  fonction  V  est  égale  au  produit 
de  toutes  les  fonctions  irréductibles  de  degré  v,  qui  ap- 
partiennent à  l'exposant  72  ;  nous  désignerons  par  N  le- 
nombre  de  ces  fonctions. 

Le  degré  de  la  fonction  V  est 


n         n  n  \  n  n 

n—\-    H h.  ..H )4- i 

<h        !72  îm/        Wi72        flx^h 

n 


q\q-2'  •  -qm 
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ou 


^1 

on  aura  donc 
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OU 


N=^>^', 


en  désignant  par  ^{n)  le  nombre  des  entiers  inférieurs 
à  n  et  .premiers  à  n. 

Si  n  est  un  nombre  premier,  la  formule  précédente 
se  réduit  à 

V 

et  l'on  en  tire 

/?  —  V  N  -f-  I , 

d'où  il  résulte  que  tout  nombre  premier,  diviseur  propre 
à  p' — I,  est  de  la  forme  /rv  -f-  i,  ce  qui  rentre  dans  un 
théorème  dû  à  Euler. 

353.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  fonctions 
entières  de  degré  v,  irréductibles  suivant  le  module^,  se 
partagentnaturellement  en  plusieurs  classes,  d'après  l'ex- 
posant auquel  elles  appartiennent.  L'une  de  ces  classes 
comprend  les  fonctions  qui  appartiennent  à  l'exposant 
p' —  I  et  qui  jouent  un  rôle  important  dans  la  théorie 
que  nous  exposons  ;  on  a,  par  exemple,  la  propriété  re- 
marquable comprise  dans  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  ¥[x)  désigne  une  fonction  de 
degré  m  ,  irréductible  suivant  le  module  p,  et  appartenant 
à  l'exposant  p' — i,  on  obtiendra  les  p' — i  fonctions 
entières  de  degré  v  —  i  distinctes  suivajit  le  module  j?. 
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en  prenant  les  restes  de  la  division  par  F(:r)  des  puis- 
sances 

En  effet,  deux  de  ces  puissances,  x^  et  x"+"%  divisées 
par  F(x),  ne  peuvent  donner  des  restes  de  degrés  v  —  i 
congrus  suivant  le  module  p  ;  car  autrement  l'expression 

serait  divisible  parF(x)  suivant  le  module  p^  et  il  en 
serait  de  même  de  x"  —  i  :  or  cela  estimpossible,  puisque 
n  est  moindre  que  l'exposant  p' —  i  auquel  appartient 

F(x). 

354.  J'indiquerai  ici  une  conséquence  assez  remar- 
quable de  la  théorie  que  nous  venons  d'exposer  et  qui 
consiste  dans  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  n  est  un  nombre  premier,  que  a 
soit  une  racine  primitive  de  n,  et  que  le  module  p  soit  de 
la  forme  a  4-  hn,  la  fonction 


X 


sera  irrèductihle  suivant  le  module  p. 

En  effet,  n  est  un  nombre  premier;  il  est  d'ailleurs  di- 
viseur propre  kp'^'^  —  I,  puisque  p  —  hi  est  une  racine 
primitive  de  n\  donc  le  nombre  des  facteurs  irréducti- 
bles de  V,  suivant  le  module  /?,  est  ici  égal  à  — — -  ou  à  i . 

y.n j 

Corollaire.  —  Si  n  est  premier,  la  fonction  '- 

est  ALGÉBRIQUEMENT  irréductible. 

En  effet,  soit  a  une  racine  primitive  de  7i.  L'illustre 
Lejeune-Dirichlet  a  prouvé  que  la  progression  arithmé- 
tique 

<z,   a-{-n,  «-h?,/?,  a-f-3/2,   ... 
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renferme  une  infinité  de  nombres  premiers.  Soit 
p  z=.  a  -\-  hn 

l'un  de  ces  nombres  premiers;   la  fonction  est 

irréductible  suivant   le  module  /;;    donc,  à  plus  forte 
raison,  elle  est  irréductible  algébriquement. 

Comparaison  des  fonctions  entières  irréductibles  sui- 
vant le  jnodule  p,  qui  appartiennent  à  des  exposants 
formés  des  mêmes  facteurs  premiers. 

355.  Lorsque  n  est  divisible  par  le  module  p,  si  Ton 
fait  n  =  pn'j  on  aura 

.r«  —  1  ^  ; .r"'  —  i]''     (mod.  p  ] , 

en  sorte  que  la  fonction  a:"  —  i  est  ramenée  à  x'^' —  i . 

Nous  supposerons  que  Ji  n'est  pas  divisible  par  p  ;  alors, 
si  l'on  désigne  par  v  le  plus  petit  nombre  tel,  que  // —  i 
soit  divisible  parzz,  la  fonction  x"  —  i  divisera  xP^ — x 
suivant  le  module  p  et  chacun  de  ses  facteurs  irréduc- 
tibles sera,  comme  on  l'a  vu,  d'un  degré  égal  à  v  ou  à  un 
diviseur  de  v.  Mais  ceux  de  ces  facteurs  qui  appartien- 
nent à  l'exposant  n  sont  tous  du  degré  v,  et  nous  avons 

vu  que  leur  nombre  est  égal  à  — — 5  c^  ayant  la  signifi- 
cation habituelle. 

Gela  posé,  désignons  par  (j.  le  plus  petit  nombre,  tel 
que  p'^ —  I  soit  divisible  par  chacun  des  facteurs  pre- 
miers qui  divisent  tz,  il  est  évident  que  v  sera  un  multiple 
de  p.;  car  soit  v  =  iÀq-+-r;  les  facteurs  premiers  de  n 
divisent  par  hypothèse  p'^^+'' — i  el  p^'-^  —  i,  qui  est  un 
multiple  de  p'^ — i;  ils  divisent,  par  suite,  la  différence 
pv-q+r_jyvq  ou  p^'i[p'' — î).  Mais  cela  est  impossible,  à 
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moins  que  /'  ne  soit  nul,  puisque  /'  est  <^|:ji;  donc  on  a 

(0  v  =  q^. 

Soit  — y—   le    plus  grand  commun   diviseur  des  nom- 
bres n  et  p^ — i;  si  l'on  fait 


1  et  d  seront  premiers  entre  eux;  on  aura  ensuite 
,  ^ ,  p'  —  j       d  n'f''-  —  I 


n  \    p"^ —  I 

et,  comme  le  premier  membre  de  cette  formule  est  un 

nombre  entier,  1  sera  un  diviseur  de En  élevant 

à  la  puissance  q  l'identité 

il  vient 


f/r 


/?'  —  I  I  1.2 


(pi^— l)-f-... 


V  I  .2.  .  .  A-  ^  ' 

expression  qui  doit  être  divisible  par  }.. 

Désignons  par  B  un  facteur  premier  deX,  et  soit  0*  la 
plus  haute  puissance  de  0  contenue  dans  X.  Gomme  Q 
est  un  diviseur  de  Ji  et,  par  suite,  de  p^'^ — i ,  on  voit,  par 
la  formule  (4),  qu'il  est  aussi  un  diviseur  de  </ ;  mais  je 
dis  en  outre  que,  si  0  n'est  pas  égala  2,  chacun  des  termes 
de  l'expression  (4)  à  partir  du  deuxième  renferme  une 
puissance  plus  élevée  de  B  que  le  premier  terme.  En  effet, 
le  rapport  du  terme  général  au  premier  terme  peut  être 
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mis  SOUS  la  forme  d'un  produit  de  trois  facteurs,  savoir 


H-f) 


'     '  I.2...(X-—  l)  V        ^        /  ^ 

les  deux  premiers  facteurs  sont  des  nombres  entiers  ; 
quant  au  troisième  facteur,  il  est  supérieur  à 

!: '-^ '-       OU  à         I  -f-    ^ '-^ '  •) 

n  n 

par  suite,  supérieur  à  i,  quand  B  est  I>2,  puisque  k  est 

au  moins  égal  à  2;  la  fraction  irréductible  égale  à  — -— 

renferme  donc  le  facteur  B  à  son  numérateur.  Le  premier 
membre  de  la  formule  (4)  étant  divisible  par  G*,  par 
hypothèse,  il  faut,  d'après  ce  qui  précède,  que  q  soit 
divisible  par  6". 

Si  donc  X  est  un  nombre  impair,  q  sera  divisible  par  X. 
Réciproquement,  si  q  est  divisible  par  A,  l'expression  (4) 
l'est  évidemment  elle-même,  et  en  conséquence  le  pre- 
mier membre  de  la  formule  (  3  )  est  un  nombre  entier.  On 
voit  alors  que  v  étant  le  plus  petit  nombre  tel,  que  // —  1 
soit  divisible  par  n,  on  doit  avoir  q  =:!  et,  par  suite, 

(6)  v  =  V. 

Examinons  s'il  y  a  lieu  de  modifier  cette  conclusion 
quand  X  est  pair.  D'abord  si  X  est  double  d'un  impair, 
l'expression  (4)  doit  être  divisible  par  2,  ce  qui  exige 
que  q  le  soit  aussi;  donc,  pour  que  l'expression  (3)  soit 
un  nombre  entier,  il  est  encore  nécessaire  et  suffisant 
que  q  soit  un  multiple  de  X,  et  la  formule  (6)  subsiste. 

Supposons  donc  que  X  soit  divisible  par  une  puissance 
de  2  supérieure  à  la  première.  Quand  on  fait0=  2,  dans 

l'expression  (5),  le  troisième  facteur  devient  — — ;  il  n'est 

fi 

jamais  inférieur  à  i,  car  h  est  au  moins  égala  2,  mais  il 
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se  réduit  à  i  pour  A  =  2,  et  alors  il  peut  arriver  que  les 
deux  premiers  termes  de  l'expression  (4)  renferment  le 
facteur  2  à  la  même  puissance.  Toutefois  ce  cas  ne  se 
présentera  pas  si  p^ —  i  est  divisible  par  4,  c'est-à-dire 
si  p  est  de  la  forme  4''^-+-  i?  ou  si,  p  étant  de  la  forme 
4fn — I,  Il  est  un  nombre  pair.  Dans  ces  deux  cas,  la 
présence  du  facteur  2  dans  X  n'exige  aucune  modifica- 
tion, et  la  formule  (6)  subsiste. 

Mais  il  n'en  est  plus  ainsi,  dans  le  cas  qu'il  nous  reste 
à  examiner,  savoir  celui  où  p  est  delà  forme 4 ''z  —  i  et  où 
(X  est  un  nombre  impair,  X  étant  divisible  par  une  puis- 
sance de  2  supérieure  à  la  première;  il  importe  d'exa- 
miner ce  cas  avec  attention.  Dans  Thypotlièse  où  nous 
nous  plaçons,  on  a 

t  et  s  étant  des  nombres  impairs  et  les  exposants  i, 
]  étant  égaux  ou  supérieurs  à  2.  Gomme  ^l  est  impair, 
la  première  de  ces  formules  donnera 

p'--  =  2'  ô  —  I , 

Q  étant  un  nombre  impair  ;  en  outre,  l'exposant  q  devant 
être  pair,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  on  aura,  en  élevant 
la  précédente  formule  à  la  puissance  q, 

^  |p!^— I    Q.'-H-i  L  I      1.2 

V  1.2.../  J 

le  rapport  du  terme  général  entre  parenthèses  au  premier 
terme  est 

1.2.  ..(/—l)  "  /•         ' 

i  étant  au  moins  2,  si  l'on  prend  k^>i^  le  dernier  facteur 
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de  cette  expression  sera  supérieur  à  i ,  etla  fraction  irré- 
ductible qui  lui  est  égale  aura  un  numérateur  pair  ;  d'ail- 
leurs les  autres  facteurs  sont  entiers,  donc  le  premier  des 
termes  entre  crochets,  dans  la  formule  (7),  renferme  le 
facteur  2  à  une  puissance  moins  élevée  que  les  termes  sui- 
vants. Alors  si  l'on  désigne  par  w  le  plus  petit  nombre  de 
facteurs  2  qu'il  faille  introduire  dans  q  pour  que  Fexpres- 
sion  (3)  soit  entière,  on  aura 

w  =  I       ou      w  rrry  —  /  H-  l , 

savoir  w  =  i ,  si  l'on  a 

y  <  ou  =  /, 
car  il  suffît  alors  que  q  soit  pair  ;  et  w  :=/  —  i  4- 1 ,  si  l'on  a 

J>i- 

D'ailleurs,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  q  ne  doit  contenir 
que  les  seuls  facteurs  premiers  impairs  de  1  ;  donc  on  a 


q  = 

2^ 

—      ou      < 

et  par 

suite 

(8) 

lu 

OU 

(9) 

La  formule (8)  a  lieu  dans  le  cas  de  j<Ch  ^t  la  for- 
mule (9)  dans  le  cas  de  j^  i;  les  deux  formules  coïn- 
cident quand  j  =  i. 

356.  Nous  allons  développer  actuellement  les  consé- 
quences de  l'analyse  précédente.  Considérons  d'abord 
le  cas  où  la  formule  (6)  a  lieu,  et  désignons  par  N  le 
nombre  des  fonctions  entières  irréductibles  du  degré  v 
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qui  appartiennent  à  l'exposant  n,  on  aura  (n°  35^) 

_  l{n]  _  l[ri) 

OU,  à  cause  de  la  formule  (2), 

Soit  7z'  un  nombre  contenant  tous  les  facteurs  premiers 
de  71  avec  des  exposants  quelconques,  mais  n'en  conte- 
nant pas  d'autres,  on  aura 

'. —  — .  U — _, 

fi  n 

et  puisque — ,  —  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n 


et  de  p'' —  I ,  on  peut  prendre 


d 


Remplaçant  donc  n  par  cette  valeur  /z',  l'expression  de  N 
devient 

(.0,        .      "  =  JK-^)' 

d'où  il  résulte  que  N  représente  aussi  le  nombre  des  fonc- 
tions irréductibles  de  degré /jl  qui  appartiennent  à  l'expo- 
P'-  —  I 


sant 


d 
Posons,  pour  abréger, 


— — —  z=.  rjj      d'où      n  =  âl, 


et  décomposons  x'^ — i  en  facteurs  irréductibles  suivant 
le  module  p;  soit 

(.1)  .r'  ~  l  =  F{.r]F,{x]¥,[x).  .  .+px{.r]. 
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pL  est  le  plus  petit  nombre  tel,  que  xp'' —  i  soit  divisible 
par  x^  —  I  suivant  ]e  module/?;  car,  s'il  en  était  autre- 
ment et  que  c^  divisât  p^^' — i,  p'  étant  <^|ui,  le  nombre 
p''' — I  renfermerait  tous  les  facteurs  premiers  de  7i,  ce 
qui  est  contre  l'hypothèse.  Cette  remarque  nous  confirme 
ce  fait  qui  résulte  d'ailleurs  de  notre  analyse,  savoir,  que 
le  degré  de  chaque  facteur  irréductible  de  la  formule  (i  i) 
est  égal  à  ^  ou  à  un  diviseur  de  y.. 

Remplaçons  maintenant  x  par  x^  dans  la  formule  (  1 1  ), 
il  viendra 

(12)        .r'^— 1  =  F(x^')Fi(.r^;F2(.r^-)H-.  .  . -f-/?x(x^-). 

Soient 

{l3)  F(.r),    F,(.r),    ...,    F^_,{x) 

lesN  facteurs  du  degré  (j.  de  la  formule  (i  i),  il  est  évi- 
dent que,  dans  la  formule  (12),  les  facteurs  du  degré 
AUL  =z  y  seront 

{i4)  F(-^').  Fi(-^').  ---^   F^-i[^]' 

Or  il  y  a  N  fonctions  irréductibles  du  degré  v,  lesquelles 
divisent  x" —  i  suivant  le  module  p;  donc  ces  fonctions 
ne  sont  autre  chose  que  les  polynômes  (  1 4)  >  ce  qui  donne 
le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  — Si  l'on  a  formé  les  N  Jonctions  en- 
tières irréductibles  de  degré  p.  suivant  le  module  p,  qui 

appartiennent  a  i  exposant  — — -  ->  puis  que  i  on  j  rem- 
place x  par  x^,  X  étant  un  nombre  premier  avec  d  et  qui 
ne  renferme  aucun  facteur  premier  différent  de  ceux 
par  lesquels  p''^ — i  est  divisible,  on  obtiendra  les  IS 
fonctions  irréductibles  du  degré  l[x,  qui  appartiennent  à 

l'exposant  "k  -—,-  •   H  f(^ut  cependant  excepter  le  cas 
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oà,  p  étant  de  la  forme  \i — i ,  p.  est  un  nombre  impair 
et  \  un  nombre  divisible  par  4. 

357.  Considérons  maintenant  ce  cas  d'exception,  dans 
lequel  /?est  de  la  forme  ^m  —  i,  fx  un  nombre  impair  et  X 
un  nombre  divisible  par  4-  Alors  l'une  des  formules  (8) 
et  (9)  a  lieu,  et  si  l'on  désigne  encore  par  N  le  nombre 
des  fonctions  entières  irréductibles  du  degré  v  qui  ap- 
partiennent à  l'exposant  n,  on  aura 


N  =  ?^=:2'-5^ 


en  nommant /rie  plus  petit  des  deux  nombres  j  et/;  on 
peut  écrire  aussi,  à  cause  de  la  formule  (2), 

p       d  n 

Gomme  tous  les  facteurs  premiers  de  l'un  des  nombres 

p'- —  I  .  •    ^    1, 

n  et  — - —  appartiennent  aussi  a  1  autre,  on  peut  encore 

remplacer  ici 

p^  —  io(n) 
d  n 


par  G  (  - — , —    5  et  1  on  a 


_..-!     '     JP' 


d 


N 
-7—-  est  donc  le  nombre  des  fonctions  irréductibles  de 

degré  ^  qui  appartient  à  l'exposant  ^  =  d. 

Nous  conservons  la  formule  (n),  qui  donne  la  décom- 
position du  binôme  x^ — i  en  facteurs  irréductibles,  ainsi 
que  la  formule   (12)   qu'on  en  déduit  en  remplaçante 
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paro:^.  Ceux  des  facteurs  F  (x),  F <  (x),  ...  qui  appartien- 
nent à  un  exposant  inférieur  à  d  donneront,  dans  la  for- 
mule (12),  des  facteurs  correspondants  dont  les  diviseurs 
irréductibles  appartiendront  à  un  exposant  moindre 
que  n.   Donc  les  facteurs  irréductibles  de  x" — i  qui 

appartiennent  a  1  exposant  v  =  -~^  sont  nécessairement 
des  diviseurs  de  l'un  des  -^^^  polynômes 

F(.r^),      F,(x^),      F,(.r\l,  .,., 

qui  répondent  aux  -j-^  facteurs 


2" 

F(x),     F,(.r),     F,;^:),   ..., 


N 
sont  du  degré  A[i,  leur  nombre  est  -7— ^^  et  le  nombre 


relatifs  à  l'exposant  d.   Les   polynômes  dont   il    s'agit 

des  fonctions  irréductibles  du  degré  -~^  est  N;    donc 

chacun  de  nos  polynômes  est  le  produit  de  2^~*  facteurs 

irréductibles  du  degré  -7^'  Delà  résulte  la  proposition 

suivante  : 

Théorème  II.  —  Soient  p  liii  nombre  premier  de  la 
forme  iH — i,  où  i  n  est  pas  inférieur  à  2  et  oîi  t  est 

un  nombre  impair;  p  un  nombre  impair;  -—- —  un  divi- 
seur dep^  —  i;  A  un  nombre  de  la  forme  iJ  s,  ou  j  nest 
pas  inférieur  à  1  et  oîi  s  est  un  nombre  impair;  enfin 
k  le  plus  petit  des  nombres  i  et  j. 

Si  l'on  a  formé  les  ~j— -^fonctions  entières  irréducti- 
bles de  degré  /n  suivant  le  module  q  ijui  appartiennent  à 
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l'exposant  - — — ^  puis  quon  y  remplace  x  par  x%  le 

noinhre  A,  delà  forme  indiquée^  étant  premier  avec  d 

et  ne  renfermant  que  les  seuls  facteur  s  premiers  quifgu- 

N 
rent  dansp'"^ — i,  07i  obtiendra  —j—r^  fonctions  du  degré 

ly.,  et  chacune  d'elles  sera  décomposable  en  2^'~'  fac- 
teurs irréductibles,  ce  qui  donnera  en  tout  N  poljnômes 

irréductibles  du  des:ré  ——.  • 

3o8.  Désignons  par  ^'- une  racine  primitive  du  nombre 
premier/^;  les  fonctions  du  premier  degré  qui  appar- 
tiennent à  l'exposant  -—"—  seront  évidemment  x — ^"^', 

(X  étant  un  nombre  premier  avec  — -.-•  Si  donc  on  re- 
présente ces  fonctions  par  x  —  g^,  d  sera  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres  e  et  p  —  i.  D'après  cela, 
si  l'on  suppose  p-  =^  i ,  dans  les  énoncés  des  théorèmes  I 
et  II,  on  obtient  cette  proposition  nouvelle,  qui  a  une 
assez  grande  importance,  savoir  : 

TnÉORiiME  III. — Soient  g  une  racine  primitive  du 
nombre  premiej- p;  1  un  nombre  entier  qui  ne  renferme 
aucun  facteur  premier  différent  de  ceux  qui  divisent 
p  — ^  I  ;  e  un  nombre  entier  premier  avec  X  ;  d  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  nombres  e  et  p — i. 

i"  Si  p  est  de  la  forme  ^q  -\-i,  ou  si,  p  étant  de  la 
forme  \q  —  i,  le  nombre  X  est  impair  ou  double  d'un 
impair,  la  fonction  binôme  x^^ — g^  est  irréductible  sui- 
vant le  module  p  et  elle  appartient  à  l'exposant  \  —-t~' 

2°  Si  p  et  1  sont  respectivement  des  formes 
p  -T.  2.H  —  1 ,  1  -~  iJ s,  i  et  j  étant  au  moijis  égaux  à  2, 
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ett,  S  étant  des  nombres  impairs;  si,  en  outre,  on  désigne 
par  k  le  plus  petit  des  nombres  i,  y,  la  fonction  binôme 
x^ — ^^  est  réductible  suivant  le  module  p,  et  elle  se  dé- 
compose en  2^~'  facteurs  irréductibles  du  degré  ~^—- 

y    1,  ^   p —  I 

qui,  tous,  appartiennent  a  i  exposant  A  — ~ — 

Ce  théorème  'nous  fait  connaître,  sans  aucune  excep- 
tion, toutes  les  fonctions  binômes  irréductibles  suivant  le 
module  premier/?.  En  effet,  la  fonction  x^ — g^  (mod./?) 
ne  saurait  être  irréductible  si  X  et  e  ont  un  diviseur 
commun.  En  outre,  si  X  contient  un  facteur  premier  0  qui 
ne  divise  pas  p  —  i,  la  congruence  x^ — §^^^  (mod.p) 
aura  une  racine  et  par  suite  x^ — g^  admettra  suivant  le 
module  p  un  diviseur  de  la  forme  x — ■ol\   il   s'ensuit 

que  x^ — a  sera  pareillement  un  diviseur  de  x^ — g^. 

359.  Lorsque  p  est  un  nombre  de  la  forme  ^H  —  i  où  i 
est  au  moins  égal  à  2  et  où  t  est  un  nombre  impair,  il 
n'existe  de  fonctions  binômes  irréductibles  de  degré  X, 
ainsi  qu'on  vient  de  le  voir,  que  dans  le  cas  où  A  est  im- 
pair ou  double  d'un  impair.  Mais,  quel  que  soit  le  nombre 
pair  X,  pourvu  qu'il  ne  renferme  que  les  facteurs  pre- 
miers par  lesquels  p  —  i  est  divisible,  on  peut  former 
facilement  des  fonctions  trinômes  de  degré  1  irréduc- 
tibles suivant  le  module  p. 

En  effet,  le  nombre  p  étant,  par  hypothèse,  de  la  forme 

p  —  1't—  I, 
et  t  étant  impair,  posons 


le  nombre  v  sera  divisible  par  2%  car  X  est  pair.  Ensuite, 
si  g  désigne  une  racine  primitive  de  p  et  que  e  soit  un 
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nombre  premier  avec  A,  la  fonction 

X'  —g" 

sera,  d'après  le  théorème  III  (n°358),  décomposable  en 
2^'~*  facteurs  irréductibles  du  degré  X.  Pour  obtenir  ces 
facteurs,  remarquons  d'abord  que  2^  et  /;  —  i  ont  2  pour 

plus  grand  commun  diviseur  et  que  e  et sont  im- 
pairs ;  il  en  résulte  que  l'on  pourra  toujours  trouver 
deux  entiers  0  et  ^  tels,  que  l'on  ait 

alors,  g  étant  racine  primitive  dep,  on  aura 

§•''"=— ^*     (mod./?), 
et  la  fonction  que  nous  considérons  sera 

.7:' —  ^«'^s.r- "*'•-{-  ^2'*^     (mod.  p). 

Cela  posé,   désignons  par  u  et  w»  deux  variables;  les 
deux  fonctions 

iIiïlL       Jl^        fini        fini 

i  2  i  ,  % 

U  -{-  V  ,        M  -^  V 

seront    divisibles    algébriquement,     la    première     par 

U''~'  -^v-'~\  la  seconde  par  u  -{-v>,  car  t  et sont 

des  nombres  impairs  ;  le  produit  de  ces  fonctions  peut 
donc  être  mis  sous  la  forme 

f  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers  Mais  si  l'on 
effectue  la  multiplication  des  deux  mêmes  fonctions,  on 
trouve  le  résultat 
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nous  savons  d'ailleurs  que 

[ui'-i-vP]  =  [u-+-  i')''-i-px[u,  v); 

et  il  est  évident  que  x(">  ^)  ^^^  divisible  par  u-h  ^y  en 
sorte  qu'on  peut  écrire 

fi  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers.  En  égalant 
entre  elles  les  deux  expressions  du  produit  que  nous 
considérons,  après  avoir  supprimé  le  facteur  u-t-y^f  on 
obtient  l'identité  suivante: 

(i)    (tt H- ,)/'-i +  [«,.)    ^    ^ziy^'-'-^v-^'-')  /{u,v)-^p/,[u,v], 

oùy^ety<  sont  évidemment  des  polynômes  à  coefficients 
entiers,  fonctions  symétriques  des  variables  u  et  i^. 

Remplaçons  maintenant  u  et  u  par  les  deux  racines 
de  l'équation 

X^— ?'X  — I  — o, 

où  J  désigne  une  nouvelle  variable  ;  toutes  les  fonctions 
symétriques  entières  de  w  et  ^^,  à  coefficients  entiers, 
deviendront  des  fonctions  entières  de  ^,  dans  lesquelles 
les  coefficients  seront  encore  entiers;  la  formule  (i) 
donnera  donc 

(2)  ?'-'-.  =  E(?;H?:+/'Z(?!- 

en  posant 

ou 


3)   m=\l^^\^-^J  +[5-\/f+'r  ' 


et  en  désignant  par  cp(H),  x(^)  ^^^  polynômes  à  coeffi- 
cients entiers. 

S.  —  j4lg.  sup.,  II.  Il 
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Maintenant,  comme  le  polynôme  E(^)  est  un  divi- 
seur de 

la  congruence 

(4)  K(H)  =  o     (mod.p), 

qui  est  du  degré  2^~%  aura  2^'~^  racines,  et  en  désignant 
ces  racines  par 

Çij    Ç21    •  •  •  1    -=2'    s 
on  aura 

(5)  E(H)  =  (?-?i)(?-?2).--(?-?2'-0-+-/'^(?)' 

Tj{l)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers. 

Les  formules  (3)  et  (5)  donnent  pour  E(H)  des  valeurs 
qui  doivent  être  identiques;  si  on  les  égale  entre  elles,  et 
qu'on  pose 

^=^-^^    v/?^  +  4--ô  +  V 

il  viendra,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs, 

^{x)  désigne  un  polynôme  à  coefficients  entiers,  et  le 
signe  TT  exprime  le  produit  des  facteurs  que  représente 
l'expression 

quand  on  prend  pour  ^  chacune  des  racines  de  la  con- 
gruence (4).  Les  facteurs  dont  il  s'agit  sont  précisément 
les  fonctions  irréductibles  que  nous  voulions  trouver. 


'      b 
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Sur  une  fonction  irréductible  du  degré  p,  suivant  le 
module  p. 

360.  La  méthode  que  nous  avons  exposée  au  n^SSi  pour 
former  les  fonctions  irréductibles  n'est  guère  susceptible 
d'être  appliquée  ;  aussi  doit-on  attacher  quelque  impor- 
tance aux  théorèmes  qui  précèdent  et  qui  permettent  de 
former  directement  une  fonction  irréductible  de  degré  ï, 
lorsque  le  nombre  X  ne  renferme  que  les  facteurs  pre- 
miers du  module  diminué  de  l'unité  ;  on  verra  effective- 
ment plus  loin  que  la  connaissance  d'une  fonction  irré- 
ductible d'un  degré  quelconque,  suivant  un  module 
premier,  suffît  pour  qu'on  puisse  former  directement 
toutes  les  autres  fonctions  irréductibles  du  même  degré. 

Je  présenterai  encore  ici  une  proposition  qui  fait  con- 
naître une  fonction  irréductible  du  degré  premier  /;, 
suivant  le  module  p. 

Théorème.  —  Si  le  nombre  g  n'est  pas  divisible  pai' 
le  nombre  premier  p^  la  fonction  xP — x  —  g  est  irré- 
ductible suivant  le  module  p. 

En  effet,  soit  F  (x)  un  facteur  irréductible,  suivant  le 
module  /?,  de  la  fonction  dont  il  s'agit.  On  aura 

xi^  —  X- — g'^F(.r)  ^(.r)      (mod.y>), 

cf{.r)  étant  un  polynôme  à  coefficients  entiers.  On  tire 

de  là 

.r^'^^jc  +  §• -f- F(.r)'jJ.r)      (mod.  p), 

et,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance /^"'~<, 

xi>"'=x^'"-'  -^  g  ^Y[x]'.[x)      (mod.y?;, 

([-(x)  désignant  encore  ici  un  polynôme   à  coefficients 
entiers. 
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Faisons  successivement  /zi  =  i,  2,  3,  .  .  . ,  il  viendra 


[mod.  p). 


.r/'W  xP  -f-  §•  H-  F  (.r)  'f  ;.r)  ^  .r  H-  2^^  H-  F(.r)  'i.  (.r) 
.r/^'^  .r/^V  g-  -f-  F(.r)  ^  [.x]  ^  .r  H-  3^  +  F(.r)  ^  [x] 

el  l'on  aura,  quel  que  soit  m, 

xP'"^a: -\- mg -hF[.r)f[x)      [mod.  p). 

Supposons  maintenant  que  îh  désigne  le  degré  de  F(jr); 
alors,  F(jr)  divisant  xP'" — x,  la  formule  précédente 
exige  que  l'on  ait 

mg^o     ou     m^o     [mod.  p]; 

m  étant  ainsi  un  multiple  de  p,  on  a  7?iz=z  p;  par  suite 
F(x)ne  peut  être  que  la  fonction  xP  —  x  —  g  elle-même. 

Classijlcation  des  fonctions  réduites  suivant  un  module 
prenne/'  et  suivant  une  fonction  irréductible. 

361.   Soit  F(x)  une  fonction  entière  irréductible  sui- 
vant le  module  premier/?;  si  l'on  pose 

f  [.x]  z=i  o Q  -{-  a^^x  -\-  a^  x^  -\- .  .  .  -\-  a.,^<^x''~\ 
ao,  ai,  .  .  .,  fl,_,  étant  des  entiers  compris  entre  o  et 
p  —  I,  ou  entre  —  ^-^-i  et  -H »/(-^)  sera  l'expres- 
sion générale  des  fonctions  réduites  suivant  le  module  j) 
et  suivant  la  fonction  irréductible  F(x).  Le  nombre  total 
de  ces  fonctions  réduites  est  p^  et  nous  avons  vu  que  cha- 
cune d'elles  satisfait  à  la  condition 
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qui  exprime  que  la  fonction 

est  divisible  par  F(.x)  suivant  le  module  p. 

Nous  nous  proposons  d'établir  ici  à  l'égard  des  fonc- 
tions y(x)  une  classification  de  tout  point  semblable  à 
celle  que  nous  avons  faite  pour  les  nombres  entiers  dans 
le  Chapitre  précédent.  L'analyse  que  nous  allons  déve- 
lopper ne  suppose  pas  le  théorème  que  nous  venons  de 
rappeler;  celui-ci,  au  contraire,  se  présentera  comme 
une  conséquence  de  cette  analyse. 

Dans  ce  qui  va  suivre  je  ferai  usage  d'une  notation 
particulière  qu'il  convient,  je  crois,  d'introduire  dans 
la  théorie  qui  nous  occupe.  Puisque  nous  écrivons 
A^B(mod.  p)  pour  exprimer  que  la  différence  des 
nombres  A  et  B  est  divisible  par  p,  il  semble  naturel 
d'admettre  la  notation 

^(x)=/(^)     [mod.p,  F(.r)] 

pour  exprimer  que  la  différence  des  deux  fonctions  en- 
tières ^(x),  f{oc)  est  divisible,  suivant  le  module  p,  par 
la  fonction  irréductible  ¥[x).  Celle-ci  prendra  alors  le 
nom  àe  fonction  modLLlaire,  et  je  dirai  que#(x)  etj'[x)  . 
sont  cojigrues  suwant  le  module  p  et  suivant  la  fonction  \  à  #  .^ 
modulaire  F(x).  Enfin,  pour  abréger  le  langage,  je  don-         f 
nerai  le  nom  de  résidus  minima  aux  fonctions  réduites 
suivant  le  module  et  suivant  la  fonction  modulaire. 

# 
362.   Cela  posé,  soit  X  l'une  quelconque  des  p' —  i  va- 
leurs def{x)  autres  que  zéro  ;  nous  ferons,  dans  ce  qui  va 
suivre,  abstraction  de  la  valeur  zéro.  Les  résidus  minima 
des  termes  de  la  suite 

I,  X,  X-,  X^    .  .  . 

seront  aussi  des  valeurs  de  y  (j:).  Mais,  parce  quey(a) 
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n'a  que  p' — i  valeurs  distinctes,  il  faut  que  quelques- 
unes  de  ces  valeurs  se  trouvent  reproduites  une  infinité 
de  fois  dans  la  série  des  puissances  de  X.  Supposons  que 
l'on  ait 

X"+"'  =  X'^'     [mod./?,  F(x)], 
ou 

X"'(X"-i)=o     [mod./?,  F(x]j. 

Gomme  X"  ne  peut  être  divisible  par  F(x),  suivant  le 
module  p,  il  faut  que  l'on  ait 

X"  =  i     [mod. /?,  F(^]], 

et,  par  suite, 

X2'-^=i,     X3'^  =  i,      ...      [mod. /?,  F[.r)]. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  puissances  de  X  congrues  à 
l'unité.  Soit  n\e  plus  petit  nombre  tel,  que  l'on  ait 

X"  =  i      [mod.p,   F  (a:]], 

on  aura  ces  n  valeurs  de  f[x)  dont  les  résidus  minima 
seront  distincts,  savoir 

(i)  I,  X,  x^  xs  ...,  X— ^ 

Si  l'on  a// —  I  =  71,  la  suite  (i),  ou  celle  de  ses  résidus 
minima,  comprendra  toutes  les  valeurs  de  J'(jc). 

Si  l'on  a  p' —  I  >  n,  soitXj  l'une  des  valeurs  dej'[x) 
qui  ne  sont  pas  comprises  parmi  les  résidus  minima  de 
la  suite  (i);  en  multipliant  les  fonctions  (i)  parX,,  on 
obtient  les  nouvelles  fonctions 

(2)  Xi,  XXi,  X^Xi,    ...,  X'-'-^Xi, 

dont  les  résidus  minima  sont  distincts  ;  car  soient  7^'  et  n'' 
deux  nombres  inférieurs  à.  ji;  si  l'on  avait 

X«'Xi  — X"''Xi  =  o     [mod.p,  F(^)], 

comme  X|  ne  peut  être  divisible  par  F  [a:),  suivant  le 
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module  p,  on  aurait 

X''^'-X"''~o     [mod.p,   r(.r)], 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  En  outre,  les  quantités  (2) 
sont  distinctes  de  (i);  car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

X'''Xi  =  X'^''     [mod.p,  F[.r)], 

on  aurait,  en  multipliant  par  X"   "  , 

X'^Xi  =  X"-"'+'^''      ou     Xi  =  X"-«'-+--'"      [mod.p,  Ff.r)], 

ce  qui  est  encore  contraire  à  l'hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que  jf — •  i  est  égal  ou  supérieur  k  in. 
Si  p" — I  est  ^  in,  soit  Xo  une  valeur  de  f{x)  non 
comprise  parmi  les  résidus  minima  des  suites  (i)  et  {2). 
En  multipliant  les  fonctions  (i)  par  Xo,  on  obtient  les 
nouvelles  fonctions 

(3)  Xo,  XX2,  X'^X,,    ...,  X^-^Xg. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  prouve  que 
les  résidus  minima  de  ces  fonctions  (3)  sont  différents 
entre  eux  et  distincts  des  résidus  fournis  par  la  suite  (i); 
il  est  aisé  de  voir  qu'ils  sont  aussi  distincts  des  résidus 
de  la  suite  (2)  ;  car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

X'^'X^^X^'^Xi     [mod./?,   ¥[.T\], 

en  multipliant  par  X'*~"  ,  il  viendrait 

X'*X2^X"-'^'+'^''Xi    ou   X,  =  X''-'^'+'^''Xi    [mod./?,  F(.r)], 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que  />" — i  est  égal  ou  supérieur  kZn.  Et, 
en  poursuivant  ce  raisonnement,  on  voit  que  p' — i  est 
nécessairement  un  multiple  de  n. 

Si  n  est  le  plus  petit  nombre  tel,  que  l'on  ait 

X"  =  i     [mod./?,   F(.r)], 
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je  dirai  que  la  fonction  X  appartient  à  l'exposant  n, 
suivant  le  module  p  et  la  fonction  modulaire  F(x).  Ce 
nombre  n  étant  un  diviseur  àep' —  i ,  la  précédente  con- 
gruence  entraîne 

X^'~'  — l=o      [mod./?,  F(.r;], 

ce  qui  fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème 
démontré  au  n°  346. 

363.  Théorème  I.  —  La  fonction  F(x),  irréductible 
suivant  le  module  p,  étant  du  degré  v  et  n  désignant  un 
diviseur  quelcojique  de  p' — i,  il  y  a  autant  de  fonc- 
tions réduites  qui  appartiennent  à  V exposant  n,  suivant 
le  double  module  [/?,  F(:r)],  qu'il  j  a  d'unités  dans  le 
nombre  ^(n)  qui  exprime  la  totalité  des  nombres  pre- 
miers et  non  supérieurs  an. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  identique  à  celle 
dont  nous  avons  fait  usage  au  n°  306,  en  nous  occupant 
de  la  classification  des  nombres  entiers  relativement  à  un 
module  premier.  Nous  la  reproduirons  cependant,  à  cause 
de  l'importance  du  sujet. 

Supposons  qu'il  existe  une  fonction  Xj  appartenante 
l'exposant  n\  les  résidus  minima  des  fonctions 

(i)  I,  x„  x:,  ...,  xr' 

seront  distincts  ;  d'ailleurs,  si  <?  désigne  l'un  quelconque 
des  nombres 

I,  2,   3,    ..  .,    («— i), 

la  congruence 

X';^!      [mod. /?,  F(.r)] 

entraînera 

(2)  Xr=i     ou     (X';;"=i      [mod. /?,  F(.r)], 
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d'où  il  résulte  que,  si  l'on  substitue  chacune  des  n  fonc- 
tions (i)  à  X  dans  la  fonction 

X«  T 

on  obtiendra  n  résultats  qui  seront  divisibles  par  F(x) 
suivant  le  module  p\  donc,  d'après  la  proposition  du 
n°  345,  il  n'existe  aucune  fonction  réduite  autre  que  les 
résidus  des  fonctions  (i)  dont  la  puissance  /i''''"^  soit  divi- 
sible par  F(^)  suivant  le  module  /j>. 

Désignons  maintenant  par  ni  l'exposant  auquel  appar- 
tient X'j,  c'est-à-dire  le  plus  petit  nombre  tel,  que  l'on  ait 

(3)  (X';)'"  =  X7''— I      [mod.y^,  F(.r)]. 

La  congruence  (2)  exige  que  n  soit  un  multiple  de  iii\ 
inversement,  comme  Xf  appartient  à  l'exposant  zz,  la  con- 
gruence  (3)  exige  que  me  soit  un  multiple  de  n^  et,  par 
suite,  que  m  soit  divisible  par  zz,  lorsque  e  est  premier  à  n. 
Donc  on  a  in  =  n,  dans  celte  hypothèse;  ainsi  X*;  ap- 
partient à  l'exposant  n  lorsque  e  est  premier  à  n.  Mais, 
si  7Z  et  e  ont  un  diviseur  commun  5  ^  i,  on  aura 


{x«î^==(x9"^. 


[mod.  /?,  F(.r)]: 


et,  par  conséquent,  X^j  n'appartient  pas  à  l'exposant  /?. 
Si  donc  il  existe  des  fonctions  réduites  appartenant  à 
l'exposant  n,  le  nombre  de  ces  fonctions  est  égal  àçp(72), 
cj)(7z)  indiquant,  comme  à  l'ordinaire,  combien  il  y  a  de 
nombres  premiers  et  non  supérieurs  à  n. 

Cela  posé,  toute  fonction  réduite  appartient  à  un  expo- 
sant qui  est  l'un  des  diviseurs 

d,  d\    d\    ... 
de  p' —  I .  Si  donc  on  nomme  ^(«)  le  nombre  des  fonc- 
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lions  réduites  qui  appartiennent  à  l'exposant  n^  on  aura 

et,  par  suite, 

y^d)-^']^[cï]-\--^[d'']-^...r=o[d]  +  '^[d']  -\~^[d")  4-.... 

Mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  on  a 

•>J/(/2)  =  ©(«)       OU       'h[n]=:0\ 

le  dernier  cas  ne  saurait  jamais  avoir  lieu,  à  cause  de 
l'égalité  qui  précède  ;  donc  on  a 


Corollaire.  —  Il  y  a  <^[p'' — i)  fonctiojis  î^édaites 
qui  appartiennent  à  l'exposant  p' — i,  suivant  le  mo- 
dule p  et  la  fonction  modulaire  ¥[x). 

364.  Théorî;me  II.  —  Si  deux  fonctions  réduites  X| , 
Xo  appartiennent,  relativement  au  module  p  et  à  la 
fonction  modulaire  ¥ [x) ,  à  des  exposants  /Z|,  n^  pre- 
miers entre  eux,  le  résidu  minimum  du  produit  Xi  Xo 
appartiendra  à  l' exposant  n^  n-^. 

En  effet,  soit  s  un  exposant  tel,  que 

on  aura,  par  l'élévation  à  la  puissance  7z,, 

Xf>X-y''=i      [mod.p,   F(.t)], 

et,  puisqueX,  appartient  à  l'exposant/Zi ,  cette  congruence 
se  réduit  à 

(2)  X;">~i     [mod./>,  F(.r]], 

La   congruence  (2)  montre   que  sn^   est   un    multiple 
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de  zzo  ;  mais  Ji^  et  n^  sont  premiers  entre  eux,  donc  s  est 
divisible  par  722-  D'ailleurs  720  est  l'un  quelconque  des 
nombres  tzi,  722,  par  suites  est  divisible  par  tz^  et  par  722  ; 
il  l'est  donc  également  par  le  produit  72^  722. 

Enfin  la  congruence  (i)  étant  satisfaite  quand  on  prend 
s  z=z  jif  Ho,  on  voit  que  Ui  n^  est  effectivement  l'exposant 
auquel  appartient  le  produit  X,  Xo. 

GoROLLAïuE  I.  —  Si  les  Jonctions  réduites  Xj ,  Xo,  . . . , 
X/  appartiennent,  relativement  au  module  p  et  à  la 
fonction  modulaire  F(x),  à  des  exposants  n^,  n,,  ...,  72/ 
qui  soient  premiers  entre  eux,  deux  à  deux,  le  résidu 
minimum  de  la  fonction  X^  X2  .  .  .  X/  appartiendra  à 
l'exposant  n^n-^  -  •  .  ni. 

Corollaire  II.  —  Si  le  nombre  /?' — ^i  est  égal  à 
r^9q'^jA'- .  .  .  ^  q^r,  .  .  .  étant  des  nombres  premiers  impairs 
inégaux,  et  si  Xo,  X|,  Xo,  .  .  .  désignent  des  fonctions 
réduites  appartenant  respectivement  aux  exposants  2^, 
q*,  r'',  .  .  . ,  le  produit  Xq  X|  Xo  .  .  . ,  ou  son  résidu  nnni- 
mum,  appartiendra  à  V exposant  p' —  i . 

Des  congruences  suivant  un  module  premier  et  suivant 
une  fonction  modulaire. 

365.  Soit  c^(X)  une  fonction  entière  de  la  variable  X, 
dans  laquelle  les  coefficients  des  puissances  de  X  soient 
des  nombres  entiers  ou  des  fonctions  entières  de  la  va- 
riable X,  prises  suivant  le  module  pet  suivant  la  fonction 
irréductible  ¥{x)  d'un  degré  quelconque  v.  Je  dirai  que 

la  valeur 

X -/(..) 

est  une  racine  de  la  congruence 

^'(X)^o     [mod. /?,   F(x)], 


iy2  COtRS  D  ALGÈBRE  SIPÉRIEURE. 

si,  après  la  substitution  de  f{x)  à  X,  la  fonction  cf(X) 
est  divisible  par  F(x),  suivant  le  module/^. 

Le  corollaire  du  théorème  démontré  au  n"  345  peut 
alors  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Une  congriwjice  du  degré  ni,  suivant  un  module  pre- 
mier et  suivant  une  fonction  irréductible,  a  au  plus  au- 
tant de  racines  qu'il  j  a  d'unités  dans  son  degré. 

366.  TnÉORiiME  I.  — ■  Soient  F(a:)  et  ^(a:)  deux  fonc- 
tions irréductibles  sidvant  le  module  p,  la  prendere  du 
degré  v,  la  deuxième  d'un  degré  égal  à  v  ou  à  un  divi- 
seur de  V.  La  congruence 

.f(X)=o     [mod. /?,   Y[x]] 

a  précisément  autant  de  racines  cjudj  a  d'unités  dans 
son  degré. 

En  effet,  le  degré  de  ^(X)  étant  un  diviseur  de  v, 
on  a 

X^'-X  =  i(X).fi(X)4-p/.(X), 

-f<  (X)  et)((X)  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers. 
D'un  autre  côté,  la  congruence 

X/"— X=so     [moà.p,   F(.r;] 

a  pour  racines  les  p^  fonctions  réduites  de  x,  zéro  com- 
pris; d'ailleurs  chacune  des  racines  de  cette  congruence 
appartient  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux 

;r"(X)  =  o,     ^i(X;  =  o     [mod.y?,   F(x;], 

et  si  l'une  d'elles  avait  moins  de  racines  qu'il  n'y  a 
d'unités  dans  son  degré,  il  faudrait  que  l'autre  en  eût 
plus  qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  sien,  ce  qui  est  impos- 
sible. Le  théorème  énoncé  est  donc  établi. 
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367.  Théouème  II.  —  Si  ^(X)  est  un  poljjiônie  du 
degré  m  dont  les  coefficients  soient  des  nombres  entiers, 
et  dans  lequel  le  coefficient  de  X'"  ne  se  réduise  pas  à 
zéro,  suivant  le  module  p ,  on  pourra  trouver  une  fonc- 
tion irréductible  ¥  (x)  suivant  le  module  p  telle,  que  la 

<î>(X)  =  o     [mod./?,  Y[x]] 

ait  m  racines. 

En  effet,  décomposons  le  polynôme  ^(X)  en  facteurs 
irréductibles  suivant  le  module  p\  soit 

et  désignons  par  n^,  n^,  n^,  ...  les  nombres  inégaux 
par  lesquels  on  peut  exprimer  les  degrés  des  polynômes 
irréductibles  4>,,  4>2,  ....  Chacun  de  ces  facteurs  divi- 
sera, suivant  le  module  p,  l'une  des  fonctions 

X'^"'  —  X,     x^"-^  —  X,     X/'"^  —  X,      .  .  . , 

si  donc  V  désigne  le  plus  petit  nombre  divisible  à  la  fois 
par /Zi,  7Z2,  .  .  . ,  les  mêmes  polynômes  di^iseront  aussi 

X^^'—  X. 

Par  conséquent,  si  l'on  prend  une  fonction  irréduc- 
tible F(j:)  de  degré  v,  chacune  des  congruences 

*.(x: 

X 

Xl  =  o 


*2(X)=0     ^    j-j^^,^i_^^     pf^Jj 


3  \ 


aura  (n"  366)  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans 
son  degré,  et  il  s'ensuit  que  la  proposée  aura  elle-même 
autant  de  racines  égales  ou  inégales  qu'il  y  a  d'unités 


dans  son  degré. 
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Propriétés  des  racines  d'une  congruence  dont  le  premier 
membre  est  une  fonction  irréductible  de  degré  égal 
au  degré  de  la  fonction  modulaire  ou  égal  à  un  sous- 
multiple  de  ce  degré. 

368.  Théorème.  —  Si  ¥  [x)  et  i' [x)  sont  deux  fonc- 
tions entières  irréductibles  suivant  le  module  p,  la  pre- 
mière du  degré  v,  la  seconde  d'un  degré  y.  égal  à  v  ou 
à  un  sous-multiple  de  v  ;  si  en  outre  Xi  désigne  l'une 
(juelconcjue  des  racines  de  la  congruence 

(i)  #(X)  =  o     [mod.p,  F(x)], 

les  racines  de  cette  congruence  seront  les  résidus  juinima 
des  puissances 

(2)  Xi,  x/;,  xf,  ...,  x/;--'. 

En  effet,  on  a(n«347) 

^(x/r)^[.j^(xor  [mod.p), 

et  puisque  Xi  satisfait  à  la  congruence  (i),  on  aura 

;y(Xr)— G      [mod./7,    F(.r)]; 

donc  chacune  des  puissances  (2)  ou  son  résidu  minimum 
est  racine  de  la  proposée.  Il  reste  à  prouver  que  les  résidus 
de  ces  puissances  sont  distincts.  Si  l'on  avait 

X/;"'-'"^Xf'     [moà.p,  F(.rj], 

il  s'ensuivrait  ^ 

X/;"'[XfV'-0_i]  =  o     [mod./?,  F(^;], 

puis 

X/;"'(/'"-^)— lE^o     [mod./9,   F(ar)]. 

L'exposant  auquel  appartient  X,  est  donc  un  diviseur 
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de  p^^\p"  —  I  )  et,  par  suite,  un  diviseur  de  p'^  —  f ,  car  cet 
exposant  ne  renferme  pas  le  facteur  p  ;  on  a  en  consé- 
quence 

Xf'"—î  =  o     [mod. /?,    F(.r)]. 

Mais  cela  est  impossible,  puisque  iz  est  <^/a;  donc  les 
résidus  des  puissances  (2)  sont  distincts. 

Corollaire.  —  SiF[x)  désigne  une  Jonction  irré- 
ductible du  degré  v  suii^ant  le  module  premier  p,   la 

congruence 

F(X)  =  o     [mod. /v,   F(.r)] 

a  pour  racines  les  résidus  minima  des  v  puissances 

Des  racines  prindtives  de  la  congruence 

X/^ -1—1  =  0     [mod. /?,  F(j:)]. 

369.  Quelle  que  soit  la  fonction  entière  ^ [oc)  de  de- 
gré V,  irréductible  suivant  le  module  premier  p,  parmi 
les  p' — I  racines  de  la  congruence 

(,)  ^P'-^-i^o     [moà.p,   F(.r)], 

il  y  en  a  (^[p^ — i)  qui  appartiennent  (n°  363)  à  Texpo- 
sant  /?" —  I  ;  nous  les  nommerons  racines  primitives. 

Si  X  désigne  l'une  quelconque  des  racines  primitives, 
les  racines  de  la  précédente  congruence  seront  les  résidus 
minima  des  puissances 

X,  x^  x^  ...,  x^-». 

Le  nombre  p^ —  i  étant  décomposé  en  un  produit 
9^q^r^' .  .  .  de  facteurs  premiers,  pour  avoir  une  racine 
primitive  de  la  congruence  (1),  il  suffira,  d'après  le  co- 
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rollaire  II  du  n''  364,  de  former  les  congruences 

(2)  X^'  — 1=0,  X'/'"  — 1^0,  X'-^  — 1^0...  [mod./?,  F(:r)], 

et  de  chercher  des  racines  de  ces  congruences  qui  appar- 
tiennent respectivement  aux  exposants  2°,  q^,  r^,  .... 
Ces  dernières  racines  peuvent  être  nommées  primitives  à 
l'égard  de  celles  des  congruences  (2)  auxquelles  elles  se 
rapportent. 

Si  la  fonction  modulaire  ¥ [x)  est  choisie  parmi  les 
fonctions  irréductibles  du  degré  v  qui  appartiennent  à 
l'exposant  // — i,  il  est  évident  que  les  // — i  racines 
de  la  congruence  (i)  seront  les  résidus  des  puissances 

car  X  est,  dans  ce  cas,  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence. 

370.  Lorsque  l'on  connaît  une  fonction  irréductible 
¥ [x)  de  degré  v,  relativement  au  module  p,  et  qu'on  a 
obtenu,  au  moyen  de  cette  fonction,  une  racine  primi- 
tive de  la  congruence 

(i)  X'^-^  — 1  =  0     [mod. /?,  F(.r)], 

on  peut  trouver  facilement  toutes  les  fonctions  irréduc- 
tibles dont  le  degré  est  égal  à  v  ou  à  un  diviseur  de  v.  En 
d'autres  termes,  on  peut  effectuer  la  décomposition  de  la 
fonction 

x^''  —  x     ou     X^'^  —  X 

en  facteurs  irréductibles  suivant  le  module  p. 

En  effet,  soit  X,  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence (1);  toute  puissance  X^j  sera  racine  d'une  con- 
gruence telle  que 

(2)  5^(X)^o     [mod./?,   F(.r)j, -■ 
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cf  (X)  étant  une  fonction  irréductible  suivant  le  module  /?, 
dont  le  degré  u  est  égal  à  v  ou  à  un  diviseur  de  v.  Alors 
les  racines  de  la  con2:ruence  (2)  seront  (n"  368) 


(3)  x%  X7',  X';.%  .. 

et,  comme  on  doit  avoir 

(4)  X7''==X';      ou     X'y-'^=i     [mod.p,   F[x)l 
l'exposant  e[p^ — i)  sera  un  multiple  dep' — i.  Posons 

p'  —  I  =  mn, 

et  supposons  que  m  soit  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  nombres  e  et  p' — i  ;  la  condition  pour  que  la  con- 
gruence  (4)  ait  lieu  se  réduira  à  celle  de  la  divisibilité 
de  p^ —  I  par  n.  Mais,  pour  que  les  fonctions  (3)  soient 
effectivement  distinctes,  il  faut  en  outre  que  ^  soit  le  plus 
petit  nombre  tel,  que  p'' —  i  soit  divisible  par  ji. 

Le  degré  (j.  de  la  congruence  (2)  étant  ainsi  déterminé, 
on  aura  identiquement  (n"  345) 

l(X)  =  (X— X';)(X  — X7)...;X  — X7"'"')    [mod.p,  F(.r)], 

et,  après  avoir  effectué  le  produit  des  binômes  contenus 

dans  le  second  membre  de  cette  formule,  on  aura  une 

expression  de  ^(X)  de  laquelle  la  variable  x  aura  disparu. 

On  pourra  former  de  cette  manière  toutes  les  fonctions 

irréductibles  dans  lesquelles  la  fonction  X^  — X  peut 

être  décomposée. 

Si  l'on  désigne  par  k  l'exposant  auquel  appartient  Xf , 

on  aura 

X^,-~i      [mod.p,  F(x)], 

d'où  il  résulte  que  ke  est  divisible  par// — i  =.71171,  et 
que,  par  suite,  k  est  un  multiple  de  7i;  mais  comme  la 

S.   —  ^Ig.  Slip.,    II.  12 
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congTuence  précédente  est  satisfaite  par /:  =  tz,  on  voit 
que  Xj  appartient  à  l'exposant  n. 

Je  dis  en  outre  que  la  fonction  irréductible  ^(X)  ap- 
partient à  l'exposant  n.  En  effet,  désignons  par  5^i  (X) 
et  ^(X)  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  X''  —  i 
par  ^(X)  suivant  le  module  p^  on  aura 

X«-i3:.:^'(X)3^l(X)  -f-*(X)  -^PZ(X), 

•^  étant  une  fonction  entière.  Gela  posé,  les  congruences 

X"— 1  =  0,      #(X)  =  0     [mod./?,  r(.r)] 

admettent  les  p.  racines  qui  forment  la  suite  (3);  donc  ces 
racines  appartiendront  aussi  à  la  congruence 

4>(X)  =  o     [mod.7?,  F(.r)],' 

et  comme  celle-ci  ne  peut  ê  tre  d'un  degré  supérieur  au  — ^  i , 
elle  est  nécessairement  identique  et  l'on  a 

(l>(X)^o     (mod.  p), 
d'où 

X"_i=r.f(X)#,(X)-l-/.x(X), 

ce  qui  exprime  la  proposition  énoncée. 

371.  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  si  l'on  veut 

former  toutes  les  fonctions  irréductibles  du  degré  v  qui 

appartiennent  à  l'exposant  n,  diviseur  propre  de/?' — i, 

on  posera 

/?■'  — -  I  m:  mn, 

et  l'on  prendra  ensuite  pour  e  l'un  quelconque  des  mul- 
tiples de  m  premiers  à  n.  L'expression  générale  des  fonc- 
tions demandées  sera 

cf(x)  =  (x-X';)  (x-X7)...(x-X';0    [mod./.,  F(.r)]. 
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Si  l'on  veut  avoir  les  fonctions  irréductibles  qui  appar- 
tiennent à  l'exposant  p' — i  et  auxquelles  répondent  les 
racines  primitives,  on  fera  7n  =  i,  n=zp' — i,  en  sorte 
qu'il  suffira  de  prendre  pour  e,  dans  la  formule  précé- 
dente, tous  les  nombres  premiers  kp' — i  et  kp. 

Du  point  de  uue  sous  lequel  Galois  a  envisagé  les 
congruences  suivant  un  module  premier  et  une  fonc- 
tion modulaire. 

372.  Dans  la  théorie  des  congruences  ordinaires,  on 
traite  comme  s'ils  étaient  nuls  tous  les  nombres  divisibles 
par  le  module.  Et  de  même,  dans  l'analyse  qui  se  rap- 
porte aux  congruences  de  la  forme 

^"(X,  .r)=o     [mod./?,  F(x)], 

on  opère  comme  si  les  multiples  de  F(x)  s'évanouissaient. 
Or  il  j  a  ici  une  indéterminée  x  qu'on  peut  faire  servir 
naturellement  à  l'évanouissement  des  multiples  àe¥[x)\ 
il  suffit  effectivement  de  convenir  que  cette  indétermi- 
née X  est  une  racine  imaginaire  de  la  congruence irré- 
ductible 

r(.r)  ^o     (mod.  p). 

Ainsi  peuvent  s'introduire  dans  l'analyse  de  nouvelles 
imaginaires  dont  l'emploi  offre  certains  avantages,  bien 
qu'il  ne  soit  pas  indispensable.  Cette  conception  est 
entièrement  due  à  Galois,  qui  l'a  exposée  succinctement 
dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  Fé~ 
/7m«c(t.  XIII,  p.  398)  (M. 


(')  L'article  publié  par  Galois  en  i83o  dans  le  Bulletin  de  Férussac  a 
été  réimprimé  ensuite  avec  ses  autres  Mémoires  dans  le  tome  XI  du 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 

13. 
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La  théorie  que  nous  avons  développée  nous  donne,  au 
point  de  vue  de  Galois,  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Si  i  désigne  une  racine  imaginaire  de 
la  congruence  irréductible  de  degré  v, 

r(.r)^o     (mod. /?) 

une  congruence  non  identique  de  degré  nu 

ç>(.r)  ^o     (mod. 7?) 

ne  peut  avoir  plus  de  ni  racines  distinctes  de  la  forme 

«0  -\-  u^i  -r-  a^P-  -\~  .  .  .  -H-  <2y_i  i''~'^ , 

oÎL  ao,  ai,  .  .  . ,  «v-i  désignent  des  entiers  inférieurs  à  p. 

Théorème  II.  —  La  congruence 

,TcP'  —  r  ^  G      (  mod.  p  ) 

admet  toutes  les  p*  racines  de  la  forme 

i  désignant  une  racine  de  la  congruence  irréductible 

F[x]^o     (mod./?), 
de  degré  v. 

Théorème  III.  —  La  congruence  irréductible 

F(.r)^EO     (mod.  p) 

de  degré  v  admet  v  racines  qui  peuvent  être  représen- 
tées par 


Théorème  IV.  —  Une  congruence  quelconque  non 
identique  a  autant  de  racines  égales  ou  inégales  qu'il 
j  a  d'unités  dans  son  degré;  toutes  ces  racines  soiit  des 
fonctions  entières  d'une  même  racine  imaginaire  d'une 
congruence  irréductible. 
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Théorème  V.  —  La  con^ruence 


.r/'-'^  —  i^^o     [vaoà.  p 


admet  des  racines  primitives;  chacune  de  celles-ci  est 
racine  d'une  congruence  irréductible  de  degré  v,  et  ses 
puissances  fournissent  toutes  les  racines  de  la  cou- 
gj^uence  proposée. 

Théorème  VI.  —  Si  l'on  a  yi' — i  zz^  ^^^i  r/"^.  .  .r/J,^', 
q^,  q^y  •••>  fjm  étant  des  nombres  premiers  inégaux 
et  a^y  c(.2')  '  '  ' ,  <^m  des  entiers  quelconques,  et  que  7'^, 
i^iy  •••?  i\n  désignent  des  racines  primitives  pour  les 
congruences  respectives, 

X'   — l^O,      .r  -   — 1=^0,     ...,       a-/'"   — I^O      (mod,/?), 

le  produit  /'<  /'2  .  •  •  /'m  sera  une  racine  prindiive  de  la 
congruence 

.Tf'^-~^  —  I  ^=  G     (mod.  7;] . 

application  de  la  théorie  précédente  au  cas  du 
module  7. 

373.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'examiner  quelques-uns 
des  cas  d'un  module  particulier.  Je  choisirai  à  cet  effet  le 
module  7,  qui  a  3  pour  racine  primitive,  et  je  prendrai 
les  résidus  suivant  ce  module,  entre  les  limites — 3  et 
-f-3. 

De  la  congruence  x"'  ~^  —  i  :^^o  (mod.  7).  —  Le  théo- 
rème du  n*^  358  nous  donne  immédiatement  les  trois 
fonctions  irréductibles  du  deuxième  degré 

Nous  plaçant  ici  au  point  de  vue  de  Galois,  cherchons 
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une  racine  primitive  de  la  congruence 

(i)  .r'^'— ^ — 1^0      ou     .r*^ — 1^0, 

en  partant  de  la  racine  i  de  la  congruence  irréductible 

(2)  .r^H-i^o      (mod.  7). 

A  cet  effet,  comme  48  =  2''  X  3,  il  nous  faut  connaître 
une  racine  primitive  des  deux 

(3)  .T^ — 1^0,      .x^^ — 1^0      (mod.  7). 

La  première  de  ces  congruences  a  2  pour  racine  primi- 
tive, et  les  racines  primitives  de  la  deuxième  appar- 
tiennent à 

(4)  .r^H-i^o      (mod.  7), 

laquelle,  à  cause  de  i- ^ — i,  se  décompose  en  deux 
autres,  savoir  : 

.r*  —  /^o,     ,x''-[-i^o     (mod.  7). 

Considérons  la  première 

.r*  —  /^  G     (mod.  7), 

et  posons 

x  =z  Uq  -h  ai  i, 

il  viendra 

al— ^ala^i  —  alair- —  ^a^a^^i^ -{- ali''^i     (mod.  7), 

et,  en  réduisant  à  l'aide  de  i-==  —  i, 

[al-hala]-\-a\)-{-{~Zalai-^3aoa'^—i)i^o     (mod.  7), 

d'où 

al-h  ala]-i-a\^o^      —Sala^-i-^a^a]— 1^0      (mod.  7). 

On  satisfait  à  ces  congruences  en  posant 
<^o=2,     «i  =  — 3; 


donc  la  deuxième  des  congruences  (3)  a  la  racine  prim 
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tive  2  —  3/;  par  suite  la  proposée  a  la  racine  primitive 

(5)  .r  =  2X(2  —  3/)  =  — 3-I-;     (mod.  7). 
En  élevant  au  carré,  il  viendra 

(6)  .r2  =  2  +  /-+-^2^I  +  ^ 

et,  en  éliminant  i  entre  (5)  et  (6), 

x^  —  .r-i-3^o     (mod.  7). 

Telle  est  la  congruence  irréductible  dont  dépend  la 
racine  primitive  demandée.  Si  l'on  représente  par  i  cette 
racine,  les  \'6  racines  de  la  congruence  (i)  seront  les  va- 
leurs des  puissances 

f ,       <  ,       <  ,       •  .  . ,       t     , 

réduites  par  le  moyen  de  la  congruence 
i"2  —  /H- 3^0      (mod.  7). 


374.  De  la  congruence  x"'  ~^  — 1^0  (mod.  7).  — 
Le  théorème  du  n^  358  indique,  pour  le  module  7,  l'exis- 
tence des  quatre  fonctions  irréductibles  du   troisième 

degré 

,^3  —  2,    x^  —  3,   .r"^  -1-  3,    .x'^  4-  2. 

Nous  désignerons  par  i  une  racine  de  la  congruence 

fi^  2     (mod.  7), 

et  alors  les  racines  de  la  proposée  seront  de  la  forme 

Cherchons  une  racine  primitive  de  la  congruence  pro- 
posée qui  est 

(i)         .r^*^ — 1^0     OU     x^-'i''-'^^  —  1^0     (mod.  7). 

Il  suffît  pour  cela  d'avoir  une  racine  primitive  de  chacune 
des  trois  suivantes  : 

(2)    '.r2— 1^0,     .r^"—  IE=0,     x^^ — 1^0      (mod.  7). 


i84  COURS  d'algèbre  supérieure . 

La  racine  primitive  de  la  première  des  congruences  (2) 
est  —  i;  la  deuxième  de  ces  congruences  (2)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(jc^— 1)  (^-^  —  2)  (a;3 -f- 3)^0      (mod.  7), 

et  ses  racines  primitives  sont  les  racines  des  deux  con- 
gruences 

x^^i^     x^^—Z     (mod.  7); 

donc  i  est  racine  primitive  de  la  deuxième  des  con- 
gruences (2).  Il  reste  à  trouver  une  racine  de  x^^ —  T=n^ 
ou  plutôt  de 

___^_  =  o     (mod.  7). 

Examinons  si  l'on  peut  satisfaire  à  cette  congruence 
en  posant  simplement  .r  =  «o  -1-  «i  i  au  lieu  de 
<7o  -T-  a\  i  -h  a-ii-  ;  nous  devrons  avoir 

(«0  H- «i/)'"^si      (mod.  7), 

ce  qui,  en  développant  par  la  formule  du  binôme,  et  ré- 
duisant les  puissances  de  «o?  <^i  et  i  par  les  formules 

«J'"^]i,     a\"'^\,      Pe^i     (mod.  7), 

se  réduit  à 

3[«o  —  K  ^\  +  1^0  ^\  +  <^l  ^\)  ''l^^i' 
d'où,  en  séparant, 

3<2o  —  Za\a\^\^      a\a\  ^r  aia\^ELO, 

Ces  deux  dernières  conditions  sont  satisfaites  en  posant 

âfo  =  I  ,       rt^  =  -h  I . 

Donc  —  \-\-i  est  une  racine  primitive  de  la  troisième 
des  congruences  (2).  Le  produit  des  trois  quantités 

—  I ,     /,     —  I  -h  /, 
qui  est 


SECTION    III.   CHAPITRE    III.  I OJ 

sera  donc  une  racine  primitive  de  la  congruence  proposée 

x~^ — i=EO     (mod.  7); 

par  conséquent,  cette  expression  jouit  de  la  propriété 
qu'en  l'élevant  à  toutes  les  puissances  on  obtiendra  'j^ — i 
expressions  différentes  et  de  la  forme 

Si  l'on  veut  connaître  la  congruence  irréductible  dont 
dépend  la  racine  que  nous  venons  de  trouver,  il  faudra 
éliminer  i  entre 

.r=.  i  —  i'     et     P^2     ( mod.  «j  ) . 

En  élevant  la  valeur  de  x  au  cube,  puis  réduisant  les 
exposants  de  /,  il  vient 

^3 ^  —  2  -4-  /  —  /-     (mod.  '^  ] , 

d'où 

.r^  —  j?  -4-  2  ^  o     ( mod.  -y  ) . 

Il  sera  convenable  de  prendre  pour  base  des  imagi- 
naires et  de  représenter  par  i  la  racine  de  cette  con- 
gruence, en  sorte  que  l'on  aura 

P  —  ;  H-  2  ^  G      (  mod.  7  ) , 

et  l'on  obtiendra  toutes  les  imaginaires  de  la  forme 

Hq  -f-  a^i  -r-  a^i 

en  élevant  i  à  toutes  les  puissances  et  réduisant  par  la 
précédente  congruence. 

375.  De  la  congruence  x''  ~'  —  1^0  (mod.  7).  — 
Le  théorème  du  n°  354  nous  fait  connaître  une  fonction 
irréductible  du  quatrième  degré,  suivant  le  module  7, 
savoir  : 

■ ou      X'  -f-  X^  -\-  X-  -h  X  -f-  I  ; 
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effectivement  le  module  y  est  racine  primitive  pour  le 
nombre  premier  5.  En  outre,  d'après  le  théorème  dé- 
montré au  n°  358,  chacune  des  trois  fonctions  binômes 

est  décomposable  suivant  le  module  y  en  quatre  facteurs 
irréductibles  du  quatrième  degré.  On  trouve  par  l'analyse 
du  n"  359  que  ces  facteurs  sont  respectivement 

.T^'  -\~     .X-  —  I ,  .x'''  H-  2.r^  —  2,  .x'^  -f-     .x'^  -[-  3, 

^.4  __      .^2  __  j  ^  _^4  __.  2  .r2  -  -  2 ,  JC*  —      .r2  H-  3 , 

j;*  ---  3^^  —  I,  .x^  -i-  3x^  —  2,  .r*  -.    2.x-  -4-  3, 

^*  —  3.2:-  —  I ,  .r*  —  3.^2  —  2,  x'*-~  2.x^  H-  3. 

Nous  désignerons  par  i  une  racine  de  la  congruence 

(i)  i'-'-^-^P  —  2^o     (mod.  7), 

et  nous  chercherons  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence 

(2)  .x"'^-'^  —  I  £s=  o     OU     .r^*^^  —  1^0      (mod.  7). 

Gomme  2400  =  2^  .3.5- =  Sa  X  3  X  ^5,  il  nous  faut 
connaître  une  racine  primitive  de  chacune  des  trois  con- 
gruences 

(3)  .r32 — 1^0,  .x^ — iE=o,  ,x--'  —  1^0     (mod.  7). 
Or  la  congruence  (i)  donne 

/  /v  ^2  —  sr-  \ 

(4)  I  i'  ~i  H- 3/3       (mod.  7) 


et,  par  suite, 

(.•lG)3^/,-3)16^_.  ,         (mod.   7). 

Il  résulte  de  là  que  i^  est  une  racine  primitive  de  la  pre- 
mière des  congruences  (3)  ;  la  deuxième  congruence  (3) 
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admet  2  comme  racine  primitive;  il  reste  donc  à  con- 
naître une  racine  primitive  de  la  troisième 

.r^^^sE  I      (mod.  y  ]  ; 

essayons  d'y  satisfaire  en  posant 

.r  =  ai  -h  bi-  ; 

en  substituant  cette  valeur,  réduisant  au  moyen  des  for- 
mules (4)  et  égalant  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des 
puissances  de  i,  il  vient 

2a^ -\- 3a^b~  —  2ab'*  ^o   f 

'  (mod.  7  , 

—  Za^—là^  b'^  -f-  <-//>*  4-  I  ^  G   / 

congruences  auxquelles  on  satisfait  en  posant  a  ■-=:=:?>, 
h  =  ql.  Ainsi  3i4-2i-  est  une  racine  primitive  de 
x'^^  — 1^0?  car  il  est  facile  de  s'assurer  qu'elle  ne  sa- 
tisfait pas  k  x^ —  1^0.  La  congruence  proposée  admet 
donc  la  racine  primitive 

r  ■=.  11^  [Zi  -;-  2 /-)  =  —  i"  —  3 v'^ 

ou,  en  réduisant, 

(  5  )  .r  —  —  2  -f-  ?■  -f-  3  /^  H-  2  r\ 


On  tire  de  là 


.r2=r  — I  — /  +  ;•2_3^•^ 
.r^  =  —  I  -f-  /  —  3  i^  ^11^ 
o:^— 3  —  3/4- /^ 


et,  en  éliminant  f,  on  trouve 

(  n  )  X*  —  2 .r^  —  IX  —  2^0      (  mod.  "^  ) . 

Si  l'on  désigne  maintenant  par  i  une  racine  de  cette 
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congruence  (7),  les  24^0  premières  puissances  de  i  don- 
neront toutes  les  racines  de  la  congruence 

_^24oo  —  I  ^  o     (mod.  7  ). 

376.  A  l'égard  des  fonctions  irréductibles  de  degré 
supérieur  à  4  pour  le  module  7,  je  me  bornerai,  en  termi- 
nant, à  des  indications  que  le  lecteur  pourra  développer 
sans  difficulté.  Nous  n'avons  aucun  théorème  qui  nous 
permette  de  former  directement  une  fonction  irréductible 
du  cinquième  degré  relativement  au  module  7.  Mais  il 
est  aisé  d'en  obtenir  une  par  tâtonnements.  Ainsi  on 
reconnaît  que  la  fonction 

.ly'  -h  .r  —  3 

est   irréductible  suivant  le  module  7,  parce  que,  si  le 

contraire  avait  lieu,  cette  fonction  aurait  un  diviseur  du 

premier  ou  du  deuxième  degré,  lequel  appartiendrait,  en 

même  temps,  à  la  fonction  x'*^ — i;  or  il  est  facile  de 

s'assurer  que  cette  fonction  et  la  proposée  n'ont  aucun 

diviseur  commun  suivant  le  module  7.  Il  y  a  plus,  la 

fonction  x"*  -{-  x  —  3  appartient  à  l'exposant  7^  —  i ,  en 

sorte  que,  si  l'on  désigne  par  i  une  racine  de  la  congruence 

irréductible 

P -\- i  —  3e=o      (mod.  7), 

les  y"'  —  I  premières  puissances  de  i  donneront  les  ra- 
cines de  la  congruence 

.x''''-^ — 1^0     (mod.'j). 

Dans  le  sixième  dei^ré,  il  v  a  deux  fonctions  binômes 


y 


irréductibles,  savoir  :  x^  -f-  2  et  x^  —  3,  et  il  est  facile 
de  conclure  de  l'une  ou  de  l'autre  une  racine  primitive 


de  la  congruence 


^o     fmod. 
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Par  exemple,  si  l'on  pose 

f'^=  —  2     (mod.  7), 

il  suffira  de  déterminer  une  racine  primitive  de  chacune 
des  quatre  congruences 

.r'G_i^O,    J?9  — lEESO,    .r"  — 1^0,   .r"  — 1^0      [mod.  7), 

en  procédant  comme  nous  l'avons  fait  dans  les  cas  que 
nous  avons  examinés  précédemment.  On  reconnaît  faci- 
lement que  i-f-i  est  une  racine  primitive  de  la  con- 
gruence  proposée;  cette  racine  appartient  à  la  con- 
gruence  irréductible 

(.r  —  i)'''-|-2^o     (mod.  7). 

Enfin,  dans  le  septième  degré,  nous  connaissons  une 
fonction  irréductible,  parle  théorème  du  n°  360,  savoir  : 
x'^  —  X — g,  g  étant  différent  de  zéro.  Si  l'on  désigne 
par  i  une  racine  de  la  congruence  irréductible  " 

/"  —  i  —  3  E^  o     (  mod.  7  ), 

on  reconnaîtra  facilement  que  lest  racine  primitive  pour 
la  congruence 

.r''-'  —  1=^0     (mod.  7). 
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CHAPITRE  IV. 


DÉTERMINATION  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES  IRRÉDUCTIBLES, 
SUIVANT  UN  MODULE  PREMIER,  DANS  LE  CAS  OU  LE  DEGRÉ 
EST  UNE  PUISSANCE  DU  MODULE. 


Sur  les  fonctions  entières  irréductibles,  suivant  un 
module  premier.,  dans  le  cas  oii  le  degré  est  égal  au 
module. 

377.  Dans  un  travail  qui  fait  partie  du  tome  XXXV 
des  Mémoires  de  V académie  des  Sciences,  et  dont  mon 
Algèbre  supérieure  reproduit  les  résultats,  j'ai  montré 
qu'on  peut  obtenir  immédiatement  une  fonction  entière 
du  degré  v  irréductible  suivant  le  module  premier  /?, 
lorsque  le  nombre  v  ne  renferme  aucun  facteur  premier 
différent  de  ceux  qui  divisent  p  —  i ,  et  aussi  lorsque 
ce  degré  est  précisément  égal  au  module. 

Je  me  propose  ici  de  revenir  sur  le  dernier  de  ces 
deux  cas  et  d'exécuter  la  décomposition  de  la  fonction 
jQpi'  —  X  en  facteurs  irréductibles  suivant  le  module  p. 
Posons 

'.  .,        u.       a-1  /  f/fu—l  !...(«  —  k-+-j)       „_/,. 


I  .  2  .  .  .   X- 


il  est  évident  que  l'on  aura 

(2)  X,^,^X(:-X,     (mod./.),. 

Multiplions  entre  elles  les  p  —  i  congruences  comprise 
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dans  la  formule  (2)  quand  on  attribue  à  p.  les  valeurs 
I,  2,  3.  ...  (/? — ^i)j  et  divisons  ensuite  la  congruence  ré- 
sultante par  Xo  X;) . . .  Xr,_< ,  il  viendra 

(3) x,,^x,(xr-ixxr-^^..(^r;-o  (mod.^); 

mais  la  formule  (i)  donne 

^^z=z  .x^  —  X,     et     X^,  ^  ^''^  —  .-r     (  mod.  p  ) , 

en  sorte  que  le  quotient  V  de  X^  par  X,  est  égal  au 
produit  de  toutes  les  fonctions  entières  irréductibles  de 
degré  p;  on  a,  par  la  formule  (3), 

(4)  vs(xr'-i)(xr'-i;.-.(xp-i)  (mod./,), 

et  l'on  sait  d'ailleurs  que 

(5)  X';-'-i-=(X,-ij(X,-2).,.(x,-^^:^)     (mod./p). 

Ainsi  chacun  des  facteurs  Xj"' — i  de  V  est,  d'après 
la  formule  (5),  le  produit  de  p — i  facteurs  X^  —  g,  où 
g  a  les  valeurs  i,  2,  ...  {p — 1),  et  chacun  de  ces  fac- 
teurs Xj.  —  g  est  lui-même  le  produit  de  p'''-~*  facteurs 
irréductibles  du  degré  p.  En  particulier,  le  facteur 
X^'"~^  —  I  est  le  produit  des  p — i  polynômes  irréduc- 
tibles 

(6)  .r^  —  .^  —  g, 
que  j'ai  considérés  précédemment. 

378.  Les  fonctions  entières  irréductibles  du  degré  j) 
peuvent  être  distinguées  en  p  —  i  genres,  en  compre- 
nant dans  le  p.'"^^'"^  genre  toutes  celles  dont  X{,'"'  —  i  est 
le  produit.  Le  premier  genre  comprend  les  p  —  i  fonc- 
tions (6). 

Soit  i  une  racine  de  la  congruence  irréductible 

(7)  iP—  i  —  1^0     {mod.  p), 
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les  racines  de  cette  congruence  seront 

/,      /-f-l,      ^■  H-  2,    .  .  .,      i-\-  p—i, 

et  il  est  évident  que  les  /?  racines  de  la  congruence 

x^  —  X  —  ^^o      (mod./?) 
seront 

en  sorte  que  les  fonctions  irréductibles  du  premier 
genre  sont  caractérisées  par  cette  circonstance  que  leurs 
racines  sont  des  fonctions  linéaires  de  i. 

Je  dis  que  généralement  les  fonctions  du  juc'^'""  genre 
ont  pour  racines  des  fonctions  entières  de  i  du  degré  fx. 

En  effet,  considérons  une  telle  fonction,  et  dési- 
gnons par 

(8)  /[/)  =a^-^  a^i  -\-  a^V'  -^  .  .  .  +  a^y^^v'-^ 

l'une  des  racines  de  la  congruence  obtenue  en  l'égalant 
à  zéro,  suivant  le  module  p.  D'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut,y(i)  seraracine  de  la  congruence X^^,^^  (mod.p), 
dans  laquelle  g  aune  valeur  convenable.  Exécutant  la 
substitution  et  observant  que 

\J[i\Y'^f{^i>-)^f[i^m)     fmod.p), 

il  viendra 

/(H-p)-  7  /(^"  +  y-  -  0-^-  ''•'"'  /(^'  +  p  -  2)  - . . . 
+  î-0^^-^  7/(^  +  0  +  (-iMO=^    (niûd-  pY 

Cette  congruence  est  nécessairement  identique,  car 
son  premier  membre  est  un  polynôme  en  i  de  degré  in- 
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férieurkp;  d'ailleurs  ce  premier  membre  est  la  diffé- 
rence w'^""^  de  y(i)  relative  à  la  différence  constante  i 
attribuée  à  i;  donc,  puisqu'il  se  réduit  à  la  constante  g 
différente  de  zéro,  le  degré  de /{i)  est  précisément  égal 
à  ^;  on  a,  en  conséquence, 


et     a^^i=a.^^^_=:.  ,  .=  aj,^y  =  o. 


I  .1 


379.  Il  est  aisé  d'obtenir  les  fonctions  irréductibles 
des  différents  genres.  Supposons  que  les  p  coefficients 
«0,  «n  '•?  ^^p-i  de  la  formule  (8)  restent  indéterminés, 
en  excluant  le  cas  o\iJ^[i)  se  réduirait  à  la  constante  ao, 
et  considérons  la  congruence 

(g)  /■'>[/(;•)  — .r]  =  o     (mod.p), 

dans  laquelle  X  prendra  les  p  valeurs  o,  i,  2,  ...,/? — i. 
Si  l'on  rabaisse  au-dessous  de  p  les  exposants  de  i,  en 
faisant  usage  de  la  congruence  (y),  la  formule  (9) 
donnera  p  congruences,  dont  les  premiers  membres 
seront  des  fonctions  homogènes  et  linéaires  des  puis- 
sances i^,  i^fi-,  ...,  i^~^  En  égalant  à  zéro,  suivant  le 
module /7,  le  déterminant  F (x)  formé  avec  les  coeffi- 
cients de  ces  puissances  de  i,  on  obtiendra  la  congruence 
irréductible  dont  les  racines  sont 

(lo)        /(/).  /('•+!).  •••.  /('■+P-I); 

F(x)  sera  donc  une  fonction  entière  irréductible  du 
degré  p. 

Si  l'on  fait,  pour  abréger  l'écriture, 


a,,  4-  «A_i  =  «A' 


et  qu'on  regarde  ap  comme  équivalent  à  «o>  en  sorte 
s.  -Jlg.  sup.,  II.  i3 


II 
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que  d^  représente  a^  ~\~  ap_i,  on  trouve  immédiatement 


F(.r)  =  - 


«0  — 

.T 

«1 

«2 

•         «/,-3 

«^y.-2 

«/.-i 

^p-l 

r 

X 

a^ 

.         «/;-4 

ap-i 

<^y;-2 

^p-2 

-u 

«'„~-.r-  .  . 

.         «/;-5 

^/.-v 

''a.-;j 

a-i 

«'4 

<            .. 

.    «;  — 

.r 

«1 

^/, 

^2 

< 

t 
a, 

•  «;-. 

<- 

.r 

«l 

«1 

a\ 

a\ 

•  4-^ 

<-i 

«0  — 

Telle  est  l'expression  générale  des  fonctions  irréduc- 
tibles du  degré  p  suivant  le  module  p. 

Si  l'on  veut  avoir  les  fonctions  du  |UL^èine  gg^re,  on 
fera 

et  l'on  peut  supposer  aussi 

(l3)  «;^_l=0. 

En  effet,  la  congruence  F(x)^o  (mod.  p)  est  celle 
dont  dépendent  les  racines  (10)  ;  or,  parmi  ces  expres- 
sions (10),  il  y  en  a  une,  f(^i-\-l),  dans  laquelle  le 
coefficient  de  i'''-~^  est  congru  à  zéro,  et  rien  n'empêche 
de  substituer  dans  notre  analysey'(i -h  X)  èif[i). 

Ayant  donc  égard  aux  équations  (12)  et  (i3),  si  l'on 
attribue  aux  coefficients  ao,  a^,  ...,  a^_<2,  les  valeurs 
o,  1,2,  ...,p  —  I  et  à  rtj^  les  mêmes  valeurs,  zéro  excepté, 
la  formule  (11)  fera  connaître  les  [p —  i)p^~'^  fonctions 
irréductibles  du  |ui'''™*  genre. 

Si  on  fait  l'application  au  cas  de  //  =  i  et  à  celui  de 
y.zz=z  2,  on  trouvera  : 


I  °  Pour   y.  ^=  I ,     F  (  .r  ) 
2°  Pour  a  = 


.xt'  .X  <2, 
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380.  Parmi  les  fonctions  du  [p  —  i^ème  genre,  il  faut 
remarquer  celles  qui  répondent  au  cas  où  les  coefficients 
de  la  formule  (8)  sont  nuls,  à  l'exception  de  Uq  et  a^_,  ; 
ces  fonctions  ont  pour  expression 

et  elles  ont  cette  propriété  que  les  racines  de  la  con- 
gruence  F(x)^o  (mod.  p)  sont  des  fonctions  ration- 
nelles et  linéaires  de  l'une  d'entre  elles.  Effectivement, 
la  congruence  dont  il  s'agit  peut,  si  l'on  y  introduit  la 
racine  a\ ,  se  mettre  sous  la  forme 


'0' 


.tP ^^    ^       ,       r^~       mod.»  , 

.r+  («,,_!  —  «„) 

et  l'on  sait  d'ailleurs  que  ses  racines  peuvent  être  repré- 
sentées par  ^,  xP,  xP\  ...,  xP^"~\ 


Sur  les  fonctions  ejitières  irréductibles  suivant  un 
module  premier,  dans  le  cas  où  le  degré  est  une 
puissance  du  module. 

381.  Je  me  propose  d'examiner  ici  le  cas  plus  gé- 
néral des  fonctions  entières  irréductibles,  dont  le  degré 
est  égal  à  une  puissance  quelconque  du  module  pre- 
mier p. 

Posons,  comme  dans  le  précédent  article, 

I  ^  '  1.2.../ 


IL 


4,  (._i):--i  i-.cr;^-l- ^_,)i*j:     (mod.p), 

formule  de  laquelle  résulte  la  congruence 

(2)  X,^i  — Xf:-X,     (mod./p). 


i3. 


iq6  cours  d'algèbre  supérieure. 

La  formule  (i)  peut  s'écrire  sjmbolicjfuement  de  la 
manière  suivante  : 

Xi,=  (?  — i)i*     (mod./?), 

en  convenant  que,  après  avoir  effectué  l'opération  indi- 
quée dans  le  second  membre,  on  remplacera  chaque 
puissance  ^'^~^'  de  l  par  xP^~\  Alors,  si  l'indice  [x  est 
divisible  par  une  puissance  de  /?,  et  que  l'on  fasse 

on  aura  symboliquement 

X„„»=  i?  -  .)"■"  =  [(I  -  ,)^'»]-s(|,'"-  ,)'     (mod.  p), 
c'est-à-dire 

X,,,»  ^  ^.'■■'■■"  -  l'xp'-""" +...+(- 1  )^-  ^!lii'  W'I- i±i)  ^.i-^'"  .^ , 

^  I  I  .  2 .  .  .  X- 

~h  (—1)^-'  -x^^^'"-f-(— i)^x      (mod./?); 

dans  le  cas  de  v  =  i ,  on  a 

(4)  '  Xp'"^.TP^'"'  —  X'     (mod./?). 

La  formule  (  2  )  exprime  que  X^  se  change  en  ^^^^ 
quand  on  change  x  en  xP — x;  d'ailleurs  la  même  for- 
mule se  réduit,  pour  p.  =  o,  à 

Xj  =  X^^'  —  Xq, 

ce  qui  montre  qu'on  doit  regarder  Xq  comme  étant  égal 
à  X.  Il  résulte  de  là  que,  pour  exécuter  p  fois  de  suite, 
dans  les  formules  (1)  et  (3),  le  changement  de  x  en 
xP — X,  il  suffît  d'ajouter  p  unités  aux  indices  des  fonc- 
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lions  X  qui  y  figurent.  La  formule  (3)  devient  ainsi 

+  (_,}.-.Ixf  +  {-.j'X,     (mod./.). 

382.  Je  désignerai  généralement  par  Y^  le  produit 
de  toutes  les  fonctions  entières  de  degré  p",  irréduc- 
tibles suivant  le  module  p.  D'après  la  formule  (4),  ce 
produit  est  égal  au  quotient  des  deux  fonctions  X^% 
X^"-i  ;  ainsi  l'on  a 

(6)  Xy.  =  X,,-.V„     [mod.p). 
Ensuite  la  formule  (2)  donne 

x,^,=^xf;      -x„ 

X,^,^XÎ,i      -X,^i,     ^   'mod.p]', 

multipliant  ces  congruences  entre  elles  et  divisant  la 
formule  résultante  par  le  produit  Xj^^.iXj,^2  •  •  •  ^i^-f-v-i, 
il  vient 

(7)  X,_.=X,(Xî;-'-i)(XJ:l-i)...(xp.'_,-.)     (mod.y.). 
Faisons 

IX  =  jo"— \       ^a  -t-  V  =7;", 

il  viendra,  à  cause  de  la  formule  (6), 

(8)  V„^(x;:rJ.  -  i)  (X;,7-V,-  1)  (Xf,r-\^,~  j)..,{XP7l,-i)     (mod.  p). 

Chacun  des  facteurs  li.PZ-i^i_^ — i  du  second  membre 
de  la   formule   (8)  se    décompose    en   p  —  i    facteurs 
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X/'-'^)_i  —  g,  où  g  a  les  valeurs  i,  2,  .  .  .  ,  p —  i,  et 
cette  dernière  fonction  est  elle-même  le  produit  de 
pP^-i+i-n—i  facteurs  irréductibles  du  degré  p'^. 

Il  y  a  lieu  de  distinguer  en  plusieurs  genres  les  fonc- 
tions entières  irréductibles  de  degré  p",  ainsi  que  je  l'ai 
fait  déjà  dans  le  cas  particulier  de  tz  =  i.  Je  nommerai 
fonctions  du  X^^'"^  genre  celles  dont  Xj'7J,^-,>_i  —  i  est  le 
produit,  X  ayant  les  valeurs 

I,     2,     3,      ...,     [p~i)p''-\ 
et  le  dernier  genre,  celui  qui  répond  à  X=z^  [p — i)p^~^ , 
sera  dit  le  genre  principal. 

Si  l'on  exécute  le  changement  de  x  en  xP — x,  dans 
le  second  membre  de  la  formule  (8),  chacun  des 
/?''  —  p^~^ — I  premiers  facteurs  entre  parenthèses  se 
changera  dans  le  facteur  suivant,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  plus  haut.  Quant  au  dernier  facteur  X^T^t — i,  qui 
est  le  produit  des  fonctions  irréductibles  du  genre  prin- 
cipal, il  se  changera  en  Xj'ir^ — i,  ce  qui  est  le  premier 
facteur  de  V,/^,,  c'est-à-dire  le  produit  des  fonctions 
entières  irréductibles  du  degré  p'^"^^  et  du  premier  genre. 
De  cette  considération  résulte  immédiatement  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Soit  F(.r)  une  fonction  entière  du 
degré  p^,  irréductible  suiuajit  le  module  premier  p.  Si 
cette  fonction  appartient  au  X"^'«^  genre  supposé  non 
principal,  la  fonction  ¥[xP — x)  ou  F(X,  )  sera  réduc- 
tible, et  elle  se  décomposera  en  p  facteurs  du  degré  p^, 
irréductibles  sui\^ant  le  module  p  et  appartenant  au 
{\-\-iY^^^  genre.  Mais,  si  la  fonction  ¥  [x)  de  degré  p" 
appartient  au  genre  principal,  la  fonction  F  (  xP  —  x) 
sera  elle-même  irréductible  suivant  le  module  p.,  et 
elle  appartiendra  au  premier  genre  des  fonctions  de 
degré  p^"^^ . 
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383.  Considérons  d'abord  les  fonctions  entières  irré- 
ductibles de  degré  /?"  et  du  premier  genre.  Le  produit 
de  ces  fonctions  est 

X/^7J.-i  =  n(X^«-.-^)      (mod.p), 

le  signe  de  produit  II  s'étendant  aux  valeurs  1,2,  .  .  ., 
[p  —  i)  de  g.  Le  facteur  X^/t-i  —  g  est  ce  que  devient 

X^"-'  —  I  quand  on  y  remplace  x  par  -  et  qu'on  mul- 

o 

tiplie  le  résultat  par  g\  il  s'ensuit  que  la  recherche  des 
fonctions  entières  irréductibles  du  premier  genre  est 
ramenée  à  la  décomposition  en  facteurs  de  la  seule  ex- 
pression 

(9)  X^"— > — i^xP^'      — X  —  I      (mod./>). 

Soient  F  (^)  l'un  des  facteurs  irréductibles  de  la  fonc- 
tion (9)  et  in  une  racine  de  la  congruence 

(10)  Y[x)^^o     (mod./>). 

La  racine  in  appartiendra  aussi  à  la  congruence 

(11)  Xy'-i  —  1^0     [mod. /?), 
et  l'on  aura  en  conséquence 

(12)  irl'"     — /„=i      (mod.p). 

En  tenant  compte  de  la  formule  (12),  la  congruence  { 11) 
peut  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

[x—l^yP"     — (.r— /,,)=o      (mod./?), 

et,  par  conséquent,  les  7^^""  racines  de  celte  con- 
gruence seront  données  par  la  formule 

(i3)  ar  =  /„-+-/(/„_i)      (mod./?), 

dans  laquelle  in^\  désigne  une  racine  d'une  congruence 
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irréductible  quelconque  de  degré  /?"~S  et /"une  fonc-- 
lion  entière  du  degré  /j>"~*  —  i ,  dont  les  coefficients 
peuvent  avoir  les  valeurs  o,  1,2,  ...,(^p  —  1). 

Parmi  les  valeurs  de  x  comprises  dans  la  formule  (  i3), 
figurent  les  p"  racines -de  la  congruence  (10),  et  comme, 
d'après  la  théorie  des  congruences,  l'une  de  ces  racines 
est  iP,  on  aura 

{i4)  //;_/,^^/(,V^_,)     (mod./.), 

la  fonction  y  devant  être  ici  convenablement  choisie. 
La  formule  (i4)  permet  d'éliminer  des  expressions 
qui  contiennent  les  puissances  de  i,i  au  delà  de  la 
{p  —  lyème^  gjj  introduisant  les  diverses  puissances 
de  i«_i. 

De  là  OQ  peut  conclure  que,  si  l'on  désigne  par 

'il     '2>     '3^      ■   '  '  1    hi 

des  racines  de  congruences  irréductibles  suivant  le  mo- 
dule /?,  dont  les  premiers  membres  soient  des  diviseurs 
des  fonctions  respectives 

on  aura 


Xp- 

-1,     X,,.- 

i  '■  ■ 

-',=H=I, 

"^ 

-/,=p„ 

'■'3 

-'■3= p.. 

';; 

hi  ^^  P«— 1 

;i5)  \   i'I  — /sEieeP,,       )  (mod.p 


Pj^  étant  une  fonction  entière  des  racines  i\,  i^,  •  •  •  ?  ^V, 
qui  ne  renferme  aucune  puissance  de  ces  racines  supé- 
rieure à  la  [p  —  i)i^'™e^ 

Il  reste  à  connaître  la  condition  que  doivent  remplir 
les  fonctions  Pj^  pour  que  les  valeurs  de  i\,  I2,  •  .  •    iny 
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définies  parles  formules  (i5),  satisfassent  efTectivemenl 
aux  congruences  respectives 

(i6)    Xi  — 1^0,  X^;— 1^0,  X^,s— 1^0,  ...,  X^,«-i  — 1^0    (mod./?). 

Pour  remplir  cet  objet,  nous  aurons  à  nous  appujer  sur 
un  lemme  que  nous  allons  d'abord  établir. 

384.  Lemme.  —  Soit 

une  Jonction  entière  du  degré  v<^p,  dUine  quantité  X, 
racine  de  la  congriience 

Ç/^/^"_i:  =  i      (mod./?), 

et  dont  les  coefficients  a,  réels  ou  imaginaires,  satisfont 
tous  à  la  congruence 

aJ'^    —  rt^o      (mod./?); 
si  Von  attribue  à  X^  la  valeur  f{^Q^  on  aura 
Xvy,m4.p^  1 .2. .  .  v.«v     (mod./;). 
La  démonstration  de  ce  lemme  se  déduit  très-facile- 
ment   de  la  formule   (5),    qui    donne   l'expression   de 
Xvy,;;,+p  en  fonction  de  X^.   Pour  élever  y((^)   à  la  puis- 
sance p^^'-^^i'"" ^  il  faut  répéter  v  —  /:  fois  l'opération  de 
l'élévation   à  la  puissance    /?^"';    or,    d'après    l'énoncé 
du  lemme,  cette  opération  change  *(  en  ^  -h  i   et  elle 
laisse   invariables  les  coefficients  a\  donc  l'hypothèse 
Xp  =  /('()  entraîne 

Xp(^-^)/''"^/(.  +  ,_/.)     (mod.p), 
et,  à  cause  de  la  formule  (5), 

X.,,.^,=/(^+v)-  1/(î;+v-i)-4-  ^l(^/(^4-v-2)  +  .  .  .   j 

/  [mod.  p' 

+  (-.r'^/(ç+.)+(-ir/(;) 
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Le  second  membre  de  cette  congruence  est  la  diffé- 
rence v'*^'"^  de  la  fonction  f{X,)  relative  à  la  différence 
constante  i  attribuée  à  Ç;  il  a  donc  pour  valeur 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Gomme  le  produit  i  .2.3.  .  .  [p  —  i)  est  congru  à  —  i, 
suivant  le  module  p,  on  déduit  de  ce  qui  précède  le 
corollaire  suivant,  relatif  au  cas  de  v  =^  p  —  i . 

Corollaire.  —  Si  Von  attribue  à  X^  une  valeur  re- 
présentée par  une  fonction  entière  f(^)  du  degré  p — i, 
d'une  racine  Ç  de  la  congruence  'Qp^  — C^  ^  (mod.  p), 
dont  les  coefjicients  a  satisfassent  à  la  congruence 
aP^  —  a  ^  o  (  mod.  p),  la  fonction  ls.pm+\_pm^.^  prendra 
une  ^valeur  cojigrue  au  coefficient  changé  de  signe  de 
la  puissance  Ç^~  '  daiis  /  (  (^  )  • 

385.  Revenons  maintenant  aux  formules  (i5}.  Sup- 
posons les  fonctions 

Pli     ^21      '  '  '  1     P/i— 21 

telles  que  t<,  ^2?  •  •  •  ?  i/i-^  soient  respectivement  racines 
des  n — I  premières  congruences  (i6),  et  cherchons 
dans  quel  cas  la  valeur  de  i^,  définie  par  la  dernière 
des  formules  (lo),  est  racine  de  la  dernière  des  con- 
gruences  (i6).  Il  est  évident  que  cela  revient  à  chercher 
dans  quel  cas  la  congruence 

Xi^V,,^^     (mod./?) 

entraîne 

X^;«-i^i      [mod.p]. 

Désignons  par  P;jLi  le  coefficient  de  iV'z}  dans  P«_4, 
par  P^-ii  le  coefficient  de  iV'zl  dans  F^iU,  par  PJ^^i,  le 
coefficient  de  i^zl  dans  PL^i_i,  et  ainsi  de  suite  ;  le  coef- 
ficient Pfc^^  de  ii  dans  ï^^-t^  sera  un  nombre  entier. 


SECTION    III.  CHAPITRE    IV.  '  203 

Cela  posé,  le  corollaire  du  lemme  du  n^  384  est  appli- 
cable successivement  dans  les  n  —  i  hypothèses  sui- 
vantes : 

/;;  =  «— 2,      p— I,  ■        ?—/,,_!,    /(?)  — -f-P„_i, 


EfFectivement  les  conditions  de  ce  corollaire,  savoir  : 

U'^    —  i^  ^  I ,      a^'     —  «  s=  o      ;  mod.  p  ] , 

sont  remplies  dans  chacune  de  nos  n — i   hypothèses; 
donc  la  congruence 

Xi  =  P„_i     (mod.  7?) 
entraînera  successivement  les  suivantes  : 


X,,- 

— p"-' 

■-+-1 

^ 

— 

P'-l 

X,,..- 

'-/,"-^-+-l 

= 

+ 

p(2) 

X,.-: 

l_^'^- 

^H-1 

EEE 

— 

p(3) 

•    *    •   • 

•    •    •    * 

•    * 

*   *   * 

*   • 

X,..-: 

'-/;+l 

^ 

(  — 

■  i]"--' 

!  p("— 5) 

X,,.- 

1 

= 

(_ 

-,)«- 

1  p"^-l 

(raod.  /?), 


et,  par  conséquent,  pour  avoir  X^"-'^^  i  (mod.  /?),  il 
faut  et  il  suffît  que 

c'est-à-dire  que  P^^.i  contienne  le  terme  ïf~*i^~^.  .  .i^^~î 
avec  le  coefficient  f — 1)"~*. 
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De  là  nous  pouvons  tirer  la  conclusion  suivante  : 
Pour  que  les  quantités  i^,  io,  ...,  i„,  définies  pm^ 
les  foi' mu  les  (i5),  soient  respecti^>einenl  racines  des 
cojigruences  (i6),  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  fonc- 
tion Pj^  contienne  le  terme  i{~^  z'^~^. .  .i^~^  auec  le  coef- 
ficient ( — i)'*. 

386.  Il  est  facile  maintenant  d'établir  une  règle  géné- 
rale pour  former  les  fonctions  entières  irréductibles  du 
degré  p'^  et  du  premier  genre. 

La  congruence  irréductible  de  laquelle  i^  dépend  ré- 
sulte de  l'élimination  de  i< ,  i^,  .  ,  .,  i„__^  entre  les  con- 
gruences  (i5).  Cette  quantité  i„  étant  l'une  quelconque 
des  racines  de  la  congruence  (i  i),  si  l'on  désigne  par  g 
un  entier  quelconque,  le  produit  gi,i  représentera  une 
racine  d'une  congruence  irréductible  quelconque  du 
degré  yo"  et  du  premier  genre.  Faisant  donc  gi,i  =  x,  la 
dernière  des  congruences  (i5)  deviendra 

(17)  X,EsP„_,      (mod.p), 

V,i_i  désignant  ici  une  fonction  entière  dez;<,  i-2,---  in-\, 
du  degré  p — i  par  rapport  à  chacune  de  ces  quantités, 
et  dans  laquelle  le  coefficient  de  i{^~^iÇ~^  .  .  .  if/~l  est  un 
entier  quelconque  autre  que  zéro. 

D'un  autre  côté,  on  peut  remplacer  les  racines  i^, 
i-iy  '  •  ',  in-\y  qu'il  faut  éliminer  de  la  formule  (17),  par 

—  ,—,...,  ">  g\y  g2y   •••?    §/i-i    étant  des  nombres 

Si      Si  ën—\ 

entiers,  et  il  est  évident  que  cela  revient  à  substituer 
aux  n — I  premières  congruences  (i5)  les  suivantes  : 


-'2    =P1, 


mod.  /?), 

n—\         'n—l  -t  «—2 
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OÙ  Po  est  un  entier  autre  que  zéro,  et  où  P^  n'est  assu- 
jetti, généralement,  qu'à  la  seule  condition  de  renfermer 
le  terme  i{~^  i^"^ .  .  .  i^~^  avec  un  coefficient  différent 
de  zéro. 

Si  l'on  représente  par  ^ 

F„(X,):^o     [moà.p] 

le  résultat  de  l'élimination  de  i,,  i^-,  .  .  . ,  in~\  entre  les 
congruences  (17)  et  (18),  F//(X<)  ou  F„(x^  —  x)  sera 
l'expression  générale  des  fonctions  entières,  irréducti- 
bles, suivant  le  module  p,  du  degré  />>",  et  du  premier 
genre. 

On  peut,  sans  diminuer  la  généralité  du  résultat, 
attribuer  telles  valeurs  que  l'on  voudra  aux  coefficients 
des  congruences  (18),  en  excluant  toutefois  la  valeur  "zéro 
pour  le  coefficient  de  Vl~^  if'~^,  .  .  ij,'"^  dans  P^^.  Effective- 
ment, d'après  l'analyse  du  n°  383,  i,,  /s,  ...,  i,i_^  ne 
,sont  que  des  auxiliaires  assujetties  à  la  seule  condition 
d'être  des  racines  de  congruences  irréductibles  du  pre- 
mier genre  et  des  degrés  p,p-,  ...,p"~^  respective- 
ment-, il  n'y  a  donc  pas  dans  F„(X^)  d'autres  arbitraires 
que  les  coefficients  de  P/i_i. 

La  forme  la  plus  générale  que  l'on  puisse  supposer 
à  P«_i  est  la  suivante  : 


>9) 


x(<-^'+«'r' 

g,  ttQ,    «0     .  .  .  ,    ap_2 

CL      «0     ,       «0     ,        .  .  .  ,       Up- 

'a-i  +  «2           n-t  -T-  . .  •  —  «,,_2    ^t_l^-  ^n~i}  7 

étant  des   entiers     arbitraires, 
1.2     des    fonctions    entières    de 

1      *2> 


,  i^  du  degré  yy — i,    au  plus,  par  rapport  à 
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chacune  de  ces  quantités.  Il  j  a  donc  dans  P,/_<  un 
nombre  de  coefficients  arbitraires  égala  p"~^  ;  mais  il 
est  facile  de  voir  que  ce  nombre  doit  être  diminué,  pour 
notre  objet,  de  n — i  unités.  En  effet,  les  con- 
gruences  (i8)  ne  changent  pas  quand  on  y  remplace 


respectivement  par 

/zi,  /io ,  .•.,  /«//_i  étant  des  entiers  arbitraires  et  Q,, 
Qo ,  ...,  Q,i-2  des  fonctions  convenablement  choisies, 
de  même  nature  que  P|,  Po,  ...,  P«_2.  Si  l'on  dé- 
signe par  V^  ce  que  devient  P,^  par  le  changement  dont 
il  s'agit,  la  fonction  Q,^  sera  déterminée  par  la  con- 
gruence 

QJ;  —  Q^,  El- P;  —  P^     (mod./^), 

dont  le  second  membre  ne  renferme  pas  le  terme 
i*/'""^  ;'"~' .  .  .  i''~^  ;  il  s'ensuit,  d'après  l'analyse  du  n^  385 
que  Q,,  sera  exprimable  en  fonction  des  seules  quantités 

il,  i-2,  '  •  ',  ^V- 

Il  est  donc  permis  d'exécuter  le  même  changement 
dans  le  second  membre  P/^_j  de  la  congruence  (17);  la 
forme  (19)  de  P//_i  sera  conservée,  mais  on  pourra  dis- 
poser des  indéterminées  A^,  Ao,  ...,  h„^t  pour  faire 
disparaître  Ji — ^i  termes,  par  exemple,  les  parties  con- 
stantes des  coefficients  de  /['~%  /^~-,  .  .  .,  i[[~l  dans  les 
divers  facteurs  entre  parenthèses  de  la  formule  (19); 
ainsi  donc  il  est  permis  de  supposer  que  ap_2  est  nul 
et  que  les  coefficients  a'^fj^^  n'ont  pas  de  terme  constant. 
Alors  notre  expression  de  P«_i  ne  renferme  plus  que 
/?""'  — 71 -\-  I  coefficients;  chacun  de  ceux-ci  peut  avoir 
les  valeurs  o,  i,  2,  .  .  . ,  (/?  —  i),  à  l'exception  du  coeffi- 
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cient  ^,  qui  ne  prend  que  les  valeurs  i,  2,  ...,  [p  —  i). 
Il  s'ensuit  que  le  nombre  des  fonctions  F,j(Xi)  est 
(/?  —  i)p^"  ~'S  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  plus 
haut. 

Je  dois  rappeler  ici  que  j'ai  donné  l'expression  des 
ionctions  irréductibles  de  degré  p.  En  changeant  x  en 
xP  —  X  dans  les  fonctions  du  genre  principal,  on  obtien- 
dra immédiatement,  par  le  théorème  du  n*^  382,  les  fonc- 
tions entières  irréductibles  du  degré  p-  et  du  premier 
genre. 

387.  Si  l'on  veut  se  borner  à  la  recherche  d'une  seule 
fonction  entière  irréductible  du  degré  p'^,  le  plus  simple 
sera,  en  général,  de  réduire  P,i_<  au  seul  terme  qui  doit 
y  figurer  nécessairement,  ou  à  ce  terme  augmenté  d'une 
constante.  Ainsi  l'on  prendra,  pour  la  congruence  (17), 

X,  ^  ±  /';-'  /r'  •  •  •  C  -  g     (m"d.  p), 

g  étant  une  constante  quelconque. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  de  7Z  =  2.  On  po- 
sera 

/f  — /i  =  i,      Xi  =  /f"'  — l~-       (mod.p); 

remplaçant  donc  i^  par  —  dans  la  première  congruence  ; 

il  vient 

X;'  H-  Xf~'  —  1  =  0     (mod.  p] . 

Ainsi 

XJ'  -+- Xp^  —  I ,     c'est-à-dire     {.tP  ^  x)!' -h  { .xP  -  .v ) /^-^  —  i , 

est  une  fonction  irréductible  du  degré  p^  et  du  premier 
genre. 

Considérons  encore  le  cas  de  72  =  3.  Nous  poserons 
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et  nous  ferons  en  outre 

I 


d'où 


z^-^  ^ (mod.  p] 

Xj  -h  1 


On  tire  de  ces  formules 


I        1 

T             I 

_z-?-7-' 

(mod.  /?), 

ir;-    l. 

1 

d'où 

1  -f-z 
"  =  X,-z' 

,._-X,-f-i 

1  ~  Xi  —  z 

(mod.  /?), 

et  l'élimination  de  i,  d( 

3nne 

X,(X,-4-i)(Xi'-+-Xr^-i)-Xi.  +  z^ 

zlXi  —z] 

ou,  en  désignant  par  z^ ,  Zo  les  valeurs  de  z  qui  annulent 
le  numérateur, 


Z)(Z,  —  2)  . 

=  0     (mod./?). 


(X, 


2(X,-Z) 

Multiplions  entre  elles  la  précédente  congruence  et 
celles  qu'on  déduit  de  celle-ci  par  le  changement  de  z 
en  2Z,  Zz,  '  .  ',{p  —  i)z;  remplaçons  ensuite  zP^*  par 

:  il  viendra 

Xi  +  i' 

-,o^(2.2.K-^-(x.-f-x)(2r-^zr-xr)..._.  .      , 

xf  +  xp-i 
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Faisons,  pour  abréger  l'écriture, 

P:=X,(X,-M)(X!'  +  Xr^-i), 

^  2        1  2  . 3 ...  a  1 


P  — 


P~ 


2,  /  ^  ^      7^  —  3 

-1 ^ P     2      , 

on  aura 

z,  z,  =  p,     zP-'  +  zp^  =Xf-'  +-  PQ     (mod.  p ] , 

et  notre  congruence  deviendra 

(Xi  +  i)3XiP/'-2-(Xi+i)2XiQ-i  =  o     (mod.p). 

Le  premier  membre  de  cette  congruence  est  une 
fonction  entière  irréductible  du  degré  p^  et  du  premier 
genre. 

388.  Les  formules  (i5)  du  n°  383  peuvent  être  regar- 
dées comme  définissant  un  premier  groupe  de  fonctions 
entières  irréductibles  du  premier  genre  et  des  degrés 
respectifs  p,  p^,  .  •  . ,  p'^*  Nous  allons  montrer  de  quelle 
manière  les  fonctions  irréductibles  du  degré  /?"  des  di- 
vers genres  se  rattachent  à  ce  groupe  fondamental. 

Revenons  donc  à  la  formule  (8)  et  considérons  l'un 
quelconque  des  facteurs  de  son  second  membre.  Posons 

(20)  Z,^Xj:-^-i      (mod.^); 

l'indice  ^  a  l'une  quelconque  des  valeurs 

nous  le  supposerons  mis  sous  la  forme 

^^Uo-^-cAip-hu^p^-h.  ..-h  a«_i  />«-!, 

S.  —  Ji^.  Slip.,  II.  i4 
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«oj  «o  •  •  •  >  <^n-\  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls  et  in- 
férieurs k  p. 

Désignons  par  ^o  un  entier  arbitraire,  et  faisons  gé- 
néralement 

(., )  ?,,,^.j«  +  aÇ« ,,,, + «^«  ,j.^,  ^ . . . + «<; ) ,  i^^i + r,i^  (^od.  p] 

a^,  «f,  .  .  .  étant  des  fonctions  entières  de  i^  i^,  .  .  . ,  4 
qui  se  réduisent  à  des  entiers  dans  le  cas  de  k=::^o\  la 
quantité  ^/,_^,  se  réduira  elle-même  à  l'unité  dans  le  cas 
de  ah=zo.  Quant  aux  racines  i^,  i^,  .  .  .,  i«,  elles  sont, 
je  le  répète,  définies  par  les  formules  (i5). 

Cela  posé,  je  dis  que  les  [p  —  i)p^  racines  de  la  con- 
gruence 

(22)  Zp^^o     [moà.p] 
sont  données  par  la  formule 

(23)  ^  =  ?o?i?2- • -^/i     (mod. /?), 

dont  le  second  membre  est  effectivement  susceptible  de 
[p — i)/;'*  valeurs  différentes.  Deux  de  ces  valeurs  de  x 
sont  nécessairement  distinctes,  car  leur  différence  est 
une  fonction  de  degré  inférieur  à/7  par  rapport  aux  quan- 
tités i  qui  y  figurent,  et  notamment  par  rapport  à  celle  im 
de  ces  quantités  qui  a  le  plus  grand  indice.  Si  donc  la 
différence  dont  nous  parlons  était  congrue  à  zéro,  i^  se- 
rait racine  d'une  congruence  de  degré  inférieur  à  /;"%  ce 
qui  n'a  pas  lieu. 

D'après  cela,  il  nous  suffit  de  prouver  que  la  valeur  (23) 
de  X  satisfait  à  la  congruence  (22),  et  nous  y  parvenons 
sans  difficulté  au  moyen  du  lemme  du  n®  384. 

Faisons,  pour  abréger, 

aj.  rzr  ao  -f-  v.^p  -f-  .  .  .  -+-  c/.,,p'^ 
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et 

A/,  =rl  .  2  .  .  .  «,^_i  X  I  .  2  .  .  .  a;,_2  X  ...  X  I  .  2  ...  a^.  ; 

si  l'on  applique  le  lemme  du  n^  384  dans  les  n  hypothèses 
suivantes  : 

m  —  n—1^      V=z«„_2,      prz::a— a,,_2,      ?=/„_!,      /(  i:  )  =  A„_i  ?„  ?i  . . .  Ç„_i, 
'^=='2—3,      V  — «„_3,      p  — ^— ^,,_3,       (;  =  /„_2,      /(!;)— A,j_2?o?l.-.?«-2. 


on  reconnaîtra  que  la  formule  (23)  entraîne  successive- 
ment les  suivantes  : 

^v—\'-n—i^^  A^_i  i;o ,1  •  .  .  -zn—i 


(mod.  p] 


^i*-l*u 


et,  puisque  X^,  se  réduit  ainsi  à  une  constante,  il  est  évi- 
dent que  la  congruence  (22)  est  satisfaite. 

La  formule  (23)  définit,  avec  les  formules  (i5),  les 
congruences  irréductibles  des  divers  genres  de  degré  p^K 
Celles-ci  s'obtiennent  effectivement  en  éliminant  i^, 
in,  .  ,  .,  in  de  la  formule  (23).  Par  les  motifs  indiqués 
au  n"  386,  on  peut,  en  vue  de  cette  élimination,  supposer 
nulle  la  partie  constante  du  coeffîcieatde  l'avant-dernier 
terme  des  fonctions  ^. 


i/,. 
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CHAPITRE  V. 

SUR   LA   TOTALITÉ   DES    NOMBRES   PREMIERS   COMPRIS 
ENTRE   DES   LIMITES    DONNÉES. 


Su7^  réi^aluation  approchée  du  produit   1.2. 3...  a:, 
quand  x  est  un  gj^and  nombre. 

389.  La  théorie  que  j'ai  surtout  en  vue  dans  ce  Cha- 
pitre exige  que  l'on  connaisse  les  premiers  termes  de  la 
série  par  laquelle  on  exprime  le  logarithme  du  produit 
des  j:  premiers  nombres  entiers.  Cette  série  célèbre  est 
celle  de  Stirling,  et  elle  a  faitl'objet  des  recherches  d'un 
grand  nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  je  dois  spé- 
cialement mentionner  Cauchy,  Binet,  M.  Malmsten  et 
M.  Liouville.  Mais,  parmi  les  démonstrations  diverses 
qu'on  possède  de  cette  formule,  je  ne  crois  pas  qu'il  y  en 
ait  de  plus  simple  que  celle  que  j'ai  présentée  à  l'Aca- 
démie des  Sciences,  dans  la  séance  du  2  avril  1 860,  et  que 
j'ai  reproduite  dans  une  Note  qui  fait  partie  de  la  sixième 
édition  du  Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et 
intégral  de  Lacroix.  J'ai  montré  dans  cette  Note  que  la 
formule  connue  de  Wallis  suffît  pour  établir  complète- 
ment celle  de  Stirling,  et  la  déduction  est  si  facile,  que 
la  deuxième  formule  peut  en  quelque  sorte  être  regardée 
comme  une  transformée  de  la  première.  Je  ne  reproduirai 
pas  ici  tous  les  développements  que  j'ai  donnés  ailleurs 
sur  ce  sujet,  et  je  me  bornerai  à  établir  les  seuls  ré- 
sultats qui  sont  indispensables  pour  l'objet  spécial  que 
j'ai  en  vue. 
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Rappelons  d'abord  que  la  formule  de  Wallis,  qui  sera 
notre  point  de  départ,  se  déduit  de  la  formule 

COS  2  =      I  —  -^  I  —  ^  I 7-— 

par  laquelle  on  obtient  la  fonction  q^s  z  décomposée  en 
un  produit  d'une  infinité  de  facteurs  linéaires  (^  ).  Cette 
dernière  formule  peut  s'écrire  ainsi  : 

7r  Xi  I  [  2z\   /  4-^'  \  /  4^' 


=     IH I—  -^^^         I  — 


1 

et  en  faisant  z  :=^  ->  il  vient 
2 

ou 

TT  7.    1    i   f±  IX — 2    2.r  —  2         IX  , 

_  — -î  Z  . .  .  . pour  .r  =  co   , 

2~  I    3  3  5  2a:  — 3  2.r—  I   2.r  — I     ^^  ^' 

ce  qui  est  la  formule  de  Wallis. 

390.   Cette  formule  prend  la  forme  très-simple 

lyi-^)J      __  j      fpour.r  =  GO), 

ou,  en  extrayant  la  racine  carrée, 


pour 


GO 


si  l'on  désigne  par  9(^),  soit  l'expression 
1.2.3 r 

(')  Voir  mon  Traité  de  Trigonométrie,  5''  édition,  p.  'i.i\!\. 
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soit  Je  produit  de  cette  même  expression  par  une  expo- 
nentielle de  la  forme  a^,  a  étant  une  constante  quel- 
conque. La  formule  (i)  aura  donc  lieu  si,  désignant  par^ 
la  base  des  logarithmes  népériens,  on  pose 

On  tire  de  là  la  formule  (  2  ) 

^(.r-l-i)        e  \         X j  \     ^1 

ou 

(4)       ios-JifI,=_,  +  (..^.I^,oJ,+  i„ 


la  caractéristique  log  exprimant  ici  des  logarithmes  né- 
périens. Or  on  a,  x  étant  >  i , 

,      /        I  \        I  I  I  f— i]"-^ 


x         i.rr  3.r 


d'où 


(,.+  l),og(,  +  l) 


-=■  I 


I  2  X-  1 2  .r-^ 


2  /z   /^  -f-  I        x'^ 


donc  on  a 


{5; 


l  log ~ — '—-.   nn ! 

1  '>^\^X-\-  \)  1 2  ,r-  12  .r^  4^  ■^^' 


+  ->^^ 


Dans  cette  série  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs;  en  outre,  la  valeur  absolue  du  rapport  du 
terme  de  rang  n  au  précédent  est 


n^  ~x-  n  —  2  X 
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ce  rapport  est  égal  à  -  pour  ji^:=i,  mais  il  est  inférieur 

à  -  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  2  ;  donc, 

lors  même  que  x  se  réduirait  à  i,  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (5)  décroissent  à  partir  du  deuxième 
terme.  Il  résulte  évidemment  de  là  que  l'on  a 


log 

çp(.r 

< 

I 
12a;- 

?(-)        . 

"^^ 

1 

II'- 

OU 

(6) 

Mais  on  peut  assigner  une  limite  de  -p — —.  plus  petite 

que  la  précédente,  et,  comme  elle  nous  sera  utile  plus 
loin,  il  convient  de  l'indiquer  ici. 

Si  l'on  multiplie  la  formule  (  5  )  par  .r  -h  i ,  il  vient 

(.r  -h  I  )  log  —^ — '—  — L. 


(f[x  -\-  i]        iix        1 20.r^ 

in-Z]  f-i' 


dans  cette  série,  le  terme  en  —  manque  ;  les  autres  termes 
sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  le  rapport  du 
terme  en  —  au  terme  en     ^^_^  a  pour  valeur  absolue 


I     /?  —  2 


[n—i]  ( /z  —  2 ]  -h  2  ( 7^  —  4 )  ■■•t-  ' 
ce  rapport  est  égal  à  -  pour  n=^  ^,  mais  il  est  inférieur 
à-  pour  7/^4-  Donc  les  termes  diminuent  à  partir  du 
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deuxième,  lors  même  que  x  serait  égal  à  i,  et  l'on  a 


^  -f-  1  )  log 


ou 

(7; 


log 


^  (  .r  -h  I  )  12.x 


< 


•r  +  ij  I2^[.r4-ij 

391.  La  formule  (6)  montre  que  l'on  a 

8)  -"^^e^, 


^0  étant  un  nombre  positif  inférieur  à  —  ^  on  aura  aussi, 

12 

en  changeant  :r  en  X -t-i,  X  +  2,  ...,    2X  —  i,    et    en 
désignant  par  (9, ,  Oo,  ...,^x-i  des  nombres  compris  entre 


zéro  et  — -, 
12 

9^(.r  +  i) 

f[a:-h9.) 

(9) 

f{.T-h2) 

^(.r+3) 

^(2.r-l) 

'2^-];^ 


?i2^, 


Multiplions  entre  elles  les  égalités  (8)  et  (9);  comme  la 
somme  des  x  fractions 


+ 


.r  +  2 


2..X  — 


est  moindre  que X  ^  ou  que  >  on  aura 

^       12  x^  ^       11 X 


^(2.r) 


=z  e^, 
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7 

9  étant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  — ?  et  par  suite 

'D  (  .X] 

(il)  -^7^ — ^  =  1      f  pour  x  =  col. 

'  «j)(2.r)  ^^ 

Si  maintenant  on  divise  laformule  (i)  parla  formule  (ii), 
il  viendra 

(12)  r^(^)r=i      (pourj;  =  co), 
c'est-à-dire,  à  cause  de  la  formule  (2), 

(13)  1.2.3.  ..X=:  \/lv:e~^.x^'^^[l-]-  £_^), 

Sx  désignant  une  quantité  positive  qui  s'annule  pour 
j::  =  00  ,  et  dont  nous  allons  faire  connaître  une  limite 
supérieure. 

392.   Posons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  la 
Section  II  de  cet  Ouvrage, 

(14)  r(.r-f-i)  =  1.2.3..  ..r; 

on  peut  obtenir  facilement,  par  ce  qui  précède,  une 
expression  complète  du  produit  F (.r  4-1),  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  une  expression  du  logarithme  népérien 
logr(x  -+-  i).  On  a  d'abord,  par  la  formule  (2), 

{l5)     logr(x+l)=::  -log27r— .r+   i.x -A J   !og=r-f-  ]ogf[x], 

et  l'on  a  ensuite  identiquement 

n  \  x]  a  i  V  — ■—  I  ) 

\onf[x)  =  log    /'"'    .  -I-  log  4^ — ' — -  +  .  .  . 

-h  log  —^ — '—.  -hlogy   .r-l-mH-i  ; 

mais  si  l'entier  m  croît  indéfiniment,  (^ [x  -\-  m -\-  i  ) 
tend  vers  l'unité,   d'après  la  formule  (12),  et  son  loga- 
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rithme  tend  vers  zéro  ;  on  a  donc 

(i6)       iogy(..)=yiog^i^±^)  , 

772=0 

OU,  d'après  la  formule  (4), 

777  ==  00 

(.7)   logH^)=J][(x  +  «+l)log(,+  -J_)-,] 

et  l'on  aura  en  conséquence 

logr(^+i)=  -\og2T:-~x-{-  Ix-h  ~]\o^a: 


77?  =  0 

Cette  formule  (i8),  qui  a  été  rencontrée  par  Guder- 
mann,  se  déduit  bien  facilement,  comme  on  le  voit,  de 
la  simple  formule  de  Wallis. 

393.  On  peut  tirer  la  formule  de  Stirling  de  la  for- 
mule (i8),  mais  je  n'entreprendrai  point  ici  cette  trans- 
formation et  je  me  bornerai  à  déterminer  les  limites  de 
logr(x  -h  i)  qui  nous  sont  nécessaires. 

Gomme  la  quantité  log:p(x)  est  positive,  la  formule  (i5) 
nous  donne  d'abord 

(19)       logr(.r-{-i)  >-log277— a:-h  (or-h  -jlog.r. 

Ensuite  nous   aurons,  par  la  formule  (16),  à  cause  de 
l'inégalité  (7), 

777  =:<» 

log'^(^)  <2]  7 
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or  la  fraction    .— -,  . ^  se  décompose  en 

.7?  H-  772       .r  4-  /?Z  +  I  A 


X  -h  77Z 

donc  on  peut  écrire 


-■ ^U.. 

X-^-O.         X  -r-2>  J 


La  série  contenue  dans  le  second  membre  de  cette  for- 
mule a  pour  somme  -,  et  l'on  a  en  conséquence 

log'^(.r)< , 

^     '  11 X 

puis 

(20)     logr(^+i '1  <^  -  log27:  —  ^+  (  x-\ )  log.r  H 

2  \  21/  11 X 

Les  formules  (  1 9)  et  (20)  nous  donnent  les  deux  limites 
que  nous  voulions  trouver.  En  revenant  des  logarithmes 
aux  nombres,  on  obtient 


.r  H — 

X      -, 


\    1.2.3...  x">Jn:e- 

I  i  11 

f  o  / — ■   ~  -^  +  r7~    ^  +  - 

\   i  .1.6  .  .  .X  <^sjnz  c         ^'^-^x     -, 


Extension  des  formules  précédentes  au  cas  où  x  n^est 
pas  un  nombre  entier  positif. 

394.  On  désigne habituellementpar le  symbole  T{x-{-*i) 
une  certaine  fonction  de  x  qui  a  une  valeur  déterminée 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  imaginaires  de  x,  qui 
ne  devient  infinie  que  pour  les  valeurs  de  x  égales  à  un 
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nombre  entier  négatif  et  qui  seréduit  au  produit  I.2.3...X 
quand  X  est  un  entier  positif;  elle  coïncide,  dans  ce  der- 
nier cas,  avec  la  fonction  dont  nous  venons  de  nous 
occuper. 

On  arrive  très-facilement  à  la  notion  des  fonctions  gé- 
nérales r  quand  on  cherche  à  interpoler  la  fonction  nu- 
mérique I.2.3...X,  c'est-à-dire  quand  on  cherche  à 
représenter  le  produit  \  .i,Z,  .  ,x  par  une  fonction  de  x 
qui  conserve  une  signification  bien  définie  lorsque  x 
cesse  de  représenter  un  nombre  entier  positif. 

En  effet,  soient  x  et  m  deux  nombres  entiers  positifs. 
Les  X  fractions 


m  -f-  I        m  -h  2  m  -Ar  X 

tendront  vers  l'unité  si,  x  restant  constant,  on  fait 
croître  m  indéfiniment;  il  en  sera  donc  de  même  du 
produit  de  ces  x  fractions,  et  l'on  aura 


(  m  -h  I  ]  (  m  -h  2  j .  .  .  [  m  -h  a;  ) 

î„i  désignant  une  quantité  qui  s'annule  pour  7/1^:=  co  .  On 
peut  écrire  aussi 

fi  .2.3.  .  ,  m]m^    ,  . 

I  +  £m       =1 


1.2.3.  .  .  [m-{-  x] 

ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  i .  2 . 3  .  .  .  x, 

„                             (1.2.3...  m)m'^  .        .      . 

I  .  2 . 3  .  .  .  .r  = V^ ^ '—. [\-\-  z„A. 

[x-\-\)  [x-^i)...[x^m]  ^  "'> 

Faisant  tendre  l'entier  m  vers  l'infini,  on  aura 

,   .  „  ,.  (i  .2.3.  .  .  m)m^  . 

I       l.1.6...x:=  lim   , ^— Y- ^ -. r  •>        pour  7/ZnrX     . 

^    '  [x-^i]  [x-^i)...[x-^m)       ^'  ' 

Le   second   membre    de   cette    formule    devient   infini 
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quand  x  est  un  entier  négatif,  mais  par  toutes  les  autres 
valeur  réelles  ou  imaginaires  de  a?  il  a  une  valeur  finie 
et  déterminée,  comme  on  le  démontre  très-aisément.  Si 
donc  on  pose 

(i  .2.3.  .  .  m]m'^  ,  > 

(2       r  Lr -4- 1  ==  lim  , -— Y^ ^ — 7 r     pourm=:GO   , 

on  aura,  dans  le  cas  de  x  entier  positif, 

r(ar4-i)  =  i.2.3...J:. 

Cherchons  la  valeur  de  r(-|-   Si  l'on  fait  x= 

dans  la  formule  (2),  il  vient 

(\\       (i.2.3...m)22'-"'m"^      .  - 

r    -    =  ^ ^— ^ pour  m  =00   , 

\2/  1.2,3...  im  ^^  ' 

et  en  posant,  comme  au  n°  390, 

,     ,  1 .2.3. . .m 


^[m)  =  ï> 

\liT:e'-"^m       ^ 
on  peut  écrire 

r    -)  =  i/7r~^ — ^-       pourm=:co   . 

Enfin,  comme  (p(m)   et    et- (2/72)  se  réduisent  à  l'unité, 
pour  J72=  co  ,  on  a 

r(i)=,/;. 

39o.   D'après  ce  qui  précède,  on  peut  écrire 

[i.i.Z. ,  .m\m^  .  . 

^   '  ^  '         [x -h  i]  [x -\- 1] .  .  .  [.X  ~\- m)  ^ 

Zni  étant  une  quantité  qui  s'annule  pour  m=iCO  .  On  tire 
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de  cette  formule 

OU,  en  écrivant  m-{-  i  au  lieu  de  m  et  faisant  tendre  m 
vers  l'infini, 

//z::r:0 

Cette  formule  (2)  est  équivalente  à  la  formule  (i)  et 
elle  exprime,  comme  celle-ci,  la  définition  générale  des 
fonctions  F. 

Il  est  facile  maintenant  d'établir  la  généralité  de  la  for- 
mule (18)  du  n'^  39^2.  En  effet,  cette  formule  (18)  et  la 
formule  qui  précède  s'accordent  à  donner,  par  une  double 
différentiation, 


<:/-logr(a;+  I 


2^(--^' 


les  premiers  membres  de  ces  deux  formules  ayant  ainsi 
la  même  dérivée  du  deuxième  ordre,  ils  ne  peuvent  dif- 
férer que  par  une  fonction  linéaire  de  x  ;  mais,  comme  ils 
sont  égaux  pour  toutes  les  valeurs  de  x  entières  et  posi- 
tives, on  en  conclut  qu'ils  sont  égaux,  quel  que  soit  x. 

396.  Nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  rappeler  ici 
que,  si  x  est  une  quantité  positive,  la  fonction  T[pc)  n'est 
autre  chose  que  celle  qui  a  reçu  de  Legendre  la  dénomi- 
nation à' intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce.  Efïec- 
tivement,  en  écrivant  x —  i  au  lieu  de  x,  la  formule  (i) 
du  numéro  précédent  devient 

T[x]z=:  ——^ — l (nourmr=CD   . 
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Intégrons  par  parties  la  difFérentielle  a""'*  [i—xy'Uio:,  il 
viendra 

et  comme  x  est  positive,  si  l'on  prend  les  intégrales  entre 
les  limites  zéro  et  i,  on  aura 

On  conclut  de  là,  quel  que  soit  l'entier  tz, 

pour  n  =L  uiy  l'intégrale  du  second  membre  se  réduit  à 

r  .r^+— iJarrr  — ^ — •  donc  on  a 
Jo  X  -\-  m' 


I     a^- 


^(i  ~uy"dx=z 


1.2.3.  .  .m 


ex.     doc         -,.         , 

et,  en  écrivant  -,  —  au  lieu  de  oc  et  da, 
m    m 


-\-  m—  i 


On  a,  d'après  cela 
on  peut  écrire  aussi 
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/            a  \  ^ 
La  quantité  (  i j     a  pour  logarithme 

/  a2  a»  \ 

—     aH h^— ,  -h... 

\  im       6  m-  } 

et,  OL  étant  regardée  comme  constante,  elle  atteint  son 
maximum  pour  m  =  oo  ;  ce  maximum  est  e~".  On  a  donc 

et  l'on  pourra  poser 

Jm  \       ^I  Jm 

9  étant  une  quantité  comprise  entre  zéro  et  i .  L'expres- 
sion de  r(x)  devient  alors 

-h[i  —  0)    I     a^-1  e-"c?a     (pourmzrroo  ); 
regardant  maintenant  M  comme  une  constante,  faisons 

(a  \  '" 
I \    =ze-'^, 

et  par  suite 

mais  il  est  évident  que  la  quantité  0estici rigoureusement 
nulle,  car  la  formule  précédente  a  lieu,  quel  que  soit  M, 
et  la  dernière  partie  disparaît  pour  M  =:  oo  .  On  a  donc 


0 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x. 
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Détermination  de  deux  limites  entre  lesquelles  reste 
comprise  la  somme  des  logarithmes  népériens  de  tous 
les  entiers  qui  ne  surpassent  pas  un  nombre  donné. 

397.  Soit  a  un  nombre  entier  positif;  faisons  ^  =  a-+-i 
dans  la  formule  (  19)  du  n^  393  et  retranchons  ensuite 
log(<2-4-i)  de  chaque  membre;  faisons  en  même  temps 
x=-  a  dans  la  formule  (20)  du  même  numéro,  on  aura 


log  1 . 2 . 3. .  .«>>  log  v/2~  -f-  («H- 1  )  log  («  ■ 


\o^{a 


log  i.2.3.,.<2<;]og^27r  -\-a  logrt  — a  -\~-  logrt  -4- 


I 


Cela  posé,  désignons  par  x  une  quantité  positive 
quelconque  au  moins  égale  à  i,  et  soit  a  le  plus  grand 
entier  contenu  dans  x.  On  a,  par  hypothèse. 


a_x  <'  rt  -h  I      et     a 


et  l'on  en  déduit 

[log(« 


(log.r 


\oŒa 


.r  -{-  -\  (  log.r  —  I  )  H , 


OU 


(  rt  -+-  I  )  log  (  rt  +  I  )  —  (  (2 


l0g(«    -X-l) 


(^0 


xlog.r  —  X 


log  X, 


1  II  ï 

a  logrt!  —  a  H-  -  I()g<2  H 

2  lia 


^  X  log.r  —  X  H log.r 


Des  inégalités  (i)  et  (2)  on  conclut,  en  appelant  T  (.r)  le 
S.  —  Jlg.  sup.,  11.  1  j 
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logarithme  du  produit  de  tous  les  nombres  entiers  qui 
ne  surpassent  pas  x, 


1    T[x]  7,>log-y/2  7r  -h  X  l()g,r  —  .r log.r, 

(3)      ' 

[  T(r;<logs/2  77  4-.rlog:r  — a;+  -logx-l-    ■-. 

Ces  inégalités  (3)  sont  celles  que  nous  voulions  obtenir. 

Sur  la  totalité  des  nombres  premiers  compris  entre  deux 
limites  don  nées . 

398.  Le  problème  qui  consiste  à  déterminer  combien 
il  y  a  de  nombres  premiers  compris  entrç  deux  nombres 
donnés  n'a  pas  encore  été  résolu  et  semble  présenter  les 
plus  grandes  difficultés.  M.  Tchébichef  est  le  premier  qui 
se  soit  occupé  avec  succès  de  cette  question;  dans  un 
Mémoire  présenté  en  i85o  à  l'Académie  impériale  des 
Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  cet  habile  géomètre  a 
donné  le  moyen  d'assigner  deux  limites  entre  lesquelles 
est  nécessairement  compris  le  nombre  qui  exprime 
combien  il  y  a  de  nombres  premiers  entre  deux  nom- 
bres donnés.  M.  Tchébichef  a  déduit  de  son  analyse  la 
démonstration  d'un  poslulatum  sur  lequel  M.  Bertrand 
avait  fondé  la  démonstration  d'un  théorème  important 
dont  il  sera  question  dans  la  Section  suivante.  Ce  postu- 
latum  consiste  en  ce  que  : 

//  Y  a  toujours  au  moins  un  nombre  premier  compris 
entre  a  et  ia  —  2  si  a  est  supérieur  a  -- 

Bien  que  je  sois  parvenu  à  démontrer  le  théorème  dont 
il  s'agit  sans  recourir  à  aucun  postulatum,  ainsi  qu'on  le 
verra  dans  la  Section  IV,  je  ne  crois  pas  inutile  de  pré* 
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senter  ici  l'analyse  ingénieuse  de  M.  Tchébichef,  analyse 
qui  repose  sur  des  considérations  entièrement  neuves. 

Nous  désigneroais  par  T(^),  comme  au  numéro  précé- 
dent, la  somme  des  logarithmes  népériens  de  tous  les  nom- 
bres entiers  qui  ne  surpassent  pas  z  ;  nous  désignerons  en 
outre  par  6(^)  la  somme  des  logarithmes  népériens  de 
tous  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  z.  Les 
fonctions  '^{z)  elQ[z)  se  réduisent  à  zéro  lorsque  z  est 
inférieur  à  2.    Quand  z   sera  une  quantité  composée, 

comme  (-)    par  exemple,  nous  écrirons,  pour  abréger. 


0{'-\    au  lieu  de  B 


M] 


Pi'opriété  fondamentale  de  la  fonction  B[z). 

399.  La  propriété  fondamentale  sur  laquelle  reposent 
les  recherches  de  M.  Tchébichef  consiste  dans  l'égalité 
suivante  : 

■  -(i)-(r-(îy-(i)'- 

où  les  séries  doivent  être  prolongées  jusqu'aux  termes 
qui  deviennent  zéro. 

Pour  démontrer  cette  égalité,  remarquons  que  chaque 
membre  est  égal  à  une  somme  de  termes  tels  que  A^  loga, 
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k  désignant  un  entier  et  a  un  nombre  premier.  Supposons 
que,  dans  la  suite  des  nombres  1,2,3,4?  •••?  qni  ne  sur- 
passent pas  X,  il  y  en  ait  A|  qui  soient  divisibles  par  a  ; 
nommons  aussi  Ao  le  nombre  de  ceux  qui  sont  divisibles 
para-,  et  généralement  A^-  le  nombre  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  a';  il  est  clair  que  le  coefficient  de  loga 
dans  T(x)  sera  Ah-A^- 4- Ag-t- .  -  •  .  Considérons  main- 
tenant les  termes  qui  composent  une  ligne  verticale  du 
second  membre  de  notre  égalité,  par  exemple, 


o[^h  nkl''  ni)"'  ni 

on  trouvera,  dans  cette  suite,  autant  de  termes  contenant 
loga  avec  le  coefficient  i  qu'il  y  a  de  quantités  qui  ne 
sont  pas  inférieures  à  a  dans  la  suite 


(1)  •  (I) 


Or  le  nombre  de  ces  quantités  est  évidemment  le  même 
que  le  nombre  des  quantités 

k',    2  a',    3  y.',    4^-' 7    •  •  •  ' 

qui  ne  surpassent  pasx;  ce  nombre  est  précisément 
celui  que  nous  avons  désigné  par  A^-.  Donc  le  coefficient 
de  loga  dans  le  deuxième  membre  de  notre  égalité  est 

Ai-hAs-hAa-h.  .  . ,  ce  qui  démontre  l'exactitude  de 
cette  égalité. 

Nous  ferons,  pour  abréger, 


et  alors  Fégalité  que  nous  venons  d'établir  pourra  s'écrire 
ainsi  : 

(2)      T(x)  =  .M-)  +  ■|(■^)-h■>(■^)^-■;(J)-h.... 
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Démonstration  de  deux  inégalités  auxquelles  satisfait 
la  fonction  ^  (^). 

400.   Les  deux  inégalités  que  nous  proposons  d'éta- 
blir sont  les  suivantes  : 


L'équation  (2)  du  n*^  399  donne 

-Hi)-Ki^)-^te)-Kô)— 
,-K-i)-K^5)-K^)-Kè)-- 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  de  la  forme 

A,M.'^)  +  A,.^(f)+A3.|(f)-....+A,,^(f)+.... 

A,,  A2,  A3,  ...  étant  des  coefficients  entiers.  Or  je  dis 
qu'on  a  en  général  : 

A„  ==  I,      un  n'est  divisible  par  aucun  des  facteurs  2,  3,  5; 
A„  =  o,     si  n  est  divisible  par  un  seul  des  facteurs  2,  3,  5; 
A„=:  —  I,  si /z  est  divisible  par  deux  au  moins  des  facteurs  2,  3,5; 
A„=:  —  I,  si  «  est  divisible  par  chacun  des  facteurs  2,  3,  5. 
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En  effet,  clans  le  premier  cas,  où  /z  n'est  divisiljle  par 

aucun  des  nombres  2,  3,  5,  on  ne  trouve  le  terme  ^|/  (  -  ) 

que  dans  lapremière  ligne  horizontale  du  second  membre 
de  l'équation  (i).  Dans  le  deuxième  cas,  où  n  est  divi- 
sible par  un  seul  des  nombres  2,  3,   5,  on  trouvera  le 

terme  ^f-j  avec  le  signe  —  dans  une  quelconque  des  trois 

dernières  lignes  horizontales  du  second  membre  de  l'é- 
quation (i),  et  comme  ce  terme  existe  dans  la  première 
ligne  avec  le  signe -i-,  on  trouvera  zéro,  après  la  réduc- 
tion, pour  coefficient  de  ^  (  -  )  •  Dans  le  troisième  cas, 
où  72 est  divisible  par  deux  des  nombres  2,  3,  5,  le  terme 
'|f  -  j    se  trouve  avec  le  signe  -{-  dans  la  première  ligne 

horizontale  du  second  membre  de  l'équation  (i),  et  avec 
le  signe —  dans  deux  des  trois  dernières  lignes  ;   donc  il 

ne  restera  après  la  réduction  que  — y'  (- )'  Enfin,  dans 
le  quatrième  cas,  où  zzest  divisible  par  chacun  des  nom- 
bres 2,  3,  0,  le  terme  (|/(-|   se  trouve  avec  le  signe  4- 

dans  les  deux  premières  lignes  du  second  membre  de  l'é- 
quation (1),  et  avec  le  signe  —  dans  les  trois  dernières 

lignes;  il  restera  donc  encore  — 'h  (  -  )  après  la  réduc- 
tion. Donc,  pour 

/2^3om4-i,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10, 
II,  12,  i3,  i4,  i5,  \^,  17,  18,  19,  20, 
21,    22,    28,    24,    25,    26,    27,    28,    29,    3o, 


on  a 


An— ■>»        o,        o,        o,        o,    ~i,        I,        o,        o,    — I, 

I,     —I,  I,  o,     —1,  G,  I,     —I,  I,     — I, 

o?         o?         I7    —I,         o,         o,         o,         o,         1,    — I, 
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et,  par  conséquent,  l'équation  (i)  se  réduit  à 

où  tous  les  termes  du  second  membre  ont  pour  coefficient 
-hi  et  —  I  alternativement.  Or  la  fonction  ^(z)  ne  peut 
croître  quand  z  décroît;  donc  la  série 

qui  forme  le  second  membre  de  l'équation  précédente, 
est  comprise  entre 


^(.r)     et     .;,(.,.)-.;,  (^-gj 


on  a  donc 

j  ■M'liTH+T(£)-T(:)-T(f)-T(j 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Détermination  de  deux  limites  entre   lesquelles  sont 
comprises  les  fonctions  4  ( -^ )  et  9  [z). 

401.  On  a  vu,  au  n^  397,  que  la  fonction  ï  (x)  satis- 
fait aux  deux  inégalités 


(■) 


1  T  (.r  )  <;  log  v^^rr  -f-  .v  log.r  —  .r  H log.r  H , 

/  T(.r)^logv/2  77-;-  .r  Iog.r  —  .r log^. 
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On  déduit  de  là 


3i     1  ,     ^  Vt       3i  ,  I 

-f-  ^r-  .^log.r  —  .r  logSo'  "  —  -—  .v  ~1-  log.r log  3o, 

OO  00  2 


ï(.r)  -4-Tr^^W2logy/2  7r 


3 1  —       3 1 

4-  y-  .rlog.r  —  .r  logSo^  **  —  ^^  .r  —  lo^.r  -t-  -  logSo, 
oO  oo 


et 


3  I  —     —     —  -1  r  ^ 

4-  -—  .T  log.r  —  .rlogs'  3'  5-'  —  ~  .T  -f-  -  loi^.r loir3o, 

oo  ""  oo  2  2        ^ 


e)--fi)-K9>^'"^^^^ 


-f-  ^-  ^logx  —  .rlog2'  3'  5^  —  TT-  •^- lf>S-'^  +  -  lo^3o. 

oo  ^  oo  2        ^  2        ^ 

Retranchant  la  quatrième  de  ces  inégalités  de  la  pre- 
mière, et  la  troisième  de  la  deuxième,  il  vient 


^!-)-^(3^)--œ-^na-n^ 


X  log  ^ 1-  -  logo: log  180077  H 

3o- 


T{.)+T(^)-T(fUTf?^-T^-^ 


V     ;  ....  ,         -.  _    ,         ^,3  ,         ^  .  5 


,      2^3^5^        5,  I  ,      45o        3 

:  log  ^ log.7!  H-  -  log  ^ 


3o 
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Nous  ferons,  pour  abréger, 


1   1    ± 

2    0  -i 


2.-  ?/  5" 

log  — ^ — ^ —  =  0  ,90, 1 29202 , 
3o^ 


alors  les  inégalités  précédentes  deviendront 

5                I 
<^  A^  H \ogx \og  1800  77 


T(.r]  +  T{^^-T(-^  _t(^Wt('; 


Tfxi-f-T;^'"^ 


)-'(?) -ft 


5  ,  I  -      4^^        3 

\  ^  2         ^  1         ^       T,  12 

et  Ton  voit  que  l'on  a,  à  plus  forte  raison, 

(3)  < 

Les  formules  (i)  n'ont  lieu  que  dans  l'hypothèse  de 
x^i;  d'ailleurs,  pour  former  les  inégalités  (2),  on  a 

remplacé  X  par  -5  -5  '-?  — -;  donc  les  formules  (2)  ne 
^  ^       2     3    6     3o  ^    ' 

sont  établies  que  dans  l'hypothèse  de  x^3o.  Mais  il 
est  facile  de  vérifier  que  les  formules  (3)  ont  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  i  et  3o,  et,  par 
suite,  qu'elles  ne  présentent  aucune  exception. 

Des  inégalités  (3),  combinées  avec  les  inégalités  (2)  du 
n°  400,  on  déduit 

i    -^  (.r  j  ]>  A.r log.r  —  1 , 
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La  première  de  ces  formules  donne  immédiatement  une 
limite  inférieure  de  i|;(x)  ;  la  seconde  peut  servir,  comme 
on  va  le  voir,  à  obtenir  une  limite  supérieure.  Pour  cela, 
posons 


on  aura 


/(|)  =  §A,.-h^|^Iog'-x-|log., 


et,  par  suite, 


on  a  donc 


ou  bien 


/(■^)-/(ï)  =A.r+^log^; 


</(-)-/(^M 


/W<H^)-/(i); 


.T      .T       X  ,r 


en  chane-eant  successivement  j:  en'-,,  ~~,  ■—,  •  •  • ,  -^-^— ,  il 
vient 


|.w-/w<:.(i)-/(i)<Hê)-/(ê)<- 


Supposons  maintenant  que  m  soit  le  plus  grand  entier  qui 

.-T——  tombera  entre  i  et  77: 


vérifie  la  condition  6"^-^x;  -rj;^  tombera  entre  i  et  -? 


;t,  par  suite,  ^  Ittjj^A   sera  zéro;  je  dis  en  outre  que 
"/(gilTï)  sera  moindre  que  i.  En  effet,  la  valeur  de 
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■  f{z)  peut  s'écrire  ainsi  : 


d'où  l'on  conclut 

i6 


/(^X^^ 


et,  à  plus  forte  raison, 

puisque,  6  étant  moindre  que  e^,  log6  est  inférieur  à  3. 
D'après  cela,  la  formule  (5)  donne 

et,  par  suite, 


6 


( ô  )         -M -^  )  <  5  ^^  ^-  ^"î;^  '«g' •^'-  +  ^  ^«g-^  ^-  ï  • 

Les  deux  limites  que  nous  venons  de  trouver  pour  la 
fonction  ^{oc)  vont  nous  permettre  de  trouver  également 
deux  limites  de  la  fonction  0(.r). 

Pour  cela  remarquons  que  la  formule 

donne 

,p(.r)  -     -^(v/x)  =  C'(.r)  H-  0[,rY-^-  -9  (.r)^ -f- 6  {.r  )"^  +  .  .  . , 
^(^)-2^(v/^)  =  ^(x)-[5(..r-(5{.r)']--[5;,r)-^-^;.r)']_... 

Or  la  fonction  6{^)  est  positive  ou  nulle,  et  d'ailleurs 
elle  ne  peut  croître  quand  z  décroît;  donc  on  a 

i  ^(.^)<-M-^)-  -^[sl^l 

1    ô(.r)5-M^)-2-^(v/I). 
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Mais  on  vient  de  trouver 

'  C  K  f 

'^'        j  5 

/  'H-^l  >  Aj;  —  -  log.r  —  I, 

et  l'on  en  tire 

i61og6 


^j  j  ■^(^'^)  <  I  ^•'^' ^-  76^3  '-'s:^-'^  +  i  '"«"■'^  +  ' 


\    -^[sjx)  >>  A.X-'  —  -  log.r  —  l; 

^  4 

donc  on  a,  par  les  inégalités  (^), 

6  -  5  5  . 

^!-^)  'C  "F  A.r  —  A.r'  +  -y- \o<^-x  H loo^^  -i-  2, 

(10)    ' 

'«  5  81ogb     ^  4 

Ainsi  la  somme  des  logarithmes  de  tous  les  nombres 
premiers  qui  ne  surpassent  pas  x  est  comprise  entre  les 
limites 

-  A.r  —  A.r"  -h  -— log-x  H loi^.r  +  2, 

5  4  ^^&^  -■ 

1 2       —  5  1 5 

Ajc —  Ax^  —  — \o2rx 7-  \02X  —'3. 

5  81og6     "^  4      ^ 


Détermination  de  deux  limites  du  nombre  qui  indique 
combien  il  y  a  de  nombres  premiers  compris  entre 
deux  nombres  donnés. 

402.  Soit  772  le  nombre  qui  indique  combien  il  y  a  de 
nombres  premiers  plus  grands  qu'un  nombre  donné  /  et 
qui  ne  surpassent  pas  un  autre  nombre  donné  L.  La 
somme  des  logarithmes  népériens  de  ces  77z  nombres  pre- 


SECTION    III.   CHAPITRE    V.  23^ 

miers  sera  évidemment  comprise  entre  mlog/et  77f].ogL; 
on  aura  donc  ^ 

e{h)  —  r;(/XmlogL, 


et,  par  consécpent, 

logl 

m  ^ 

mais,  d'après  les  inégalités  (lo)  du  n"  40i ,  on  a 


L)_0(/)<A    .L-n-A    L^-^r 


5 

K  5 

^ —  :^2log2L-^log2/)  H-  -  (2logL-}-31og/)  -f-5, 


6  \  /'  1  2 


6{l)-^(/)>a(l-^z    -a(-:l^-/^^" 


^    :  (lo-^L  -:-  1  log^Z)  —  y  (3  logL  -f-  2.  log/)  -  5 


Hlogb 


donc 

I  a(5  L  -  A  -  a(l'^  -  -^  /'-)-+-  ^j^  (2log'-L-4-log^0-^  j^  (2 logL  -h  3  log/)  +  .3 


I  A(L-3/)-A(^n^-r)--j^Clog"-L-+-2los=/)-;^(31ogL-^2log/)-o 

Ces  formules  donnent  ainsi  deux  limites  entre  lesquelles 
tombe  la  quantité  m  qui  désigne  combien  il  y  a  de  nom- 
bres premiers  plus  grands  que  /  et  qui  ne  surpassent 
pas  L.  La  deuxième  de  ces  formules  montre  qti'on  trou- 
vera plus  de  k  nombres  premiers  entre  les  limites  /  et  L, 
si  la  condition  suivante  est  satisfaite,  savoir  : 

A^^L-  îi^-k(^  V  -  è^-  yj^  (l08"-L+  2  log°-/)  -  ^  (3  logL  -h  2  logO  -  5 
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et,  comme  /  est  >o  et  <^L,  on  vérifie  cette  inégalité  en 
faisant 


M-i')-T->-slS«Hn.-fio,. 


logL  "       '' 


d'où  l'on  tire 

/  =  7T  I 2L-' ~— l02-2L 


6  ibAlogb     "^  6A\4  y    ^         6A 


Ainsi,  en  prenant  pour /cette  valeur,  on  est  sûr  de  trou- 
ver plus  de  h  nombres  premiers  entre  /  etL.  Il  est  bien 
entendu  que  /  et  L  sont  supposés  plus  grands  que  i . 

En  faisant  k-~o,  on  conclut  de  ce  qui  précède  qu'il  y 
a  au  moins  un  nombre  premier  entre  /  et  L,  si  l'on  prend 

(3)       /^^L-.L^-f'f^-i^gJ^-:^. 
^  6  iGAlogb  24  A  bA 

application  des  résultats  ijid  précèdent. 

403.  Des  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  il  est 
aisé  de  déduire  la  démonstration  de  la  proposition  dont 
nous  avons  parlé  au  n^  398.  Effectivement,  nous  venons 
de  voir  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre  premier  entre  les 
limites 

6  ^  ibAlogb  24A  6A     ^^     ^'' 

donc  il  sera  établi  qu'il  y  a  au  moins  un  nombre  premier 
entre  les  limites  a  et  ia  —  2,  si  l'on  prouve  qu'on  peut, 
par  une  valeur  convenable  de  L,  satisfaire  aux  deux  iné- 
galités 

la  —  2  >>  L, 

a  '<  -T  L  —  2  L -i ~ — , —^ -^  . 

b  ibAlogb  2.4  A  bA 
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Or  on  vérifie  évidemment  la  première  de  ces  inégalités 

en  prenant 

L  =:  ia  —  3. 

Quant  à  la  seconde,  elle  devient,  pour  L  r=  ia  —  3, 

5  , 251og2(2^  — 3) 

«<.7^2r/  —  3— 2V'2«  —  3 r-rr~a — 

6  ^  '  loAlogo 

1 25  log  [ia  —  3  ]        25 
24Â  6Â' 

ce  qui  est  exact  pour  toutes  les  valeurs  de  a  qui  sur- 
passent la  plus  grande  racine  de  l'équation 

25  log- (  2. r  —  3) 

i6Alog6 


X 

= 

6 

(2X- 

•3)- 

2  y/2 .7: 

',> 

— 

125  lot^f  2.r 

-3] 

25 

2AA 

6A' 

or  on  trouve  que  cette  plus  grande  racine  est  comprise 
entre  i5g  et  160;  donc,  si  a  est>  160,  il  y  a  nécessaire- 
ment un  nombre  premier  compris  entre  a  et  ^a  —  2.  A 
l'égard  des  valeurs  de  a  inférieures  à  160,  la  proposition 
peut  se  vérifier  immédiatement  au  moyen  des  Tables  de 
nombres  premiers. 


SECTION  IV. 


LES   SUBSTITUTIONS. 


S.  —   ■^ig>  SUp.y    II. 
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SECTION  IV. 

LES    SUBSTITUTIONS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  SUBSTITUTIONS. 


Des  permutations  formées  avec  des  lettres  données,  et 
des  substitutions  par  lesquelles  on  passe  d'une  per- 
mutation à  une  autre. 

404-.   Les  permutations  de  n  lettres 

a,    b,    c,    (1^     .  .  . ,    /•,   / 

sont  les  résultats  que  l'on  obtient  en  écrivant  ces  lettres 
à  la  suite  les  unes  des  autres  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, et  l'on  démontre  dans  les  éléments  d'Algèbre 
que  le  nombre  total  N  de  ces  permutations  est 

Représentons  par  de  simples  lettres 

Ao,    Ai,   a,,    .  .  .,   A.x_i 

les  N  permutations  dont  il  s'agit.  L'opération  par  la- 
quelle on  passe  d'une  permutation  à  une  autre  est  dite 
une  substitution  (n^SSS).  Nous  représenterons  une  sub- 
stitution en  écrivant  entre  parenthèses  la  permutation  de 
laquelle  on  part,  et,  au-dessus  de  celle-ci,  la  permutation 

i6. 
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nouvelle  qui  doit  la  remplacer.  Ainsi  le  symbole 


(1;) 


désignera  la  substitution  qui  a  pour  effet  de  remplacer 
les  lettres  de  la  permutation  Ao  par  celles  qui  occupent 
respectivement  les  mêmes  rangs  dans  la  permutation  A<  ; 
les  permutations  Aq  et  Af  seront  dites  les  termes  de  la 
substitution,  Ao  sera  le  dénominateur  et  A^  le  numéra- 
teur. Il  est  évident  que  l'on  peut  choisir  pour  dénomi- 
nateur d'une  substitution  donnée  l'une  quelconque  des 
N  permutations. 

D'après  cela,  si  l'on  adopte  Ao  pour  dénominateur,  on 
obtiendra  toutes  les  substitutions  en  prenant  successi- 
vement pour  numérateurs  les  N  permutations  ;  ces  sub- 
stitutions seront  donc 


Ao    '      U«    '      Uo    '      •••'      Uo 


Le  symbole  (  "  )  représente  ce  qu'on  appelle  une  sub- 
stitution identique,  il  indique  la  conservation  de  l'ordre 
des  lettres;  il  y  a  avantage  à  le  comprendre  parmi  les 
substitutions,  et  le  nombre  de  celles-ci  sera  dès  lors 
égal  à  N. 

Nous  représenterons  souvent  par  de  simples  lettres  S, 
T,  .  .  .  les  diverses  substitutions  que  nous  aurons  à  con- 
sidérer. 

Lorsqu'une  lettre  occupe  la  même  place  dans  le  nu- 
mérateur et  dans  le  dénominateur  d'une  substitution, 
on  peut  la  supprimer  sans  inconvénient.  Ainsi  la  sub- 
stitution 

\abcd. . . ) 
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peut  s'écrire  plus  simplement 

-(i:;)- 

On  dit  qu'une  substitution  est  réduite  à  sa  plus  simple 
expression  quand  on  a  supprimé  dans  ses  deux  termes 
toutes  les  lettres  qui  y  occupaient  les  mêmes  places. 

Des  produits  de  substitutions. 

405.  On  nomme  produit  d'une  permutation  donnée 
par  une  substitution  la  permutation  nouvelle  que  l'on 
obtient  en  appliquant  la  substitution  à  la  permutation 
donnée.  Ce  produit  se  représente  en  écrivant  la  substi- 
tution à  gauche  de  la  permutation  donnée.  Considérons, 
par  exemple,  la  substitution 


-O' 


si  on  l'applique  à  la  permutation  Aq,  on  produira  la  per- 
mutation A| ,  et  nous  écrirons  en  conséquence 


^^«=0^»=^' 


On  nomme  produit  de  deux  substitutions  données  la 
substitution  nouvelle  qui  produit  le  même  effet  que  les 
substitutions  données  appliquées  l'une  après  l'autre  à  une 
permutation  quelconque.  Ce  produit  se  représente  en 
écrivant  la  substitution  qui  doit  être  effectuée  la  première 
à  droite  de  l'autre  substitution.  Ainsi  le  produit  de  la 

substitution   S  =  (  /  )   par  la  substitution  ï  =^  (     ^1 
s'écrira 

TS     ou 


(ao)    U)' 


246  COURS    d'algèbre    SUPÉRIEURE. 

pareillement  le  produit  de  la  substitution  T  par  la  sub- 
stitution S  s'écrira 


SI     ou       '     '  »    '     ' 


Si  les  deux  produits  ST  et  TS  sont  égaux,  les  substi- 
tutions S  et  ï  sont  dites  échangeables  entre  elles.  Il  est 
évident  que  deux  substitutions  qui,  réduites  à  leur  plus 
simple  expression,  n'ont  aucune  lettre  commune,  sont 
échangeables  entre  elles. 

Le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  substitutions 
S,  T,  U,  V,  .  .  .  est  le  résultat  que  l'on  obtient  en  multi- 
pliant la  première  substitution  par  la  deuxième,  puis  le 
produit  obtenu  parla  troisième  substitution,  et  ainsi  de 
suite;  il  sera  représenté  par  .  .  .VUïS. 

Si  les  substitutions  qu'il  s'agit  de  multiplier  entre 
elles  sont  toutes  égales  à  S,  et  que  leur  nombre  soit  égal 
à  V,  le  produit  est  dit  la  puissance  v'^^'"''  de  S  ;  celle-ci  se 
représente  par  S". 

Lorsqu'une  substitution   identique,  telle  que 


Ao, 

figure  dans  un  produit,  elle  peut  être  supprimée,  et  en 
conséquence  il  est  naturel  de  la  regarder  comme  égale  à 
l'unité  ;  ainsi  nous  écrirons 


En  outre,  si  l'on  convient  de  regarder  comme  égal  à 
l'unité  le  symbole  S",  quand  v  se  réduit  à  zéro,  quelle 
que  soit  la  substitution  S,  il  en  résultera  que  la  puis- 
sance zéro  d'une  substitution  quelconque  désignera  une 
substitution  identique. 
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Ordre  d'une  substitut 


ion. 


406.   Soit  S  une  siibstitulion  quelconque,  la  série  des 
puissances  de  S,  en  partant  de  S^  ou  i,  sera 

et,  comme  le  nombre  total  des  substitutions  est  limité, 
si  l'on  prolonge  suffisamment  la  précédente  suite,  on 
verra  nécessairement  se  reproduire  des  substitutions 
déjà  obtenues.  Supposons  que  l'on  ait 

comme  le  premier  membre  de  cette  égalité  est  égal  à 
S\S^,  on  peut  écrire 

d'où  il  suit  que  la  substitution  S%  appliquée  à  une  per- 
mutation quelconque,  ne  produira  aucun  déplacement 
des  lettres;  en  d'autres  termes,  cette  substitution  est 
identique  et  l'on  a 

S'=:l. 

On  conclut  de  cette  égalité,  quel  que  soit  l'entier  cj, 

[^'Y     ou     S'^^/=i, 
et,  en  multipliant  par  la  puissance  y'^'"*^  de  S, 

Il  résulte  de  là  que  la  série  des  puissances  de  S  est  pé- 
riodique, et  que  la  période  se  compose  des  substitutions 

î,   S,   S2,    ..  .,   S"'-i. 
Si  l'on  suppose  que  v  soit  le  plus  petit  nombre  tel  que 
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S'=  I,  les  termes  de  la  suite  précédente  seront  effecti- 
vement distincts;  car  l'égalité  8'*'"^'''=  S'*'  entraînerait 
S"'^  I,  ce  qui  n'a  pas  lieu,  puisque  v'  est  inférieur  à  v. 

On  nomme  ordre  d'une  substitution  S  le  plus  petit  des 
exposants  v  tels  que  l'on  ait  S''  =.  i.  En  d'autres  termes, 
l'ordre  d'une  substitution  est  le  nombre  de  fois  qu'il  faut 
appliquer  successivement  la  substitution  à  une  permu- 
tation pour  reproduire  cette  permutation.  On  voit  que 
les  seules  puissances  de  S  qui  se  réduisent  à  l'unité  sont 
S%  8^%  8^%  .... 

Nous  conviendrons  d'étendre  l'égalité  8^?"^''=  8'"  aux 
valeurs  négatives  de  r;  changeons  donc  r  en  — r,  on 
aura 

et  cette  formule  définit  ce  que  nous  appelons  puissances 
négatives  d'une  substitution  S,  le  nombre  q  étant  choisi 
de  manière  que  vq  —  r  soit  positif.  8i,  en  particulier,  on 
pose  r  =.1,  on  pourra  prendre  ^  =  i ,  et  l'on  aura 

Les  substitutions  8  et  S~*  ont  pour  produit  l'unité  ; 
elles  sont  dites  inverses  l'une  de  l'autre.   8i  l'on  a 


S=l^'„ 


::) 

on  aura  évidemment 

8i  une  substitution  8  est  d'ordre  v,  la  puissance  ^^^"^'^ 
de  8  sera  de  l'ordre  -•>  9  désignant  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  nombres  (à  et  v.  En  effet,  pour  que  l'on  ait 
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(S^)-^=  I  OU  S{^^=  I,  il  faut  que  txx  soit  divisible  par  v, 
ou  xpar-^  d'ailleurs,    cette  égalité  a  lieu  en  prenant 

X  =:  -'  Donc  le  quotient  -  représente  l'ordre  de  S^*. 

On  voit  en  particulier  que  si  ^  est  premier  à  v,  S**  sera 
de  l'ordre  v.  Dans  ce  cas,  si  l'on  pose 

81*=  T, 

la  substitution  S  fera  partie  de  la  suite  des  puissances 
de  T.  En  effet,  si  l'on  élève  à  la  puissance  x  l'égalité 
précédente,  on  aura 

j  désignant  un  entier  quelconque.  Mais  v  et  |:x  étant  pre- 
miers entre  eux,  on  peut  faire  en  sorte  que  les  entiers  x 
elj  satisfassent  à  l'équation  ^lx  —  vj  =  i,  et  l'on  aura 

alors 

S  z=  T^. 

Des  substitutions  circulaires . 
407.  Soit 

Aq  =  abc .  .  .fil 

l'une  des  permutations  des  n  lettres  a,  b,  c,  ,  .  .  k,  /;  si 
l'on  efface  la  lettre  a  qui  occupe  la  première  place,  et 
qu'on  l'écrive  à  droite  de  la  dernière  lettre  /,  on  formera 
la  nouvelle  permutation 

Al  =  hc.  .  .  Ala, 

et  la  substitution  par  laquelle  on  passe  de  la  permutation 
Ao  à  la  permutation  A<  sera 


/Ai\  _  /bc.  ..Ma 
\Ao/  ~  \abc.  ,,H 
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Pour  effectuer  cette  substitution,  il  suffît  évidemment 
de  diviser  la  circonférence  d'un  cercle  en  n  parties  égales, 
d'écrire  aux  points  de  division  successifs  les  lettres  de  la 
permutation  Ao  et  de  remplacer  chaque  lettre  par  celle 
qui  vient  prendre  sa  place  quand  on  fait  tourner  le  cercle 
autour  de  son  centre,  dans  un  sens  convenable,  d'un 
angle  égal  à  la  ri^^"^^  partie  de  quatre  angles  droits.  C'est 
pour  cette  raison  que  la  substitution  dont  nous  nous  oc- 
cupons est  dite  circulaire. 

Il  est  évident  que  V ordre  d'une  substitution  circulaire 
est  égal  au  nombre  n  des  lettres  quelle  déplace.  En 
effet,  chaque  fois  que  le  cercle  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion tourne  d'une  quantité  angulaire  égale  à  la  zz^^""*^  par- 
tie de  quatre  angles  droits,  la  substitution  s'effectue  une 
fois.  Or,  pour  ramener  les  choses  à  ce  qu'elles  étaient 
à  l'origine,  il  faut  que  le  cercle  tourne,  toujours  dans  le 
même  sens,  de  n  fois  la  /z^^"^*^  partie  de  quatre  angles 
droits,  et  à  ce  moment  la  substitution  a  été  effectuée  7z  fois  ; 
donc  l'ordre  de  la  substitution  est  égal  à  n. 

On  représente  habituellement  une  substitution  circu- 
laire en  écrivant  entre  parenthèses  l'une  quelconque  des 
permutations  dont  les  lettres  rangées  en  cercle  sont  telle- 
ment disposées  que  chacune  d'elles  remplace  la  précé- 
dente par  l'effet  de  la  substitution.  Ainsi  l'on  a 

Décomposition  d'une  substitution  quelconque  en  cycles. 

408.  Théorème  I.  —  Toute  substitution,  si  elle  n'est 
pas  circulaire,  est  le  produit  de  plusieurs  substitutions 
circulaires  effectuées  sur  des  lettres  différentes. 

En  effet,  soit  S  une  substitution  quelconque;  exécu- 
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tons  celte  substitution.  Soit  a  l'une  des  lettres  qu'elle  dé- 
place et  qu'elle  remplace  par  une  autre  lettre  h\  h  elle- 
même  se  trouvera  remplacée  par  une  troisième  lettre  c, 
et,  en  continuant  de  cette  manière,  on  tombera  nécessai- 
rement sur  une  lettre^ qui  se  trouvera  remplacée  par  a. 
Or  il  est  évident  que  les  lettres  que  l'on  a  ainsi  rencon- 
trées ont  subi  la  substitution  circulaire  i^a,  b,  c,  .  .  . ,  f). 
En  prenant  une  des  lettres  restantes,  et  opérant  de  la 
même  manière,  on  formera  un  nouveau  groupe  de  lettres 
qui  auront  subi  une  substitution  circulaire,  et  l'on  pourra 
continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes  les 
lettres  que  déplace  la  substitution  S. 

Si  l'on  désigne  par  Gq,  G|,  C^,  .  .  .  les  diverses  substi- 
tutions circulaires  que  nous  venons  d'obtenir,  on  aura 

S  =  Co  Cl  C2 .  .  . , 

formule  qui  exprime  la  valeur  de  S  décomposée  en  fac- 
teurs circulaires.  Ces  facteurs  sont  dits  les  cycles  de  la 
substitution  S.  Les  cycles  qui  ne  contiennent  que  deux 
lettres  prennent  le  nom  de  Iransposilions  {rsP  235). 
Considérons,  par  exemple,  la  substitution 

(  h  h  df  h  j  a  g  e  c  i 
\a  h  c  cl  ef  g  h  i  j  k 

en  opérant  comme  nous  l'avons  indiqué,  on  trouvera 

Lorsqu'une  substitution  S  ne  déplace  pas  quelques-unes 
des  lettres  du  système  que  l'on  considère,  ces  lettres  ne 
figurent  pas  dans  la  valeur  de  S  réduite  à  sa  plus  simple 
expression,  ni  dans  les  facteurs  circLdaires  dont  S  est  le 
produit.  Si  cependant  on  veut  mettre  ces  lettres  en  évi- 
dence, on  le  pourra  en  introduisant  dans  S  des  cycles 
formés  chacun  avec  une  seule  des  lettres  dont  il  s'agit. 
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et  qui  représentent  évidemment  des  substitutions  iden- 
tiques; ainsi,  dans  le  cas  d'un  système  de  six  lettres 
a,  by  c,  d,  c^f,  la  substitution 


S=3 

pourra  s'écrire 


/de  h  a  ef\ 
\ah  c  d  efj 


S  =  [a,d][b,c][e)[f). 

409.  Théorème  II.  — L' ordre  d'une  substitution  quel- 
conque est  égal  au  plus  petit  multiple  commun  des  nom- 
bres qui  expriment  les  ordres  des  cycles  de  la  substi- 
tution. 

Soit 

o  =  LiQ  Lj  L2  .  .  . 

la  substitution  S  décomposée  en  cycles.  Si  v  désigne 
l'ordre  de  S,  on  aura 

ou 

C;  c^,  c; . . .  =  I , 

car  il  est  évidemment  permis  d'intervertir  Tordre  [des 
facteurs  circulaires  de  S'*.  Pour  que  la  précédente  égalité 
subsiste,  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait 

or,  si  «0  désigne  l'ordre  du  cycle  Co,  les  seules  puis- 
sances de  Go  qui  se  réduiront  à  i  ont  pour  exposants 
«0?  2^0,  3ao,  ...  :  donc  v  est  un  multiple  de  «o-  On  voit  de 
même  que  l'égalité  S''  =  i  exige  que  v  soit  divisible  par 
les  ordres  a<,  «o?  •••  des  cycles  G<,  G2,  G3,  ...,  et 
comme  cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  l'ordre 
de  S  est  précisément  égal  au  plus  petit  multiple  commun 
des  nombres  «o?  or.^,  a2,  .... 
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410.  Une  substitution  est  dite  régulière,  lorsqu'elle 
est  circulaire  ou  composée  de  facteurs  circulaires  d'un 
même  ordre.  Toute  substitution  qui  n'est  pas  dans  ce 
cas  est  dite  irrégulière. 

Théorème  III .  —  La  puissance' y,^^^^  d 'une  substitution 
circulaire  S  d'ordre  v  est  elle-même  circulaire  si  )j.  est 
premier  à  v.  Mais,  si  les  nombres  [xetv  ont  uji  plus  grand 
commun  diviseur  9  supérieur  à  i ,  S'*  sera  une  substitu- 
tion régulière  composée  de  B  cycles  d' ordre  -• 

En  effet,  disposons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  plus 
haut,  les  v  lettres  de  la  substitution  circulaire  S  aux 
points  de  division  d'une  circonférence  partagée  en  v  par- 
ties égales.  La  substitution  S'*  aura  pour  effet  de  rem- 
placer chaque  lettre  par  celle  qui  en  est  éloignée  d'une 
quantité  égale  à  ij.  fois  la  v^^""^  partie  de  la  circonférence. 
Si  donc,  partant  de  l'un  quelconque  des  points  de  divi- 
sion et  marchant  dans  le  même  sens  jusqu'à  ce  qu'on  soit 
revenu  au  point  de  départ,  on  considère  les  points  de 
division  de  ^  en  |u,  les  lettres  placées  à  ces  différents 
points  devront  subir  par  l'effet  de  S^*  une  substitution  cir- 
culaire. Or  le  nombre  x  de  ces  lettres  doit  être  tel,  que  le 

produit  de  fx  —  par  x  soit  le  plus  petit  multiple  possible 

de  271,  ou,  en  d'autres  termes,  tel  que  ]xx  soit  le  plus  petit- 
des  nombres  divisibles  par  v;  si  donc  0  désigne  le  plus 

grand  commun  diviseur  des  nombres|:x  et  v ,  on  aura  ^  =  -  • 

Il  résulte  évidemment  de  là  que  la  substitution  S"*  est  le 
produit  de  0  substitutions  circulaires  renfermant  chacune 

-lettres.  Si  fji  et  v  sont  premiers  entre  eux,  on  a  0  =  i 

et  la  substitution  S^*  est  circulaire. 


254  COUTIS    D^ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

Exemple.  —  Considérons  la  substitution  circulaire  du 
sixième  ordre 

les  puissances  de  cette  substitution  seront 

S'^  =  {a,e,c){b,f,d), 
S'^={a,/,e,d,c,  b), 

411.  ThéopiÈme  IV.  —  liéciproquement,  toute  substi- 
tution régulière  est  une  puissance  d'une  substitution  cir- 
culaire. 

En  effet,  soit  la  substitution  régulière 

composée  de  Q  cycles  d'ordre-;  il  est  évident  que,  si  l'on 
fait 

on  aura 

s  =  c^ 

Décomposition  d'une  substitution  donnée  en  facteurs 
primitifs. 

412.  Les  propriétés  qu'il  nous  reste  à  établir  dans  ce 
Chapitre  sont  ducs  pour  la  plupart  à  Cauchy,  qui  les  a 
fait  connaître  dans  le  tome  III  de  ses  Exercices  d' Ana- 
lyse et  de  Physique  mathématique. 

Soit  S  l'une  quelconque  des   substitutions  que  l'on 
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peut  former  avec  n  lettres.  Décomposons  l'ordre  v  de  S 
en  facteurs  premiers,  de  manière  que  l'on  ait 

c/-,  o,y,  .  .  .  représentant  des  puissances  de  nombres  pre- 
miers inégaux.  Désignons  par  '/  le  quotient  de  v  par  a, 
c'est-à-dire  le  produit  ^y  .  .  . ,  et  par  ^  un  entier  quel- 
conque positif  ou  négatif.  Les  nombres  a  et  v'  étant  pre- 
miers entre  eux,  on  pourra  trouver  deux  entiers  positifs 
ou  négatifs  x  et  [)!  tels,  que  l'on  ait 

If.  .X  u.' 

a  =z  V  .V  -{-  ty.'J.        ou       —  =:  —    H-   — -  • 

'  V  «  V 

pareillement,  si  l'on  désigne  par  v^^le  quotient  de  v'  par  c, 
on  pourra  trouver  deux  entiers  j)^  et  ^^'  tels,  que 


aura  par  suite 

et  il  est  évident  que,   si  le   nombre  v"  est  égal  à  i,  on 
pourra  faire  ^/'=:o.  En  continuant  ainsi,  on  mettra  la 


fraction  -  sous  la  forme 

V 

V  a         6 


x,j,  z,  . . .  étant  des  entiers.  L'égalité  précédente  a  lieu, 
quel  que  soit  p.;  et  en  faisant  p.  =:  i ,  on  aura 


y  V  V 

-  .r  -î — ;  J"  H z 

u.  o  y 


D'après  cela,  la  substitution  donnée  S  pourra  s'écrire 
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et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

V  V  V 

S^r=pf     S^  =  Q,     S^=R,     ..., 

on  aura 

S  =P^QyR- 

La  substitution  S  étant  d'ordre  v,  on  voit  que  P  est  de 
Tordre  a,  Q  de  l'ordre  ê,  R  de  l'ordre  y,  et  ainsi  de  suite. 
D'ailleurs  x,  j,  z,  ...  sont  premiers  respectivement  à 
a,  6,  y,  ...  ;  donc  P^,  Q:^,  R^,  .  .  .  sont  respectivement 
des  ordres  a,  ê,  y,  .... 

La  formule  précédente  donne  ainsi  la  valeur  de  S  dé- 
composée en  facteurs  qui  ont  respectivement  pour  ordres 
les  puissances  de  nombres  premiers  dont  l'ordre  de  S  est 
le  produit,  et  il  est  évident  qu'on  peut  écrire  ces  fac- 
teurs dans  un  ordre  quelconque,  puisqu'ils  sont  tous  des 
puissances  de  la  substitution  S. 

Une  substitution  est  dite  primitwe,  lorsqu'elle  a  pour 
ordre  un  nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  nombre 
premier.  Si  une  substitution  primitive  est  de  l'ordre 
(x.=z  p^,  p  étant  un  nombre  premier,  l'ordre  de  l'un  quel- 
conque de  ses  cycles  qui  est  un  diviseur  de  p^  ne  peut 
être  que  l'un  des  nombres  i,  p,  p^,  .  .  .,  p^~^.  On  voit 
par  ce  qui  précède  que  toute  substitution  est  décompo- 
sable  en  un  produit  de  substitutions  primitives  échan- 
geables entre  elles. 

Exemple.  —  Considérons  la  substitution  circulaire  de 

six  lettres 

S=z{a,  b,c,  d,  e,/); 

l'ordre  de  S  est  ici  égal  à  2  X  3.  On  a 

S=:S^S-2=:S3.S*; 

en  sorte  que  S^  et  S^  sont  les  substitutions  primitives 
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dont  S  est  le  produit.  On  a 

Des  substitutions  semblables. 

413.  Deux  substitutions  sont  dites  semblables  entre 
elles  quand  elles  offrent  le  même  nombre  de  facteurs 
circulaires  et  le  même  nombre  de  lettres  dans  les  cycles 
correspondants . 

Il  résulte  de  là  que  deux  substitutions  circulaires  de 
même  ordre  sont  semblables  ;  pareillement,  deux  substi- 
tutions régulières  de  même  ordre  sont  semblables  lors- 
qu'elles offrent  le  même  nombre  de  facteurs  circulaires. 

Théorème.  —  Si  S  et  &  désignent  deux  substitutions 
semblables,  il  existe  une  substitution  P  telle,  que 

S'P=::PS     ou     S'=^PSP-i; 

et  réciproquement,  s'il  existe  une  substitution  P  telle, 
que  la  précédente  égalité  ait  lieu,  les  substitutions  S 
et  S'  sont  semblables. 

Soit 

-(;> 

A  et  B  désignant  deux  des  permutations  des  n  lettres  a 
b,  c,  .  ,  . ,  k,  l.  Supposons  que  a',  b',  c\  .  .  . ,  JJ ,  /'repré- 
sentent ces  mêmes  lettres  écrites  dans  un  autre  ordre 
quelconque,  et  soient  A'  et  B'  ce  que  deviennent  A  et  B 
quand  on  y  accentue  les  lettres.  Il  est  clair  que  toute  sub- 
stitution S' semblable  à  S  pourra  être  représentée  par 


S'r^ 


(î) 


Si,  en  outre,  on  désigne  par  P  la  substitution  dont 

S.  —  -^ig-  Slip.,  II.  i~j 
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TefFet  est  V accentuation  des  lettres,  on  aura  évidemment 
Il  résulte  de  là  que 


PSP 


i){i 


)  a)' 

la  substitution  (    ,  )  doit  être  effectuée  la  première  ;  elle 

remplace  les  lettres  de  A'  par  celles  de  A,  puis  la  deuxième 
substitution  remplace  A  par  B  et  la  troisième  B  par  B'  ; 
on  a  donc 

rsp-i^l"^!^    ou    s'=psp-i, 

et,  en  multipliant  à  droite,  de  part  et  d'autre,  par  P, 

S'P  =  PS. 

Réciproquement,  si  la  précédente  égalité  a  lieu,  la  sub- 
stitution S'est  semblable  à  S.  En  effet,  la  substitution  S 

étant  toujours  représentée  par  (  j  et  la  substitution  P 
par  (       I  ou  (       U  on  a,  par  hypothèse, 


S'  =  PSP-i 


ou 


nc)(;v)=C' 


d'où  il  suit  que  S' est  semblable  à  s. 

Corollaire  L  —La  substitution  PSP"',  semblable 
à  S,  s'obtient  en  exécutant  la  substitution  P  dans  les 
cycles  de  S. 

En  effet,  il  est  évident  que  cette  opération  équivaut  à 
l'accentuation  des  lettres,  dont  nous  avons  fait  usage 
dans  la  démonstration  qui  précède. 
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Corollaire  II.  —  Les  produits  ST  et  ÏS,  que  l'on 
obtient  en  multipliajit  entre  elles  deux  substitutions  quel- 
conques S  eZ  T,  sont  des  substitutions  semblables. 

En  effet,  soient 

Sï=::P,        TS-^Q; 

si  l'on  multiplie  à  droite  par  T~^  la  première  de  ces 

égalités,  il  vient 

S  z=z  PT-i, 

et,  en  substituant  dans  la  deuxième  égalité,  il  vient 

Qz=TPT-\ 

d'où  il  suit  que  les  substitutions  P  et  Q  sont  semblables. 

Exemple.  —  Supposons  que,  le  nombre  des  lettres  étant 
six,  on  fasse 

on  aura  les  deux  substitutions  semblables  du  cinquième 
ordre 

Sï=:  [a,  c,  b,  d,f]  [e\,      TS  — («,  c,  e,  d,  b]  (/). 

Du  nombre  des  substitutiojis  semblables  à  une 
substitution  donnée. 

414.  Le  nombre  des  lettres  que  l'on  considère  étant 
représenté  par  n,  soit  S  une  substitution  contenant  m^ 
cycles  de  l'ordre  /Zi,  m.2  cycles  de  l'ordre  n^,  .  .  .,  enfin 
nita  cycles  de  l'ordre  72w  ;  on  aura 

7f  =1  nii  lii  -+-  m^  /22  +  .  ■  .  -T-  /Wo,  A/^, 

chacun  des  nombres  n^,  7Zo,  .  .  . ,  n^,,  pouvant  se  réduire 
à  l'unité. 

Nous  commencerons  par  chercher  le  nombre  des  formes 
distinctes  que  l'on  peut  attribuer  à  la  substitution  S, 
décomposée  en  cycles,  sans  déplacer  les  parenthèses  qui 

17- 
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renferment  chaque  cycle  et  sans  altérer,  en  conséquence, 
lenombre  des  lettres  contenues  dans  un  facteur  circulaire 
de  rang  déterminé.  Il  est  clair  que  les  seuls  changements 
que  l'on  pourra  faire  ainsi  sans  altérer  S  consisteront  à 
échanger  entre  eux  les  facteurs  circulaires  d'un  même 
ordre,  ou  à  faire  passer  successivement  à  la  première  place, 
dans  chaque  facteur  circulaire,  une  quelconque  des  let- 
tres contenues  dans  ce  facteur.  On  voit,  d'après  cela, 
que  le  nombre  M  des  formes  diverses  que  l'on  peut  at- 
tribuer à  S  est 

M  =  (  I  .  2  .  .  .  m  1  j  (1.2.  .  .7^2).  .  .[1.2.  .  .  m,,  )  /2^"»  /?^"2  72^^, 

Soit  maintenant  <Dt>  le  nombre  des  substitutions  dis- 
tinctes S,  S',  S^^  ...  semblables  à  S.  Si  l'on  écrit  succes- 
sivement chacune  de  ces  substitutions  sous  les  M  formes 
distinctes  qu'on  peut  lui  attribuer  sans  déplacer  les  pa- 
renthèses, puis  qu'on  supprime  ces  parenthèses,  on  for- 
mera M.DL  permutations.  Mais  il  est  évident  que,  par  ce 
procédé,  aucune  permutation  des  n  lettres  n'a  été  omise, 
et  l'on  a,  en  conséquence, 

M^  =  i.2.3.  .  ./z  =  N, 
d'où 

M 

Des  substitutions  échangeables  entre  elles. 

415.  Deux  substitutions  qui  se  réduisent  à  des  puis- 
sances d'une  même  substitution  sont  échangeables  entre 
elles  ;  la  même  chose  a  lieu  évidemment  pour  deux  sub- 
stitutions qui  n'ont  aucune  lettre  commune.  Mais  il  im- 
porte de  connaître  la  condition  générale  à  laquelle  doivent 
satisfaire  deux  substitutions  échangeables;  c'est  ce  dont 
nous  allons  nous  occuper. 
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Soient  s  et  T  deux  substitutions  que  nous  supposons 
échangeables  entre  elles  ;  on  aura 

STr=TS     ou     SrzzTST-^ 

Nous  avons  vu  que  la  substitution  TST~^  se  déduit  de 
la  substitution  S  en  exécutant  dans  les  cycles  de  celle-ci 
la  substi  tution  T  ;  donc,  pour  que  les  substitutions  S  et  T 
soient  échangeables  entre  elles,  il  faut  et  il  suffît  que  la 
substitution  S  reste  la  même  quand  on  exécute  sur  les 
lettres  de  ses  cycles  la  substitution  T.  En  conséquence,  la 
substitution  T  ne  peut  produire  sur  S  que  des  échanges 
entre  des  cycles  d'un  même  ordre,  et,  dans  un  même 
cycle,  le  simple  déplacement  qui  permet  d'amener  une 
lettre  quelconque  à  la  première  place,  sans  altérer  V ordre 
circulaire  des  lettres  du  cycle.  Chacun  de  ces  échanges 
dont  nous  venons  de  parler,  entre  des  cycles  d'un  même 
ordre,  équivaut,  s'il  n'est  pas  circulaire,  à  plusieurs 
échanges  circulaires  efFectués  simultanément  sur  des 
cycles  différents.  Soient  (Go),  (G,),  ...,  (G(^_i)  des 
cycles  de  même  ordre  qui  doivent  être  ainsi  échangés 
circulairement.  La  substitution  T  peut  avoir,  en  outre, 
pour  effet,  comme  nous  venons  de  le  dire,  le  déplace- 
ment qui  permet  d'amener  une  lettre  quelconque  à  la 
première  place  dans  chacun  de  ces  cycles;  mais  l'arran- 
gement Go  par  lequel  se  forme  le  cycle  (Go)  ayant  été 
choisi  à  volonté,  on  peut  toujours  prendre,  pour  former 
le  cycle  (Gj  ),  l'arrangement  G^  que  la  substitution  T  doit 
mettre  à  la  place  de  Go  ;  pareillement,  pour  former  les 
cycles  suivants  (Go),  ••  .,  (G^_i  ),  on  peut  choisir  les 
arrangements  Go,  .  •  .,  Gj^_i  qui  se  substituent  respec- 
tivement à  G<,  Go,  .  .  .,  Gjj^_2.  Quant  au  dernier  arran- 
gement Gj^_i,  il  ne  sera  pas  en  général  remplacé  par  Go, 
mais  par  un  autre  arrangement  G',,  tel,  que  les  cycles  (Go  ) 
et  (G'J  soient  identiques. 
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Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  pose 

p=(c,)(c)...(c,_o,  Q=(;;:c':;;.c::c:J' 

et  que  l'on  désigne  par  P'et  Q',  P^'  et  Q'^,  .  .  .  des  substi- 
tutions analogues  à  P  et  Q,  mais  relatives  à  des  lettres 
différentes,  on  aura  nécessairement 

p  et  Q,  F  et  Q',  P'^  et  Q' ,  .  .  .  étant  des  couples  de  sub- 
stitutions échangeables  entre  elles,  dont  le  nombre  peut 
se  réduire  à  l'unité. 

416.  Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  étudier  les  deux 
substitutions  P  et  Q  ;  la  première  est  une  substitution 
régulière,  et  on  va  voir  que  la  deuxième  Test  aussi. 

Soit  i  l'ordre  des  cycles  de  P;  pour  plus  de  clarté, 
nous  représenterons  les  lettres  qui  figurent  dans  un 
même  cycle  par  un  même  caractère  affecté  des  indices 
o,  I,  2,  ....  (i  —  i)  ;  posons  donc 

Cl  =  hç,  hj)^h^.  .  J)^_^, 


Cjj,_2  Cq  6"^   d?2   <?3  .   .  .  Cl 


C|A— 1 /o  f\JtJZ'-   •  Ji—\  -> 

et  convenons,  en  outre,  que  l'un  des  caractères  a,  b,  ..., 
e,  f  affecté  de  l'indice  iq  -f-  a  désignera  la  même  lettre 
que  si  l'indice  était  réduit  au  reste  a  de  la  division  de  iq-\-cc 
par  i.  D'après  cette  convention,  nous  pouvons  poser 

lorsque  le  nombre  p  est  zéro,  on  a  G'^  =^  Go  et  alors,  si  l'on 

pose 

(Gh)  —  [ai,    b'.,   q,    .  .  .,    Cl,  fi). 
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on  aura  évidemment 

Q  =  (Go){G0(G2)...(G/-i]. 

Mais  supposons  que  p  ne  soit  pas  nul.  Comme  dans  le 
cas  que  nous  venons  d'examiner,  la  substitution  Q  rem- 
placera chacune  des  y.  —  i  premières  lettres  de  l'arran- 
gement 

«i  ^?  q .  .  .  ei/i 

par  celle  qui  la  suit  ;  quant  à  la  dernière  lettre  J\,  elle 
sera  remplacée  par  «-^p,  et  chacune  des  /x  —  i  premières 
lettres  de  l'arrangement 

sera  remplacée  par  la  suivante,  tandis  que  la  lettre  Jl^^ 
le  sera  par  «t+2e»  ^t  ainsi  de  suite.  Le  cercle  se  fermera 
nécessairement,  mais  cela  ne  pourra  arriver  que  quand 
on  aura  rencontré  la  lettre  J\_^_(^^|^_^^J^,  dont  l'indice  est  tel 
que  }./D  soit  divisible  par  i.  On  voit,  d'après  cela,  que  l'on 
obtiendra  un  cycle  de  Q  en  écrivant  à  la  suite  les  uns 
des  autres  les  X  arrangements 

^l^l fky 


Désignons  ce  cycle  par  Gç  ;  il  reste  à  trouver  le  nombre 
des  cycles  Gç. 

Or  X  est,  par  définition,  le  plus  petit  nombre  entier 
tel  que  Ap  soit  divisible  par  i  ;  Xp  est  donc  le  plus  petit 
commun  multiple  de  p  et  de  i,  et  par  suite,  si  l'on  ap- 
pelle 6  le  plus  grand  commun  diviseur  de  p  et  de  /,  on 
aura 


264  COURS    D  ALGÈBRE    SUPÉRIEURE. 

chacun  des  cycles  G.-  contenant  -  lettres  a,  leur  nombre 
total  est  égal  à  9,  et  l'on  aura  évidemment 

Q=:(Go)(G,)(G,)...(G9_,). 

De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  une  règle  très- 
simple  pour  obtenir  les  expressions  des  deux  substi- 
tutions échangeables  P  et  Q.  Le  nombre  p  étant  pris 
arbitrairement  et  9  désignant  toujours  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  p  et  de  i,  formons  le  tableau 


composé  de  /ui  lignes  horizontales  et  de  0  colonnes  ver- 
ticales ;  désignons  par 

les  arrangements  formés  par  les  lignes  horizontales  et 
par 

les  arrangements  formés  par  les  lignes  verticales,  on  aura 
les  expressions  suivantes  des  cycles  de  P  et  de  Q  : 

Co         =:  JUo  «^^"O  ^'^'^'^29  •  •     ^'^(X— l)9i      ■ 


/"•         y    p   p  r 

^iJL— 2  *-^0  M  ^2Û  •  •  •  ^(>v— l)9i 

Cij,_i  =  5^0  5^9  ^20-  .  .3^();— 1)0, 


r 
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SECTION    IV.    CHAPITRE   ï. 

Go     =  D]1o  ^h  ^20 ^  0-1  )e, 

Gi     =  OlLi  DlLp+i  01L-2P+1 .  .  .31t(x_i)p+i, 

Go_2  =  ^Tî^e— 2  ^l''^6-2+o-  •   .31'Lo_2+(7.— i)p, 
Ge—i  ==  31^8-1  3^1^9-n-p.  .  .Or^O— !+().— !)?• 

Le  nombre  total  y  des  lettres  de  chaque  cycle  G  est 

J  =  >,^- 

Si  ^  =r  i^  on  a  }.  ==  I  et  y  =  [i  ;  ce  cas  de  p  =  i  équivaut 
à  celui  de  0  =  o  que  nous  avons  examiné  à  part;  il  est, 
comme  on  le  voit,  compris  dans  le  cas  général. 

Si  p  est  un  diviseur  de  i,  on  3i  9  =  p. 

Si  p  et  i  sont  premiers  entre  eux,  on  a  0  =  i ,  A  =  i. 

La  substitution  Q  est  formée  des  9  cycles  (G)  con- 
tenant chacun  la  lettres;  elle  est  par    conséquent  de 

l'ordre  X^  ou  ^«  On  peut  former  sa  puissance  ^j}^^^  qui 

sera    de    Tordre    A.    On    déduit    des    expressions    des 
cycles  (Gç) 

X  (^Ô-l>  ^f+6-l,  •..,  ^()._i)p+0-l)---(/o-l,/?4-0-l,  ...,/(X_i)ç4-8-l). 

Les  cycles  contenant  les  lettres  a  qui  figurent  dans  le 
produit 

Pi^=(Go):^(G,)^..(Go_0^ 

constituent  évidemment  une  substitution  régulière  qui 
est  la  puissance  p  du  cycle  (Go).  En  étendant  les  mêmes 
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conclusions  aux  cycles  formés  des  lettres  b,  c,  .  .  .,  on 
obtient  la  formule 

(Go)^(G,)^..(Ge-,)^=(Co)?(C,)^..(C,__0^ 
ou 

417.   Gomme  application  prenons 

Co  ==  «0  ^l  ^2  ^i  ^i  ^^j 
Cl  =  ^0  ^1  ^2  ^Z  ^4  ^5, 
Ca  =  Cq   <?!    <?2    <^3    ^4    ^51 

On  a  ici 

Prenons  p  =  4?  et  par  suite 

on  aura 

Go  =  («0?  ^0,  ^0,  ^^01  «4>  ^4>  ^4,  ^hf  «2>  ^2.  <^2.  ^A  ) , 
Gi  ==  («1,   ^1,  Cl,  d^,  ^5,   /^g,  ^5,  ^/g,  «3,  ^3,  f3,  J3). 

Les  deux  substitutions  P  et  Q  ont  pour  expressions 

if  kjq  1^1  \u2  ^-^3^ 

Q  =  GoGi, 
et  il  est  aisé  de  vérifier  que  l'on  a 

P^=rQ'^—  («^0,  «4,«2)  («1,«5,  «3)(^0,  ^^4,   ^2)(^1,   ^5,  ^3) 

X  (Co,  ^4,  C2)   (Ci,  C3,  C3)  [dQ,  ^4,  ^2)  (^^1,  ^4,  ^3)- 

On  a  d'ailleurs 

PQ  ~  QP  =  [a^,  èi,  ^2,  ^^3,  a^y  h^,  c^,  d^,  «4,  èg,  ^o,  ^A  ) 

X   («1,   ^2,  <^3,  -^A,  '^3,   ^>4,  C5,  Jo,  «5,   ^0,  Cud^]' 

Remarquons    d'ailleurs   que   la   substitution  P  étant 


SECTIOIN     IV.    CHAPITRE    I.  267 

du  sixième  ordre,  de  Tégalité  évidente 
on  déduit 

Une  remarque  semblable  s'applique  au  cas  général. 
On  a 

et  par  conséquent,  œ  étant  un  entier  quelconque, 

Déterminons  cet  entier  x  par  la  congruence 
a:p^  9      (mod.  /), 

toujours  possible  puisque  9  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  o  et  de  i.  On  aura,  la  substitution  P  étant 
d'ordre  i, 

et  par  suite 

pO__Q:r;. 

De  cette  équation  on  déduit  encore,  en  se  rappelant 
que  Q  est  de  l'ordre  -y-? 


P«=Q'-         «^', 

71  étant  entier. 

D'ailleurs,  l'entier  x  étant  défini  par  la  congruence, 

jrp^  0     (mod.  /) 
ou 

.rt^,       {raod.Çj 

i 
sera  premier  avec  -• 
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Les  deux  nombres  x,  -  étant  premiers  entre  eux,  on 
pourra  toujours  déterminer  un  entier  n  de  telle  manière 
que  X  -\-n  -  soit  premier  avec  '0.  Nous  pourrons  donc 
toujours  supposer  que  dans  l'équation 

9  et  X  sont  premiers  entre  eux. 

418.  L'analyse  précédente,  qui  nous  donne  la  compo- 
sition de  deux  substitutions  échangeables  S  et  T,  doit 
nous  présenter  les  deux  cas  dont  nous  avons  fait  mention 
au  n°  415,  savoir  le  [cas  où  les  substitutions  S  et  T  ne 
déplacent  pas  les  mêmes  lettres,  et  celui  où  S  et  T  sont 
des  puissances  d'une  même  substitution.  Le  premier  de 
ces  deux  cas  se  présente  quand  l'une  des  deux  substi- 
tutions P  et  Q,  P'  et  Q',  P"  et  Q'^  ...  se  réduit  à 
l'unité.  Or,  pour  qu'il  en  soit  ainsi  à  l'égard  de  P  et  Q, 
il  faut  et  il  suffît  évidemment  que  l'un  des  nombres  i  ety 
soit  égal  à  l'unité.  Quant  au  deuxième  cas,  il  est  facile 
d'établir  cette  proposition  : 

Pour  que  les  substitutions  P  e^  Q  soient  des  puissances 
d'une  même  substitution,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
nombres  y.  et  9  n  aient  aucun  diviseur  commun  autre 
que  l'unité. 

Supposons  que  l'on  ait 

(i)  Pr=I\%      Q=:R«, 

la  substitution  R  sera  circulaire,  car  les  lettres  a^, 
a-^i,  .  .  .,  «;_H>,j>_i  doivent  figurer  dans  un  même  cycle 
de  R,  puisqu'elles  constituent  un  cycle  de  R*  ou  P; 
pareillement  les  lettres  «ç,  b^,  .  .  .,f^  figurent  dans  un 
même   cycle  de   R^  ou   Q;   donc   elles  appartiennent, 
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dans  la  substitution  R,  au  même  cycle  que  les  lettres 
précédentes.  Ce  cycle  renferme  donc  toutes  les  [xi  let- 
tres; en  conséquence,  la  substitution  R  est  circulaire  et 
d'ordre  [xi.  D'ailleurs  R*  est  de  l'ordre  i,  R^  de  l'ordre 

^;  par  suite  a  et  (3  sont  respectivement  divisibles  par  p 

et  par  6  (n°  406).  Si  donc  ij.  et  9  ont  un  diviseur  com- 
mun ^  supérieur  à  i,  a  et  3  admettront  ce  diviseur,  et 
si  l'on  pose 


pu] 


on  aura 


R'  =:  R^, 


P  —  R"^' ,     Q  —  R'^ 


ce  qui  est  impossible,  puisque  la  substitution  R'  n'est 
pas  circulaire.  Les  équations  (i)  exigent  donc  que  [j.  et  6 
soient  premiers  entre  eux. 

Supposons  cette   condition  remplie.  Nous  avons  vu 
que,  dans  l'égalité 

on  peut  supposer  x  premier  k  0  ;  9  sera  donc  premier 
à  xy.  et  l'on  pourra  trouver  deux  nombres  entiers  u,  t, 
tels  que 


et  si  l'on  pose 


u9  -\-  t.ry.  r=  i 
Rr=P'Q'% 


on  aura 


P=rR^i%       QrzzR". 

Exemple.  —  Considérons  les  deux  substitutions 

P—  («0j«1>«2>«3.«4><^5)   (^0?  ^IJ  ^2j  ^3i    ^4j  ^5  )   {^0,^1)^2,^3,  ^4,^5), 

On  a  ici  u  ~~-  3,  i  ^^  5,  p  ■=-  4?  9  ^=  i. 
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Le  nombre  x  défini  par  la  congruence 
.Tp^  d     (mod.  /) 
a  pour  valeur  x  =  —  i  ;  on  a  donc 

p4^Q3  p2=Q-3^ 

et  en  posant 

on  trouve 

419.  Supposons  maintenant  que  l'on  demande  le 
nombre  des  substitutions  échangeables  avec  une  substi- 
tution donnée  S.  Soit  T  une  telle  substitution,  on  aura 

S  — TSÏ-S 

et  nous  avons  vu  que  la  substitution  TST~^  s'obtient, 
quel  que  soit  T,  en  exécutant  la  substitution  T  dans 
les  cycles  de  S  ;  donc  il  y  a  autant  de  substitutions  T 
satisfaisant  à  l'équation  précédente  qu'il  y  a  de  manières 
différentes  d'exprimer  S  sans  déplacer  les  parenthèses 
qui  entourent  les  cycles,  c'est-à-dire  sans  altérer  le 
nombre  des  lettres  contenues  dans  chaque  cycle.  Ce 
nombre  est  précisément  celui  qui  a  été  représenté  par  M 
au  n^  414,  et  qui  a  pour  valeur 

M  =  (i.2...mi)  (I.2.../A/2)...(^.2.../7^,„)/^;"'/^;"».../^;;'"; 

irii  désigne  le  nombre  des  cycles  d'ordre  ni  dans  la  substi- 
tution S,  et  n  étant  le  nombre  total  des  lettres,  on  a 

n  =  /?2i«i  -f-  /7^2/^2  -h  .  .  .  +  m^^/i^. 

420.  Nous  terminerons  l'étude  des  substitutions  échan- 
geables entre  elles,  en  démontrant  deux  propositions 
importantes  qui  nous   seront  utiles  dans  la  suite. 

Théorème  I.  ~  iSi  T,  U,  V,  .  .  . ,  W  sont  des  subsd- 
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tutions  échangeables  a^ec  une  substitution  donnée  S, 
le  produit  TU,  .  .  . ,  obtenu  en  multipliant  entre  elles 
plusieurs  des  substitutions^ ,  U,  .  .  . ,  sera  également  une 
substitution  échangeable  avec  S. 

En  effet,  on  a,  par  hypothèse, 

T  =  STS-S     U==SUS-S 

et,  en  multipliant, 

TU  =  STS-i  SUS-i  ; 

les  deux  facteurs  consécutifs  S  et  S~*  peuvent  être 
remplacés  par  leur  produit  i  dans  le  second  membre; 
on  a  donc 

TU=rSTUS-i     ou     TU  — SxTUxS-i, 

ce  qui  montre  que  la  substitution  TU  est  échangeable 
avec  S.  On  en  conclut  immédiatement  que  toutes  les 
substitutions  de  la  forme  TUV.  .  .  sont  pareillement 
échangeables  avec  S. 

421.  Théorème  II.  —  Si  m  désigne  un  nombre  pre- 
mier avec  l'ordre  d'une  substitution  donnée  S,  il  existe 
des  substitutions  qui  satisfont  à  V égalité 

(i)  S'«  =  TST-S 

et  leur  nombre  est  précisément  égal  au  nombre  des 
substitutions  qui  sont  échangeables  ai^ec  S. 

Remarquons  d'abord  que  l'égalité  S"^  =  TST~*  ne 
peut  avoir  lieu  que  si  m  est  premier  avec  l'ordre  de  S, 
car  les  substitutions  TST~*  et  S  sont  'semblables  et, 
en  conséquence,  du  même  ordre;  d'ailleurs  S  et  S"^  ne 
peuvent  être  du  même  ordre  que  si  jn  est  premier  avec 
l'ordre  de  S. 

Cela  posé,  soient  (G)  l'un  quelconque  des  cycles  de  S 
et  {r)  =  (G)"^  la  puissance  nû^""^  de  ce   cycle;  il   est 
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évident  que  l'égalité  (i)  sera  satisfaite  si  l'on  prend 

^  =  «=(c)-' 

(  )  désignant,  pour  abréger,  la  substitution  qui  rem- 
place tous  les  arrangements  C  par  les  correspondants  T  ; 
en  effet,  la  substitution  0S0~^  s'obtient  en  remplaçant 
les  arrangements  G  contenus  dans  les  cycles  de  S  par 
les  correspondants  F  ;  on  a  donc 

D'après  cela  l'égalité  (i)  peut  s'écrire 

(2)  TST-^=:0S0-S 

et  si  l'on  multiplie  à  gauche  par  0~^  et  à  droite  par  0, 
elle  prend  la  forme 

(3)  0-iïST-^0  =  S; 
enfin,  si  l'on  pose 

T  =  0U,     d'où     T-i  =  U-i  0-1, 
l'égalité  (3)  se  réduit  à 

usu-i  =  s, 

d'où  il  suit  que  U  est  une  substitution  échangeable  avec  S. 
Il  résulte  de  là  qu'on  obtiendra  toutes  les  solutions  de 
Féquation  (1),  en  multipliant  par  l'une  d'elles  0  toutes 
les  substitutions  échangeables  avec  S;  le  nombre  de 
celles-ci  est  donc  égal  au  nombre  des  substitutions  T. 

Exemple.  —  Pour  donner  un  exemple  de  ce  théorème, 
reprenons  les  deux  substitutions 

P  —  (<7o,     «1,    «2,    «3)     (^0,    ^U    ^2?    h)     {^Of    ^1>    ^2y    ^»), 
Qr:-{«0>    ^0,    ^Oy    «2,    ^2,    «^2)     («1,    ^1>    ^U    ^ly    "iy    ^3>    <^3  ) 
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que  nous  avons  déjà  considérées  et  qui  sont  des  puis- 
sances d'une  même  substitution.  Si  l'on  veut  déduire 
de  Q  une  substitution  Q'  telle,  que 

P3  =  Q'PQ-S 

il  suffira  de  multiplier  Q  par  la  substitution  dont  les 
deux  termes  sont  respectivement  les  arrangements  qui 
constituent  P^  et  P;  on  voit  de  suite  que  cette  substitu- 
tion est 

e  =  [ai,  a^)   [bi,  h^]   (c^,  Cg), 

et  l'on  a 

Q'=:0Q=  [a^,   b^,  Co,  «2,  ^2,  c^)  («i,  h,  ^l)   («3,  ^i>  ^s)- 


Réduction  d'une  substitution  quelconque  à  un  pj^oduit 
de  tj^anspositions . 

422.  Toute  substitution  est  équivalente  à  plusieurs 
transpositions.  En  efFet,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
au  n°  235,  si,  par  l'effet  de  la  substitution  S,  la  lettre  a 
doit  prendre  la  place  qui  est  occupée  actuellement  par  b, 
il  est  évident  que  la  substitution  S  équivaut  à  la  trans- 
position (a,  b),  jointe  à  une  substitution  S'  qui  ne 
déplace  que  les  lettres  b . .  ,\  en  d'autres  termes,  on  a 

Sr:::S'X   (  «,   b)', 

on  peut  raisonner  sur  S'  comme  on  vient  de  le  faire 
sur  S,  et,  en  continuant  de  la  même  manière,  on  décom- 
posera S  en  un  produit  de  transpositions. 

On   peut  réaliser  une    substitution  S    de  plusieurs 

manières  différentes,   par  le  moyen  de   transpositions 

successives;  mais,  quelle  que  soit  la   marche  que  l'on 

aura  suivie,    le  nombre  des   transpositions   employées 

S.  —  Alg.  sup.,  II.  i8 
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sera  toujours  le  même  à  un  multiple  de  2  près.  Gela  va 
résulter  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  <j  désigne  le  nombre  des  cycles 
d'une  substitution  S,  relative  an  lettres,  le  produit  TS 
ou  ST,  obtenu  en  multipliant  entre  elles  la  substitution  S 
et  la  transposition  T,  sera  une  substitution  dans  laquelle 
le  nombre  des  cycles  sera  C7  d=  i ,  savoir  ;  <t  -f- 1  si  les 
lettres  de  T  appartiennent  à  des  cycles  différents  de  S, 
et  G  —  I  dans  le  cas  contraire. 

Soit 

et  supposons  que  les  lettres  a^,  b^  appartiennent  à 
deux  cycles  différents  de  S,  savoir  : 

Si  l'on  exécute  la  substitution  S  sur  l'arrangement 

«i«2, .  .  .«/_i  ai  b^  b^.  .  .   bj_^  bj, 
on  obtiendra  le  nouvel  arrangement 

a-i  «;j .  .  .  CLi  «1  b^b^.  .  .  bj  biy 

et,  si  l'on  applique  à  celui-ci  la  transposition    T,    on 

obtient 

a^a.^.  .  .  ai  b^b^b^.  .  .  bjU^  ; 

en  comparant  cet  arrangement  à  celui  d'où  l'on  est  parti, 
on  trouve 

ÏCC—  (/2i,  «2.  •  •  •  f^i^  ^u  b^,   .  .  .,  bj)\ 

la  substitution  TS  renferme  donc  un  cycle  de  moins  que 
la  substitution  S,  et  la  même  chose  peut  se  dire  de  ST 
qui  est  semblable  à  TS. 
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Supposons  maintenant  que  les  lettres  «<,  b^  fassent 
partie  d'un  même  cycle  G  de  S,  et  soit 

C==  («1,  «2>    •  •  •'    ^h   ^IJ  ^2.    •  '  -y  ^j]' 

Si  l'on  applique  la  substitution  S' à  l'arrangement 
cil  c^2-  ■  ■  «/-i  «/  bi  b^.  .  .  bj^i  bj, 

on  obtient 

a^a-^...  ai  h^b^b^.  .  .   bj  «i, 

et,  en  faisant  la  transposition  T,  il  vient 

a^  a^.  .  .  ai  a,^b^b^.  .  .  bj  èj, 

d'où  il  suit  que  l'on  a 

TC—  («1,  a^_,   .  .  .,  ai]  [b^,  b,,  .  .  .,  bj); 

donc  la  substitution  TS  renferme  un  cycle  de  plus  que 
la  substitution  S,  et  la  même  chose  a  lieu,  en  consé- 
quence, à  l'égard  de  la  substitution  ST. 

Remarque.  —  Il  est  évident  qu'il  faut  tenir  compte, 
pour  l'exactitude  du  théorème,  des  cycles  qui  se  réduisent 
à  une  seule  lettre. 

Corollaire.  —  Si  g  désigne  le  nombre  des  cycles 
d'une  substitution  S  formée  avec  n  lettres,  et  que  cette 
substitution  puisse  être  obtenue  en  multipliant  entre 
elles  et  dans  un  certain  ordre  v  transpositions  égales  ou 


inégales j,  on  aura 


n  —  0-)  -4-  ikj 


k  étant  un  nombre  entier. 

En  effet,  la  première  transposition  peut  être  regardée 
comme  une  substitution  formée  de  tz  —  i  cycles,  l'un 
du  deuxième  ordre  et  les  n  —  i  autres  du  premier  ordre  ; 
donc,  en  la  multipliant  par  la  deuxième  transposition,  on 
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obtiendra  une  substitution  qui  sera  formée  de  tz  —  i  zb  i 
cycles  ;  ce  premier  produit,  multiplié  par  la  troisième 
transposition,  donnera  un  nouveau  produit  dans  lequel 
le  nombre  des  cycles  sera  n  —  i  ±  i  =b  i ,  et  ainsi  de 
suite;  en  sorte  que,  après  avoir  exécuté  la  multiplication 
des  V  transpositions,  on  se  verra  conduit  à  l'égalité 

(7  =  n  —  i±:izhi=ii...dzi, 

dans  laquelle  le  nombre  des  unités  positives  ou  négatives 
ajoutées  à  n  sera  égal  à  v.  Or,  si  l'on  donne  le  signe  —  à 
l'une  des  unités  qui  doit  avoir  le  signe  H-,  on  diminue 
de  2  unités  le  second  membre  de  notre  égalité.  Il  s'ensuit 
donc  que  l'on  a 

(j  zziz  n — v  +  2/'     ou     v=(/2  —  o-JH-sA-, 

et,  en  conséquence,  le  nombre  des  transpositions  suc- 
cessives 'par  lesquelles  on  peut  effectuer  une  substitu- 
tion donnée  S  est  toujours  de  même  parité,  quelle  que  soit 
la  marche  que  l'on  suive  pour  former  les  transpositions. 

423.  On  peut,  d'après  cela,  distinguer  en  deux  genres 
les  N  =  1 . 2 .  .  -  7z  substitutions  formées  avec  n  lettres. 
Le  premier  genre  comprendra  les  substitutions  qui 
équivalent  à  un  nombre  pair  de  transpositions,  tandis 
que  celles  qui  'équivalent  à  un  nombre  impair  de  trans- 
positions constitueront  le  second  genre. 

Soient 

I,   Sj,  Sg,  03 

les  substitutions  du  premier  genre,  parmi  lesquelles 
figure  l'unité,  et 

To,      -11,^2,13,... 

celles  du  deuxième  genre.  Il  est  évident  que  ces  deux 
suites  se  changeront  l'une  dans  l'autre,  si  on  les  multiplie 
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.  N 

par  une  transposition  [a,  h)  ;  par  conséquent,  il  y  a  - 

substitutions  de  l'un  et  de  l'autre  genre. 

On  peut  aussi  énoncer  les  résultats  suivants  : 

Une  substitution  circulaire  est  du  premier  ou  du 
deuxième  genre,  suivant  que  son  ordre  ou  le  nombre 
de  ses  lettres  est  impair  ou  pair. 

Le  produit  de  plusieurs  substitutions  est  du  premier 
ou  du  deuxième  genre,  suivant  que  le  nombre  des  fac- 
teurs du  deuxième  genre  est  pair  ou  impair. 

Les  puissances  paires  d'une  substitution  quelconque 
appartiennent  au  premier  genre. 
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CHAPITRE  IL 

PROPRIÉTÉS  DES  SYSTÈMES  DE  SUBSTITUTIONS  CONJUGUÉES. 


Des  systèmes  cojijugués. 

4-24.  Etant  données  plusieurs  substitutions  formées 
avec  n  lettres,  si,  en  les  multipliant  une  ou  plusieurs 
fois  les  unes  par  les  autres  ou  par  elles-mêmes,  dans  un 
ordre  quelconque,  on  n'obtient  jamais  que  des  substitu- 
tions comprises  dans  la  suite  des  substitutions  données, 
celles-ci  constituent  ce  que  Gauchy  a  nommé  un  système 
de  substitutions  conjuguées,  ou  simplement  un  système 
conjugué.  Il  est  évident  que  tout  système  conjugué  com- 
prend la  substitution  égale  à  l'unité. 

Uordre  d'un  système  conjugué  est  le  nombre  des 
substitutions  qu'il  renferme. 

Il  résulte  de  ces  définitions  que  les  N  =  i.2.../z 
substitutions  que  l'on  peut  former  avec  n  lettres  consti- 
tuent un  système  conjugué  d'ordre  N,  et  que  les  puis- 
sances d'une  substitution  quelconque  d'ordre  v  constituen  t 
un  système  de  substitutions  conjuguées  d'ordre  v. 

425.  Théorème.  —  Si  toutes  les  substitutions  d'un 
système  conjugué  V  d'ordre  tx  sont  comprises  parmi  les 
substitutions  d' un  autre  système  conjugué  G  d'ordre  m, 
le  nombre  p.  sera  un  diviseur  de  m. 

En  effet,  désignons  par 

(i)  I,   Sj,  S2,  S3,   ...,  SjA_i 
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les  [j.  substitutions  du  système  F  ;  ces  substitutions  appar- 
tiennent à  G,  par  hypothèse,  et  Ton  a  m^ix.  Soit  T^ 
Fune  des  substitutions  de  G  qui  n'appartiennent  pas  au 
système  T,  c'est-à-dire  à  la  suite  (i);  si  l'on  multiplie, 
à  droite,  par  T|  les  termes  de  cette  suite,  les  produits 

(2)  T„   S,Ti,  S^T,,...,  S,_,T„ 

que  l'on  obtiendra,  seront  compris  parmi  les  substitu- 
tions du  système  G;  d'ailleurs,  deux  quelconques  de  ces 
substitutions  (2)  sont  évidemment  distinctes  et  aucune 
d'elles  ne  saurait  appartenir  à  la  suite  (i).  Pour  établir 
ce  dernier  point,  il  suffit  de  remarquer  que  l'égalité 
S/Ti  =:Sy  en  traînerait  T^  =  S7"^Sy,  cequiestimpossible, 
car  le  produit  S~^Sy  appartient  nécessairement  au  sys- 
tème F,  tandis  que,  par  hypothèse,  T<  ne  fait  pas  partie 
de  ce  système  :  il  résulte  de  là  que  l'on  a  m  =  2//,  ou 
m'^  iix.  .  Si  m  est  égal  à  2/:/,  le  théorème  est  démontré  ; 
soit  donc77z>  2fji,  et  désignons  par  To  l'une  des  substi- 
tutions de  G  qui  n'appartiennent  à  aucune  des  suites  (i) 
et  (2).  En  multipliant  à  droite  par  To  les  substitu- 
tions (i),  on  obtiendra  fJt.  substitutions  nouvelles, 

(3)  T.,  SiT.,  S2T2,  .  ..,  S.,_iT2, 

qui  appartiendront  au  système  G  ;  elles  seront  distinctes 
entre  elles  et  distinctes  des  substitutions  (i);  en  outre, 
elles  sont  distinctes  des  substitutions  {2),  car  l'égalité 
S^Ts  =  SyT|  entraînerait  T2  =  S7"*Sy  T^ ,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse,  car  le  produit  Sf^SyT<  fait  évidemment 
partie  des  substitutions  (2).  Il  résulte  de  là  que  jn^z^'d^i. 
ou  772^  3/J^.  Il  est  clair  que  l'on  peut  poursuivre  de  cette 
manière  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  épuisé  toutes  les  substi- 
tutions du  système  G,  et  que  l'on  aura  en  conséquence 

q  désignant  un  nombre  entier. 
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Remarque.  —  Le  système  conjugué  G  a  été  ainsi  par- 
tagé en  q  suites  de  substitutions, 


I,        Si, 

s„ 

•    •   ,       ^(A— 1  > 

Ti,       SiTi, 

S2T1,        . 

•  •  >  S,j,_iTi, 

Ta,       S1T2, 

S2T2,        . 

..,   S,_iÏ2, 

T^y— 1>    SiT,y_i, 

S2T,,_i,   . 

•  •  j    ^[j.— 1  A<7— 1> 

dont  la  première  seule  constitue  un  système  conjugué. 
Pour  former  ce  tableau,  sur  lequel  repose  notre  raison- 
nement, nous  avons  successivement  multiplié,  à  droite, 
parles  substitutions  Tj,  T2,  .  .  . ,  T^_i  les  substitutions 
du  système  T  ;  mais  il  faut  remarquer  que  l'on  aurait 
pu  procéder  d'une  autre  manière,  et  que  la  démonstra- 
tion aurait  pu  être  faite  en  employant  des  substitu- 
tions U<,  Uo,  .  .  .  ,  U^7_<  du  système  G,  comme  multi- 
plicateurs, à  gauche,  des  substitutions  du  système  T. 
En  procédant  ainsi,  on  aurait  décomposé  le  système  G 
en  q  suites  formées  chacune,  comme  les  précédentes, 
de  /x  substitutions  et  qui  sont 

I,  b|,  hç,j  •   •   .  ,     Su._i, 

Ui,       U,Si,       TJ^S,,       ..    ,  UiS,_i, 
U2,       U2S1,      U^S.,       ...,  U2S^_i, 


Urjr— 1,      Tj,y_lSl,      U^y—lSg,       ...,      TJ^/_1  S,A_1, 

chaque  substitution  U  étant  choisie  parmi  les  substitu- 
tions de  G  qui  ne  font  pas  partie  des  lignes  horizontales 
déjà  formées. 

426.  Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  conduit 
à  des  conséquences  importantes,  qui  sont  contenues 
dans  les  corollaires  suivants  : 

Corollaire  L  — L'ordre  d'un  sjstèmede  substitutions 
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conjuguées  formées  avec  n  lettres  est  un  diviseur  du 
produit  N  =  1 . 2 . 3  .  . .  72. 

En  effet,  les  substitutions  du  système  proposé  appar- 
tiennent au  système  conjugué  de  l'ordre  N  qui  comprend 
toutes  les  substitutions. 

Corollaire  II.  —  L'ordre  d'un  système  de  substitu- 
tions conjuguées  est  un  multiple  de  V ordre  de  l'une 
quelconque  des  substitutions  du  système. 

En  effet,  les  puissances  de  l'une  des  substitutions  d'un 
système  conjugué  appartiennent  toutes  à  ce  système  ; 
d'ailleurs,  ces  puissances  constituent  un  système  con- 
jugué dont  l'ordre  est  égal  à  celui  de  la  substitution  ;  donc 
cet  ordre  est  un  diviseur  de  l'ordre  du  système  proposé. 

Corollaire  III.  —  Le  nombre  n  des  lettres  étant 
supposé  premier,  tout  système  conjugué  d'ordre  n  se 
compose  des  n  puissances  d'une  substitution  circulaire 
d'ordre  n. 

En  effet,  l'ordre  d'une  substitution  quelconque  du 
système  doit  diviser  n\  il  se  réduit  donc  à  i  ou  à  tz. 

Corollaire  IV.  —  Si  deux  systèmes  conjugués  ofjrent 
des  substitutions  communes,  celles-ci  constituent  un  sys^ 
tème  conjugué  et  leur  nombre  est  en  conséquence  un 
diviseur  commun  des  ordres  des  deux  systèmes  donnés. 

En  effet,  soient 

(i)  i>  Si,  S2,    .  .  . ,   S,j,_i 

toutes  les  substitutions  communes  à  deux  systèmes  con- 
jugués. Toute  substitution  S,  obtenue  en  multipliant 
les  précédentes  entre  elles  ou  par  elles-mêmes,  appar- 
tient à  la  fois  aux  deux  systèmes  proposés  ;  et,  comme 
ceux-ci  n'ont  que  les  ^  substitutions  communes  (i),  il 
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est  évident  que  la  substitution  S  se  trouve  comprise 
parmi  elles;  ces  substitutions  communes  constituent 
donc  un  système  conjugué. 

Des  systèmes  semblables  et  des  systèmes  échangeables 
entre  eux. 

427.  Considérons  un  système  de  substitutions  con- 
juguées 

(I j  I,   Si,    b2,   .  •  . ,    S,;l_i  ; 

on  a  vu  que  TST~^  et  S  sont  deux  substitutions  sem- 
blables, quelle  que  soit  la  substitution  T,  et  que,  pour 
former  la  substitution  TST~' ,  il  suffît  d'effectuer  la  sub- 
stitution T  dans  les  cycles  de  S  ;  il  en  résulte  que  les 
substitutions 

(2)  I,   TSiï-S  TSaT-i,  ...,  TS,,_iT-i 

constituent  un  système  conjugué.  On  peutaussi  vérifier 
immédiatement  ce  fait,  en  remarquant  que  le  produit 
d'un  nombre  quelconque  de  substitutions  prises  dans  la 
suite  (2)  est  de  la  forme  TS^Sg  ...  S^T~^,  et  par  suite 
de  la  forme  TSiT~< ,  puisque  les  substitutions  (  i  )  forment, 
par  hypothèse,  un  système  conjugué. 

Les  systèmes  conjugués  (i)  et  (2)  seront  àiv\^  sem- 
blables (^)  ;  il  peut  arriver  que  ces  deux  systèmes  coïn- 
cident, et  alors  on  a,  quel  que  soit  /, 

TS,T-i=z:Sy     ou     ïS,i=SyT; 

par  conséquent,  on  obtient  les  mêmes  résultats  en  mul- 


(')  M.  Betti  a  donné  aux  substitutions  (2)  le  nom  de  dérivées  des  sub- 
stitutions correspondantes  (i);  T  est  la  dérivante,  et  le  système  (i)  est 
alors  le  dérivé  par  T  du  système  (i). 
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tipliant  les  substitutions  (i)  par  T,  soit  à  droite,  soit  à 
gauche. 

Considérons  maintenant  deux  systèmes  de  substitu- 
tions conjuguées, 

I,     bj,     Do,     03,     ...,     î^jJi— 1> 

I,  Ti,  T.,  T;,,    ..  .,  T,_i; 

nous  dirons  que  ces  deux  systèmes  sont  échangeables 
entre  eux  lorsque  tout  produit  de  la  forme  TyS^-  sera  en 
même  temps  de  la  forme  S//Tyv.  Si  l'on  a  f  =  j,  quels 
que  soient  i  et  j,  le  premier  des  deux  systèmes  propo- 
sés coïncidera  avec  le  système  semblable  que  l'on  en 
déduit  en  multipliant  ses  substitutions  à  gauche  par  Ty 
et  à  droite  par  Tj'^.  Si  l'on  a  en  même  temps  i^=i,f=::j, 
quels  que  soient  ietj,  deux  substitutions  quelconques, 
prises  dans  les  deux  systèmes  proposés,  seront  échan- 
geables entre  elles. 

Du  problème  général  qui  fait  V objet  principal  de  la 
théorie  des  substitutiojis . 

428.  Le  problème  général  que  l'on  a  en  vue  dans  la 
théorie  des  substitutions  peut  être  énoncé  dans  les  termes 
suivants  : 

Quels  sont  les  systèmes  de  substitutions  conjuguées 
que  l'on  peut  former  avec  n  lettres  données? 

La  solution  de  ce  problème  serait,  pour  l'Algèbre,  de 
la  plus  haute  importance  ;  aussi  Lagrange  et,  après  lui, 
plusieurs  géomètres  éminents  se  sont-ils  occupés  de 
cette  question  difficile.  Mais,  malgré  leurs  efforts,  ils 
n'ont  pu  atteindre  le  but  proposé,  et  la  Science  ne  possède 
aujourd'hui  sur  ce  sujet  qu'un  petit  nombre  de  propo- 
sitions générales  que  nous  allons  établir  ici. 


284  COURS  d'algèbre  supérieure. 

Parmi  les  systèmes  de  substitutions  conjuguées  que  l'on 
peut  former  avec  n  lettres  données,  nous  connaissons  : 
1°  le  système  qui  comprend  les  N  =:  i .  2.  .  .tz  substitu- 
tions ;  2°  les  systèmes  que  l'on  forme  en  prenant  toutes 
les  puissances  d'une  substitution  quelconque.  Nous  les 
rappelons  ici,  afin  de  présenter  un  ensemble  complet  des 
résultats  acquis. 

429.  Théorème  I.  —  Parmi  les^  =  1 .1,  .  ,n  substi- 
tutions que  Von  peut  former  a^ec  n  lettres  données, 
celles  qui  équivalent  à  un  nombre  pair  de  transpositions 

N 
constituent  un  système  conjugué  d'ordre  —  ?  et  Un  existe 

aucun  autre  système  conjugue  au  même  ordre  -  • 

La  première  partie  du  théorème  est  évidente.  Nous 
avons  vu,  en  effet,  que  si  l'on  multiplie  entre  elles  plu- 
sieurs substitutions  du  premier  genre,  c'est-à-dire  plu- 
sieurs substitutions  dont  chacune  équivaut  à  un  nombre 
pair  de  transpositions,  on  obtient  pour  résultat  une  sub- 
stitution du  premier  genre. 

Pour  établir  la  seconde  partie,  soit 

(i)  1,   Si,  So,    S3,    .  .  .,    Sn_ 

2 

N 
un  système  conjugué  d'ordre  —  ♦  Multiplions  à  gauche  et 

à  droite  les  substitutions  de  ce  système  par  une  substi- 
tution quelconque  T,  nous  obtiendrons  les  produits 


(2) 

T,   TSi,  TS2,    . 

..,   ÏS,^^, 

et 

(3) 

T,   SiT,   S2T,    . 

.  .,  Sn     t. 

F-' 
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Si  T  fait  partie  du  système  (i),  les  suites  (2)  et  (3)  for- 
meront des  systèmes  conjugués  identiques  à  (i);  mais, 
si  T  n'est  pas  compris  dans  le  système  (i),  chacune  des 
suites  (2)  et  (3)  se  composera,  comme  on  l'a  vu  précé- 

N  .       . 

demment,   des  -  substitutions  qui  n'appartiennent  pas 

au  système  (i).  Dans  tous  les  cas,  les  suites  (2)  et  (3) 
offrent  les  mêmes  substitutions,  et  l'on  a,  en  conséquence , 
quel  que  soit  i,  pour  une  certaine  valeur  de  jr, 

TS,  =  S/r     ou     TS/T-i=Sy; 

d'où  il  résulte  que  le  système  (i)  renferme  toutes  les  sub- 
stitutions semblables  à  l'une  quelconque  de  celles  qui  y 
sont  contenues.  Ce  système  ne  renferme  donc  aucune  des 
transpositions  ;  car  autrement  il  les  renfermerait  toutes, 
et  son  ordre  serait  égal  à  N,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
Supposons  que  T  désigne  maintenant  une  transpo- 
sition, les  suites  (i)  et  (2)  comprendront  toutes  les 
N  substitutions  des  72  lettres,  et  ces  substitutions  ne  feront 
que  s'échanger  entre  elles,  si  on  les  multiplie  par  une 
transposition  U.  Or  il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède, 
que,  par  cette  multiplication,  la  suite  (i)  se  transformera 
dans  la  suite  (2)  ;  donc  à  son  tour  la  suite  (2)  se  changera 
dans  la  suite  (i),  ce  qui  montre  que  la  substitution  UT 
fait  partie  du  système  (i).  Ce  système  comprend  ainsi 
toutes  les  substitutions  que  l'on  obtient  en  multipliant 
deux  transpositions  entre  elles,  et  il  renferme,  en  conse- 
il 
quence,  les  -  substitutions  qui  équivalent  chacune  à  un 

nombre  pair  quelconque  de  transpositions. 

GouoLLAiRE.  —  Le  système  conjugué  d'ordre—  ren- 
ferme toutes  les  substitutions  circulaires  d  ^ ordre  impair, 
et  il  nen  renferme  aucune  d'ordre  pair. 
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En  effet,  toute  substitution  circulaire  d'ordre  p  équi- 
vaut k  p  —  I  transpositions  ;  on  a 

(«0,  «1,  «2>  •••>  ^p~\)  =  (^01  ^p-\]  (<«o,  ^p-i]'--[aQ,  fl^)  («0,  a^]. 

430.  Théorème  II.  —  Si  un  système  conjugué  ren- 
ferme toutes  les  substitutions  cii^culaires  dont  l'ordre 
est  un  nombre  donné  p  égal  ou  inférieur  à  n,  V ordre 

N 
du  système  conjugué  est  N  oi^  -  •  Cet  ordre  est  toujours 

égal  àlSl  si  p  est  pair. 

Le  théorème  est  évident,  dans  le  cas  de  p  =  2;  car  le 
système  proposé  contient  toutes  les  transpositions  et  son 
ordre  est  égal  à  N.  Dans  le  cas  de  p  =  3,  le  système  pro- 
posé renferme  la  substitution  circulaire 

des  trois  lettres  données  a<,  «2,  a^  et  il  contient  aussi  la 
substitution 

(«4,  «3,  «1)  =  (^3,  «4)  f/îi,   «3), 

si,  le  nombre  n  étant  supérieur  à  3,  «4  désigne  une  lettre 
nouvelle.  Le  produit  de  la  première  substitution  par  la 
seconde  est 

(<73,  «4)  («1,  «2) 

et  ce  produit  doit  figurer  dans  le  système  proposé.  Donc 
celui-ci  renferme  toutes  les  substitutions  qui  équivalent  à 

un  nombre  pair  de  transpositions,  et  son  ordre  est  ainsi 

N  . 

au  moins  égal  à—*,  d'ailleurs  cet  ordre  est  un  diviseur 

de  N,  par  suite  il  est  égal  à  -  ou  à  N. 

Le  cas  de  /?  >  3  se  ramène  facilement  au  cas  de  p:=z'd. 
En  effet,  soient  <2<,  «o?  «3  trois  quelconques  des  lettres 
données,  et  posons 
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Soit  aussi 

S==  («1,  «2,  ^4,  hr^,  .  .  .,bp,a.^] 
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une  substitution  circulaire  d'ordre  p  formée  avec  les 
lettres  a^,  a^-,  «3  et  p  —  3  autres  lettres  données  ^4, 
^5,  .  .  . ,  h  p.  On  aura 

(«1,  «2)8  =  («1)  [a^,  h,^,  ^>5,  .  .  .,  h^,,  «3), 

et,  en  multipliant,  à  gauche,  par  (<2,,  «3), 

TS  =  [a^,  «73,  «2,  ^4,  ^''31  .  .  .,bp). 

Par  hypothèse  le  système  proposé  renferme  toutes  les  sub- 
stitutions circulaires  d'ordre  p  :  donc  les  substitutions  TS 
et  S~^  doivent  y  figurer  ainsi  que  leur  produit  T,  qui  est 
l'une  quelconque  des  substitutions  circulaires  formées 
avec  trois  des  lettres  données. 

Si  le  nombre  p  est  pair,  le  système  proposé  comprend 
les  produits  de  transpositions,  en  nombre  impair,  qui 
équivalentauxsubstitutions  circulaires  d'ordre/?  ;  l'ordre 

de  ce  système  est  donc  supérieur  a  -5  et,  en  consé- 
quence, il  est  égal  à  N. 

431 .  Théorème  III.  —  Une  substitution  quelconque  T 
étant  formée  as^ec  n  lettres,  les  diverses  substitutions 
des  mêmes  lettres  qui  sont  échangeables  a^ec  T  consti- 
tuent un  système  conjugué. 

En  effet,  soient 

I ,   Sj,   So,    .  .  . ,   Sji— 1 

les  M  substitutions  échangeables  avec  T,  parmi  lesquelles 
figure  évidemment  l'unité.  Nous  avons  vu  que  le  produit 
de  plusieurs  de  ces  substitutions  est  lui-même  une  substi- 
tution échangeable  avec  T;  ce  produit  fait  donc  partie  de 
la  suite  précédente,  et,  en  conséquence,  celle-ci  forme  un 
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système  conjugué  d'ordre  M.  Ce  nombre  M  a  pour  va- 
leur (n°  4i4) 

M^={i  .1.  .  .  nti)  [i  .2..  .  .m^) .  .  .{i.2..  .  .  m^)n'l'^ n^^ .  .  .  n'^<^^ 

m/ désignant  le  nombre  des  cycles  de  T  qui  sont  de 
l'ordre  Ui.  On  tient  compte  des  cycles  formés  d'une  seule 
lettre,  en  sorte  que  l'on  a 

«  =:  /TZl  72i  H-  mg  ;?2  +  •  •  •  +  ^^  ^to- 

Ainsi  en  particulier  avec  un  nombre  n  de  lettres  égal  à 
m^  7Z|,  on  peut  former,  par  le  précédent  théorème,  un 
système  conjugué  d'ordre 

1 .2.3.  .  ./?2i  X  /z'"'. 

Exemple.  —  Dans  le  cas  de 

«  r:=  6  =  3  X  2  =  2  X  3, 

on  pourra  former  deux  systèmes  de  substitutions  conju- 
guées dont  les  ordres  seront  respectivement  i .  2 . 3  X  2^ 
ou  48,  et  1 . 2  X  32  ou  18. 

432.  Théorème  IV.  —  Une  substitution  quelconque  T 
étant  formée  avec  n  lettres,  les  diverses  substitutions  S 
telles^  que  le  produit  STS~^  se  réduise  à  une  puissance 
de  T,  constituent  un  système  de  substitutions  conjuguées . 

Le  nombre  des  substitutions  qui  satisfont  à  l'égalité 

STS-i  =  T', 

dans  laquelle  i  représente  un  nombre  donné  premier  à 
l'ordre  de  la  substitution  T,  est  égal  (n**  421)  au  nom- 
bre M  des  substitutions  échangeables  avec  S.  Si  donc  on 
désigne  par  v  le  nombre  des  substitutions  S  qui  satis- 
font à  la  précédente  égalité,  lorsque  i  cesse  d'être  un 
nombre  donné,  et  par  çp(a)  le  nombre  qui  indique  com- 
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bien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  l'ordre  ^  de  la  substi- 
tution T,  on  aura 

Gela  posé,  soient 

(l)  I,      Si,      S2,      Sg,        ...,      Sv_l 

les  substitutions  qui  satisfont  à  la  condition  imposée  par 
l'énoncé  du  théorème.  Je  dis  que  le  produit  de  deux 
quelconques  des  substitutions  (i)  fait  partie  de  la  même 
suite,  et  que  celle-ci  constitue  en  conséquence  un  système 
conjugué  d'ordre  v.  Considérons,  en  effet,  les  deux  sub- 
stitutions Si,  S2;  on  a  par  hypothèse 

(2)  SiT:S-'  =  'P,      ou     SiT  =  T'Si, 

(3)  S^i:S-'=^TJ\     ou     S^T=:TJS^; 

en  multipliant  à  gauche  par  Si  l'égalité  (3),  il  vient 

(4)  SiS/r  =  SiTAs,; 

et,  en  élevant  l'égalité  (2)  à  la  puissance  y, a  on 

Si  TS7I .  Si  TS7^ ...  Si  TSt'  =  T'V, 
c'est-à-dire 

(5)  SiTJS-^  =  V'J,     ou     Si'P=:T'>Si; 

en  vertu  de  cette  égalité  (o),  la  formule  (4)  donne    , 

(6)  SiS^T^pVSiS,,     ou     (SiS,)T(SiS2)-^  =  T'^ 

d'où  il  suit  que  la  substitution  S<  S2  fait  partie  de  la 
suite  (i),  comme  on  l'avait  annoncé. 

433.  Soient  e  l'un  des  nombres  premiers  à  u,  et  6  l'ex- 
posant auquel  e  appartient  relativement  au  module  i/.. 
Au  lieu  de  former  la  suite  (i)  avec  toutes  les  substitu- 
tions S,  qui  satisfont  à  l'égalité 

STS-i  ^  T', 
S.  —  Jlg.  sup.,  H.  19 
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où  i  a  une  valeur  quelconque,  si  l'on  prend  seulement  les 
substitutions  S  qui  satisfont  à  la  même  égalité  en  impo- 
sant la  condition  que  i  soit  congru,  suivant  le  module  pi,  à 
une  puissance  de  e,  les  substitutions  de  la  suite  [i\  forme- 
ront encore  un  système  conjugué.  Effectivement,  si  l'on 
suppose  que  dans  les  égalités  (2)  et  (3)  î  et 7  désignent 
deux  puissances  de  e,  le  produit  ij  sera  lui-même  une 
puissance  de  e,  et,  en  vertu  de  l'égalité  (6),  le  produit  Si  S2 
appartiendra  à  la  suite  (i).  On  peut  donc  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  V.  —  Une  substitution  quelconque  T, 
d'ordre  [i,  étant  formée  auec  n  lettres ^  si  l'on  forme 
toutes  les  substitutions  S  telles,  que  le  produit  STS~^  se 
réduise  à  une  puissance  de  T,  dont  l' exposant  soit 
congru,  suivant  le  module  ^,  à  une  puissaiice  d'un 
nombre  donné  e  appartenant  à  V exposant  9,  par  rap- 
port au  module  [à,  les  substitutions  S  constitueront  un 
système  conjugué  d'ordre  ÔM.  Lorsque  le  nombre  il 
admet  des  racines  primitives^  6  peut  être  un  diviseur 
quelconque  de  ^{iJ-)- 

Ce  théorème  V  comprend  le  théorème  III  comme  cas 
particulier  ;  il  se  confond  avec  celui-ci  quand  on  fait  0  =  i 
et,  par  suite,  e=:i.  Mais  il  ne  comprend  pas  le  théo- 
rème IV,  parce  qu'il  n'existe  pas  en  général  de  racines 
primitives  pour  un  nombre  composé.  Cette  extension  du 
théorème  III  a  été  indiquée  par  M.  G.  Jordan,  dans  un 
Mémoire  qui  fait  partie  du  XXXVIIP  Cahier  du  Journal 
de  r Ecole  PolytecJijiique. 

Corollaire  I.  —  On  peut  former ,  a^^ec  n  lettres,  des 
systèmes  de  substitutions  cojijuguées  d'ordre  n(^[n)  et 

d'ordre  —^ — -^  t  étant  un  diviseur  convenable  de  n.  En 
t 

particulier ,  si  n  est  un  nombre  premier,  on  peut  former 
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un  système  de  substitutions  conjuguées  dont  l'ordre  soit 
égal  à  ni^n  —  i)  ou  au  quotient  de  ce  nombre  par  un 
diviseur  quelconque  de  n  —  i . 

Ce  corollaire  résulte  immédiatement  des  théorèmes  IV 
et  V,  en  supposant  que  T  y  désigne  une  substitution  cir- 
culaire d'ordre  n. 

Corollaire  II.  —  On  peut  former ,  auec  n  —  i  lettres 
données j  un  système  conjugué  d'ordre  ^{n)  ou  — — ' 

Considérons  en  effet  le  système  conjugué  qui  contient 
n^{ii)  ou  — — -  substitutions  de  n  lettres,  et  dont  il  est 

question  dans  le  corollaire  précédent.  Pour  former  ce  sys- 
tème, on  part  d'une  substitution  circulaire  T,  d'ordre  Ji, 
et  l'on  prend  les  substitutions  S  qui  satisfont  à  une  éga- 
lité de  la  forme  STS~^  =■-  Tk  Or,  du  mode  de  formation 
de  ces  substitutions  S,  il  résulte  que,  pour  chaque  valeur 
de  i,  il  existe  une  substitution  unique  S,  qui  ne  déplace 
pas  une  lettre  donnée  a.  Donc  le  système  que  nous  consi- 
dérons renferme  (f[n)  ou  --—  substitutions  qui  ne  dépla- 
cent que  zz —  I  lettres;  il  est  évident  que  ces  substitutions 
constituent  un  système  conjugué. 

434.  Dans  le  cas  de  zz  ==::  6,  si  l'on  choisit  d'abord 
pour  T  une  substitution  régulière  formée  de  deux  cycles 
du  troisième  ordre,  on  pourra  former,  par  le  théo- 
rème IV,  un  système  de  substitutions  conjuguées  dont 
l'ordre  sera  i .  2  X  3-  X  2  ou  36.  Si  l'on  prend  en  second 
lieu,  pour  T,  une  substitution  circulaire  du  sixième 
ordre,  on  pourra  former,  par  le  théorème  V  (corollaire  I), 
un  système  conjugué  d'ordre  6  X  ^(6)  ou  12.  Soit 

'9- 
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la  substitution  circulaire  choisie;  le  système  conjugué  se 
composera  :  1°  des  six  puissances  de  T, 

I,  T,  r,  TS  TS  T^ 

2°  des  six  substitutions  du  deuxième  ordre  suivantes  : 

,{a,b][c,f)(d,e),  [a,c)[d,f][b)[e), 
{a,d)[b,c)[e,f),  [a,e)(b,d)[c][f), 
[a,f)[b,e)(c,d],      (^,/)(c,  e)[a)[d)- 

si  l'on  désigne  par  S  l'une  quelconque  de  ces  six  dernières 
substitutions,  on  a  STS~'  =  T^  ou  (ST)-=  i. 

435.   Théorème  VI.  —  Si  deux  systèmes  de  substitu- 
tions conjuguées 

I  ,       Sj,      Sg,         .    .    .  ,       bjji_l, 
I,        ±i,        Iq-,         •••»        Iv—  Il 

formées  avec  n  lettj^es,  et  dont  les  ordres  sont  respecti- 
vement \}.  et  V,  sont  échangeables  entre  eux  et  n  offrent 
aucune  substitution  commune,  les  substitutions 


I, 

Si, 

s„ 

...,         S(;,_l, 

T„ 

T,S„ 

T,S„ 

...,  T,S,_„ 

T., 

T2S1, 

Tg  S,, 

.    .    .  ,       Ig    S|,._i  , 

Tv— i,  T.;— 1  Si,  •  •  •  j  Tv_i  Su,_i, 

ou 

I,  Sj,  Sg,  .  .  . ,  Sp._i, 

II,  bi    Ij,  O2   11,       ■   .  •  >  bji— 1   11, 

T2,  Si  T-2,  S2  T.2,    •  .  • ,  S|i._i  Igï 


Tv— 1,   SiTv_i,  ...,  S,ji_.i  Tv_i, 

obtenues  en  multipliant  les  substitutions  de  l'un  des 
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systèmes  par  celles  de  Vautre,  formeront  un  système 
conjugué  d'ordre  [lv. 

En  effet,  si  l'on  prend  plusieurs  termes  dans  l'un  quel- 
conque des  deux  tableaux,  et  qu'on  les  multiplie  entre 
eux,  on  obtiendra  un  produit  composé  de  facteurs  T  et 
de  facteurs  S.  Mais,  par  hypothèse,  on  peut  intervertir 
l'ordre  de  deux  facteurs  consécutifs  S  et  T,  à  la  condition 
de  modifier,  s'il  y  a  lieu,  leurs  indices,  puisque  l'on  a, 
quels  que  soient  i  et  7, 

Sf  Ty  ==:  Tjt  S/'       et       Tj  S/  =:  S//  Tjf  ; 

en  outre,  le  produit  de  plusieurs  facteurs  S  ou  T  consé- 
cutifs se  réduit  à  l'une  des  substitutions  désignées  par  S 
ou  T;  donc  le  produit  que  nous  avons  formé  est  de  l'une 
ou  l'autre  forme 

Si  Ty,    Ty  Si, 

et,  en  conséquence,  il  fait  partie  des  substitutions  com- 
prises dans  chacun  de  nos  tableaux.  D'ailleurs,  deux 
substitutions  prises  dans  le  même  tableau  sont  diffé- 
rentes, car  l'égalité 

T/  Sy  =  T,7  Sj' 

entraîne 

SyS^. 


SyS,-^  =  T,-'T-^: 


le  premier  membre  appartient  au  système  S,  le  deuxième 
au  système  T;  en  outre,  ces  deux  systèmes  n'ont  que  le 
seul  terme  commun  i  ;  il  s'ensuit  que  l'on  a 

Sy  87^=^1,     T,T7^^i, 
c'est-à-dire 

Sy/  =  Sy,        T^'  =  T/. 

Chacun  de  nos  tableaux  comprend  donc  /:xy  substitutions 
distinctes,  lesquelles  constituent  un  système  conjugué. 
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CoKOLLAiRE  I.  —  Sî  les  sub stitutioTis  s  ei  T  d'ordres 
respectifs  y.  et  v  sont  échangeables  entre  elles  et  n^ont 
aucune  puissance  commune  autre  que  l'unité,  on  for- 
mera un  système  d'ordre  [xv  en  multipliant  les  p  puis- 
sances de  S  par  les  v  puissances  de  T. 

En  effet,  dans  Fhypolhèse  admise,  les  deux  systèmes 
conjugués 

I,  S,  S^,   ...,  s^-\ 

I ,   T,  T^,    . .  . ,  T^-i 

remplissent  les  conditions  exigées  par  l'énoncé  du  théo- 
rème précédent. 

CoPiOLLAiRE  II.  — Si  plusieurs  substitutions'^ ,  T,  U,  . . . , 
d'ordres  respectifs  [x,  v,  p,  .  .  .  ,  sont  échangeables  entre 
elles  deux  à  deux,  et  si  V égalité 

ne  peut  avoir  lieu  que  pour  i-.=  ^^  j  z=zv,  k=  p,  .  .  . ,  on 
formera  un  système  conjugué  d'ordre  ^xvp,  .  .  en  mul- 
tipliant les  puissances  de  S  par  celles  de  T,  puis  les 
résultats  obtenus  par  les  puissances  de  U,  et  ainsi  de 
suite. 

Remarque.  —  Si  l'on  pose 

Q=(«o,  ^-'0,  .  .  •,/o)  [^u^u  .  .  .,/i).  .  .(«p_i,  Vi'  •  •  -'/p-i)' 

pour  que  S  et  T  soient  des  substitutions  échangeables 
entre  elles  et  que  ces  substitutions  n'aient  aucune  puis- 
sance commune  autre  que  l'unité,  il  faut  et  il  suffît 
(n''417)  que  l'on  ait 

ou 

S==:PP'P''...,     T  =  QQ'Q''...; 
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F  et  Q',  P^'  et  Q'^,  .  . .  désignant  des  substitutions  for- 
mées de  la  même  manière  que  P  et  Q,  mais  avec  des 
lettres  différentes. 

Considérons,  [par  exemple,  le  cas  de  six  lettres.  Si 
l'on  fait 

S  =  [a,  b)  [c,  d)  [e,  /),     T  =  («,  c)  [b,  d)  [e)  (/), 

on  obtiendra  un  système  conjugué  du  quatrième  ordre 
qui  se  composera  des  quatre  substitutions 

I,  S,  T,  ST. 

436.  Examen  d'un  cas  remauquable  qui  rentre  dans 
LES  théorèmes  V  et  VI.  — Lc  cas  dont  il  s'agit  ici  est 
celui  du  système  de  n{n  —  i)  substitutions  conjuguées 
dont  il  est  question  dans  le  corollaire  I  du  théorème  V, 
lorsque  le  nombre  n  des  lettres  est  premier. 

Soient 

^01    ^^1'    ^2i      •  •  •  >    ^n—l 

les  n  lettres  données,  et  supposons,  comme  au  n°  416, 
que  a^q^r  désigne  la  même  lettre  que  a^.  Le  système  que 
nous  considérons  sera  formé  de  toutes  les  substitutions  S 
qui  satisfont  à  une  égalité  de  la  forme 

STS-i  —  TS 

dans  laquelle  T  désigne  une  substitution  circulaire 
d'ordre  n.  Soit 

T=  («0,^1,  «21    •  •  -,««-1) 

cette  substitution.  Le  nombre  n  étant  premier  et  i  dési- 
gnant un  nombre  quelconque  non  divisible  par  tz,  T^  sera 
une  substitution  circulaire  d'ordre  n,  et  Ton  aura,  par 
nos  conventions, 

T'=  [«01  «O  ^2ii    •  •  ->  «(«-!)/]. 

OU,  en  faisant  passer  une  lettre  quelconque  a/d  à  la  pre- 
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mière  place, 

T'=  [a/ci,  ^ik+ijh  •  .  .,  «(«-i)/j  ^o>  ^i^  •  ■  ',a(fc-i)i]. 
Cela  posé,  chaque  substitution  S  doit  se  former  en  pre- 
nant pour  numérateur  la  permutation  qui  constitue  le 
cycle  de  T^'  et  pour  dénominateur  la  permutation  qui 
%ure  dans  le  cycle  de  T.  Désignons  par  C  cette  dernière 
permutation,  par  G'  et  C^'  les  permutations  qui  consti- 
tuent le  cycle  de  T^  lorsqu'on  met  à  la  première  place 
«0  et  Uki  respectivement.  L'expression  générale  des  sub- 
stitutions S  sera 


On  a  évidemment 

^r    )    =  [«0,  ^Ah  ^iki,   •  •  .  ,  «(«-DAv]  —  T^"'; 


(c') 


quant  à  la  substitution  L  j ,  elle  ne  renferme  pas  la 
lettre  «o  et  l'on  a 

C  y         iaia,   .  .  .  a,,_i     J 

Cette  substitution  a  pour  effet  de  multiplier  par  i  les 
indices  des  lettres  a  ;  soit  ?'  une  racine  primitive  pour  le 
nombre  premier  n,  posons 

i^r'     (mod.  «), 

et  désignons  par  U  la  substitution  qui  a  pour  effet  de 
multiplier  par  r  les  indices  des  lettres  a  :  il  est  clair  que  la 
puissance  v'^""'  de  U  multipliera  ces  indices  par  /-^  ou  i; 
on  aura  donc 

on  voit  en  outre,  à  cause  de  r'"'^  ~  i  (mod.  ji),  que  U  est 
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une  substitution  circulaire  de  l'ordre  n  —  i  dont  l'ex- 
pression est 

U  =  (<ari,  <2^,  «;.2,  «!,.3,  .  .  < ,  a^n—".'^. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  désigne  par  h  un  nombre  tel, 
que  l'on  ait  /z^/ri  (mod.  «),  la  substitution  S  aura  pour 
valeur 

(i)  S=:T^^U'; 

enfin,  de  l'équation 

STS-i  =  P 


on  tire 
d'où 


ST^S-i  —  T^'=:  T^'  =  SU- 


et 

(2)  S  =  U^T^\ 

Les  formules  (i)  et  (2)  fourniront  donc  la  même  valeur 
de  S,  si  les  exposants  li  et  k  satisfont  à  la  relation 

h  z=z  kr\ 

Chacune  de  ces  mêmes  formules  donnera  toutes  les  sub- 
stitutions du  système  que  nous  considérons  en  attribuant 
à/i  ou  à  A  les  w  valeurs  o,  1,2,  .  .  . ,  n — i,  et  à  vies  mêmes 
valeurs,  zéro  excepté,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  n —  i 
excepté.  En  d'autres  termes,  le  système  dont  nous  nous 
occupons  s'obtiendra  en  multipliant  les  substitutions 

I,  T,  T^    ...,  T'-\ 
à  droite  ou  à  gauche,  par  les  substitutions 

1,     u,     U,...,»J  . 

Exemple.  —  Considérons  le  cas  de  «  =  5.  Comme  2 
est  ici  racine  primitive,  on  pourra  former  un  système  de 
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vingt  substitutions  conjuguées  en  multipliant  entre  elles 
les  puissances  des  deux  substitutions 

Tr=  («0,  «1»  «2,  «3^  '^4).       Ur=  (^1,  a^,  «4,  «îg); 

il  est  facile  de  vérifier  sur  cet  exemple  que  la  formule 

a  lieu  quels  que  soient  les  nombres  k  et  v. 

437.  Théorème  VII.  —  Etant  donné  un  système  de 
n  lettres,  soient  n^  un  nombj^e  entier  égal  ou  inférieur 
à  Uj  et  V  =  lUf  nu  un  multiple  de  ni  contenu  dans  n. 
Soient  encore  n^  un  nombre  égal  ou  inférieur  à  m^ ,  et 
m^  n^  un  multiple  de  n^  contenu  dans  m^ .  Soient  pareil- 
lement «3  un  nombre  égal  ou  inférieur  à  m^y  et  m^  n^ 
un  multiple  de  n^  contenu  dans  m^^  ....  On  pourra  tou- 
jours, avec  V  lettres  arbitrairement  choisies  parmi  les 
n  lettres  données,  former  un  système  de  substitutions 
conjuguées  dont  l'ordre  sera  n'^^  n™'-n'^^  .... 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  Gauchy,  dans  le  Mé- 
moire que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  citer. 

Prenons  v  =  m^  n^  lettres  parmi  les  n  qui  sont  don- 
nées, puis  distribuons-les  en  m^  groupes  ou  arrangements 
composés  chacun  de  ni  lettres,  et  que  nous  nommerons 
groupes  de  première  espèce.  Prenons  ensuite  ces  m<  ar- 
rangements pour  composer  les  cycles  de  77^^  substitutions 
circulaires  d'ordre  n^,  que  nous  représenterons  par 

(i)  Pi,  P2,  P3,    ...,  P^.. 

Parmi  les  m^  groupes  de  première  espèce,  prenons-en 
m2  ^2  et  distribuons-les  en  m2  groupes  de  deuxième  espèce, 
lesquels  seront  ainsi  formés  par  la  réunion  de  n2  groupes 
de  première  espèce.  Avec  les  ni  n^  lettres  de  chaque 
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groupe  de  deuxième  espèce,  formons  une  substitution 
ayant  pour  effet  de  déplacer  circulairement  les  groupes 
de  première  espèce  contenus  dans  le  groupe  de  deuxième 
espèce,  et  soient 

(2)  Qi,  Q2,  Q3,    ...,   Q„;, 

les  m2  substitutions  ainsi  obtenues.  Si  G,  G',  Q\  .  .  . 
désignentles  arrangements  ou  groupes  de  première  espèce 
qui  composent  un  groupe  de  deuxième  espèce,  chaque 
substitution  (2)  sera  de  la  forme 


CC'C"...)     ou     ,^^,^„ 

elle  a  pour  effet  de  remplacer  chaque  lettre  de  G  par  celle 
qui  occupe  le  même  rang  dans  G',  celle-ci  par  celle  qui 
occupe  le  même  rang  dans  G'^  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte 
de  là  que  les  substitutions  Q  sont  régulières  et  que  cha- 
cune d'elles  est  formée  de  Ui  cycles  d'ordre  /Z2. 

Parmi  les  ^2  groupes  de  deuxième  espèce,  prenons-en 
7^3/23  et  distribuons-les  en  ms  ^roMi^esàe  troisième  espèce, 
lesquels  comprendront  ainsi  n^  groupes  de  deuxième 
espèce.  Avec  les  n^  «2  n^  lettres  de  chaque  groupe  de 
troisième  espèce,  formons  une  substitution  ayant  pour 
effet  de  déplacer  circulairement  les  groupes  de  deuxième 
espèce  contenus  dans  celui  de  troisième  espèce,  et  soient 

(3)  Rl7       1^27        1^3»         •     •     -1        Rwg 

les  m^  substitutions  ainsi  obtenues.  En  reproduisant  le 
raisonnement  que  nous  avons  fait  à  l'égard  des  substitu- 
tions Q,  on  prouvera  que  chacune  des  substitutions  R  est 
régulière,  et  qu'elle  est  formée  de  n^  n^  cycles  d'ordre  723. 
On  peut  continuer  ainsi  tant  que  l'on  n'aura  pas  ren- 
contré l'unité  dans  la  suite  des  nombres  m^^m^^m^,  

Dans  chacune  des  suites  (t),  (2),  (3),  .  .  .,  deux  sub- 
stitutions quelconques  n'ont  aucune  lettre  commune,  et, 
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par  suite,  elles  sont  échangeables  entre  elles.  On  ob- 
tiendra donc  un  système  de  substitutions  conjuguées  P 
d'ordre  tz'"»  en  multipliant  entre  elles  les  77^^  suites  qui 
sont  formées  chacune  par  les  n^  puissances  de  l'une 
des  substitutions  (i).  Pareillement,  on  obtiendra  de  la 
même  manière  des  systèmes  conjugués  Q,  R,  .  .  . ,  dont 
les  ordres  seront  respectivement  /Zg"-,  Wg"^,  .  .  . ,  au  moyen 
des  substitutions  (2),  (3),  ... 

Je  dis  en  outre  que  deux  quelconques  des  systèmes 
ainsi  formés  sont  échangeables  entre  eux.  A  cet  effet, 
représentons  les  lettres  contenues  dans  chacun  des  divers 
arrangements  ou  groupes  d'une  espèce  quelconque  par 
un  même  caractère  a  ou^,  ou  c,  .  .  .  affecté  d'un  indice 
variable  ;  alors  celles  des  substitutions  P,  Q,  R,  .  . .  qui 
ont  pour  effet  d'échanger  circulairementles  groupes  d'es- 
pèces moins  élevées  contenues  dans  l'un  des  groupes  que 
nous  considérons  pourront  se  déduire  de  celles  qui  se 
rapportent  à  un  autre  groupe,  en  changeant  la  lettre  que 
nous  sommes  convenus  d'affecter  d'indices,  mais  en  con- 
servant les  mêmes  indices.  Si  donc  A  et  B  désignent  deux 
arrangements  de  i^'"^^  espèce  formés  respectivement  de 
deux  lettres  a,  Z>,  affectées  des  mêmes  indices,  et  si  l'une 
des  substitutions  P,  Q,  .  .  .  change  A  en  A',  l'une  de  ces 
substitutions  changera  aussi  B  en  B',  les  indices  de  b 
dans  B'  se  succédant  dans  le  même  ordre  que  les  indices 
de  a  dans  A'. 

Cela  posé,  soit  V  une  substitution  de  l'une  des 
suites  (2),  (3),  .  . .  qui  déplace  circulairementles  groupes 
A,  B,  G,  D,  .  .  . ,  K  de  i^'^''  espèce,  contenus  dans  un 
groupe  ABGD.  .  .L  de  (i-f-  i)^"'^*^  espèce.  Soit  en  même 
temps  U  l'une  des  substitutions  (i),  (2),  (3),  ...  qui  ne 
produisent  de  déplacements  de  lettres  que  dans  l'un  des 
arrangements  A,  B,  .  .  . ,  dans  G  par  exemple.  Supposons 
que  U  change  G  en  G';  d'après  ce  que  nous  venons  de 
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dire,  le  système  auquel  U  appartient  renfermera  une 
autre  substitution  U'  changeant  aussi  D  en  D'.  Appli- 
quons successivement  les  trois  substitutions  U,  V,  U'~* 
à  l'arrangement 

ABCD...K. 

Par  la  substitution  U,  cet  arrangement  devient  d'abord 

ABC'D...K; 
il  se  transforme  ensuite  en 

BCD' . .  .  KA 

par  la  substitution  V.  Enfin,  comme  la  substitution  U'~' 
change  D'  en  D,  elle  nous  donnera  l'arrangement 

BCD...A, 

que  Ton  aurait  obtenu  tout  d'abord  en  appliquant  la 
substitution  V  à  l'arrangement  primitif;  on  a  donc 

U'-iVU=:V,     d'où     VU^TJ'V. 

Il  résulte  de  là  que  les  sysj;èmes  conjugués  P,  Q,  R,  .  .  . 
sont  échangeables  entre  eux  deux  à  deux.  D'ailleurs  un 
produit  tel  que  V.  .  .RQP,  formé  avec  des  substitutions 
de  ces  divers  systèmes,  ne  peut  se  réduire  à  l'unité  à 
moins  que  tous  ses  facteurs  ne  se  réduisent  eux-mêmes 
à  l'unité;  car,  s'il  en  était  autrement,  on  aurait 

...RPQr=rV-l, 

ce  qui  est  impossible,  puisque  la  substitution  contenue 
dans  le  premier  membre  est  impropre  à  déplacer  les 
groupes  de  lettres  que  V~'  échange  entre  eux.  On  voit 
donc  que  l'on  obtiendra  un  système  de  substitutions  con- 
juguées d'ordre  n"^^  w^^  nf^ .  .  . ,  en  multipliant  entre  eux 
les  systèmes  P,  Q,  R,  .... 

Corollaire  I.  —  Etant  donné  un  système  de  n  let- 
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très,  soit  p  un  nombre  premier  égal  ou  inférieur  à  n. 
Soient  encore  v  =  m^p  un  multiple  de  p  contenu  dans 
n  ;  m2p  un  multiple  dep  contenu  dans  m^  ;m^p  un  mul- 
tiple de  p  contenu  dajis  m^ On  pourra  toujours , 

avec  V  lettres  choisies  aj^bitr  air  ement  y  former  un  système 
de  substitutions  primitives  et  conjuguées  d'ordre 

Ce  corollaire  résulte  du  théorème  précédent,  en  y  sup- 
posant zz,  =  722=  723=  '  •  •  --^/?.  L'ordre  du  système  con- 
jugué étant  une  puissance  de  p,  chacune  des  substitu- 
tions du  système  a  elle-même  pour  ordre  une  puissance 
de  Pj  et  en  conséquence  elle  est  primitive. 

Corollaire  II.  —  Etant  donné  un  système  de  n 
lettres,  soient  p  un  nombre  premier  égal  ou  inférieur 
à  Jiy  V  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  n, 
et  pi*  la  plus  haute  puissance  dep  qui  dis^ise  exactement 
le  produit  N=::  i,2.3. . .  7z.  On  pourra  toujours  y  ai^ec 
V  lettres  prises  arbitrairement  parmi  les  n  lettres  don- 
nées, former  un  système  de  substitutions  primitives  et 
conjuguées  d^ ordre  p'''-. 

Ce  corollaire  se  déduit  du  précédent,  en  supposant  que 
m^p  soit  le  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  n, 
m^ple  plus  grand  multiple  de  p  contenu  dans  m^,  et 
ainsi  de  suite.  Dans  cette  hypothèse,  la  somme 

^  zz=  rrii-]-  m^-h  m^-\-  ... 

est  évidemmentl'exposantde  la  plus  haute  puissance  de /? 
qui  divise  exactement  N  ==:  i.2.3...7Z. 

438.  Exemple.  —  Considérons  le  cas  de  tz  =:  6,  et  pre- 
nons p=:i.  La  plus  haute  puissance  de  i  qui  divise 
exactement  ]e  produit  1.2.3.4-5.6  est  2^  ou  i6;  on 
pourra  donc  avec  six  lettres  former  un  système  de  seize 
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substitutions  primitives  et  conjuguées.  Soient <^,  h^  c,  d^ 
e,  fies  lettres  données  :  on  pourra  choisir  pour  les  sub- 
stitutions P 

{a,b),      [c,d],      [ej], 

la  série  des  substitutions  Q  se  réduit  ici  à  une  substitu- 
tion unique)  et  l'on  peut  prendre 

[a,c)      [b,d). 

Le  produit  des  quatre  systèmes 

I,      (a^b) 
I,      {c,d) 

I,      {a,c){b,d) 

fournit  seize  substitutions  conjuguées ,  parmi  lesquelles  on 
rencontre,  outre  l'unité  :   i"  trois  transpositions,  savoir  : 

(«,è),      (c,^),      [e,/]- 

2°  cinq  substitutions  régulières,  formées  chacune  de  deux 
transpositions,  savoir: 

{a,b)[c,d),      {a,b){ej),      [c,d][ej), 
[a,c)[b,d),      (a,d)(b,c); 

3°  trois  substitutions  régulières  formées  chacune  de  trois 
transpositions,  savoir  : 

(a,b)    [c,d]    (e,/),    [a,c)    {b,  d)    [ej],  [a,  d)    [b,c)   (e,/); 

4°  deux  substitutions  circulaires  du  quatrième  ordre, 

savoir  : 

(a,d,b,c,),      [a,c,b,d); 

5°  deux  substitutions  primitives  du  quatrième  ordre, 
non  régulières,  savoir  ; 

(«,  d,  b,  c)  (e,/),      [a,  c,  b,  d)  [e,/). 
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439.  Théorème  VIII.  —  Si  Von  a  formé  un  système 
de  substitutions  conjuguées  de  m  lettres  dont  V ordre 
soit  p,  et  un  système  de  substitutions  conjuguées  de 
p  lettres  dont  Vordre  soit  cr,  on  pourra  construire  un 
système  de  substitutions  conjuguées  de  n  =  mp  lettres, 
dont  l'ordre  sera  ^Pu. 

En  effet,  distribuons  les  mp  lettres  données  en  p 
groupes  composés  chacun  de  m  lettres,  et  que  nous  re- 
présenterons par 

«0,     «1,     «21    •  —  .    <«m-l» 
^0,     ^1,     ^2.     -  •  •.     ^m-i, 


Aq,     ^1,     ^'21    •  •  •  >    ^'m~l- 

Soit  A  un  système  de  [à  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  les  m  lettres  a  qui  composent  la  première 
ligne  de  ce  tableau.  Soient  aussi  B,  C,  ...,  K  les  systèmes 
de  substitutions  conjuguées  que  l'on  obtient  en  rempla- 
çant successivement  dans  A  la  lettre  a  par  /?,  c,  d,  . . . , 
k,  sans  changer  les  indices  dont  la  lettre  est  affectée. 
Désignons  enfin  par 

Z5  substitutions  conjuguées,  formées  avec  les  p  lettres 
ai,  bi,  ,  .  .  ,ki\  posons 

et  nommons  P  le  système  conj  ugué  d'ordre  tu 

I,  S,  T,   ...,  U, 

dont  les  substitutions  ont  pour  effet  d'échanger  entre 
elles  les  lignes  horizontales  de  notre  tableau. 

Les  systèmes  A,  B,  ...  K  sont  évidemment  échangea- 
bles entre  eux,  et  il  est  aisé  de  voir  que  leur  produit  est 
échangeable  avec  le  système  P.  En  effet,  soient  A  une 
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substitution  du  système  A,  et  S  une  substitution  de  P  ;  la 
substitution  A.,  effectuée  la  première,  déplacerales lettres 
a  et  elle  remplacera  la  première  ligne  du  tableau  par 

«;,  «,,  «;, . ..,  <,_p 

après  quoi  la  substitution  S  déplacera  les  lignes  horizon- 
tales du  tableau;  seulement,  si  elle  doit  amener  les  let- 
tres b  à  la  place  de  a,  la  ligne  précédente  sera  remplacée 
par 

b\,  b\,  b\,  . ..,  è;^_j, 

et,  pour  faire  disparaître  les  accents,  il  suffira  d'appliquer 
la  substitution  B~',  B  désignant  ce  que  devient  A  quand 
on  y  remplace  a  par  b.  On  voit  alors  que  l'on  a 

B-iPA  =  P,     d'où     PA=rBP. 

Il  résulte  évidemment  de  là  qu'en  multipliant  entre 
euxlesp-f-i  systèmes  A,  B,  C,  ...,KetP,  on  obtiendra 
un  système  conjugué  dont  Tordre  sera  ^^cj. 

Corollaire  I.  —  On  peut  former,  as^ec  n  =:  nip  let- 
tres, un  système  de  substitutions  conjuguées  cV ordre 
(i .  2.3  .  .  .  m)P .[i  .2.  .  ./?). 

Il  suffît  en  effet  de  prendre  pour  A  le  système  de  toutes 
les  substitutions  formées  avec  m  lettres,  et  pour  Pie  sys- 
tème de  toutes  les  substitutions  formées  avec  p  lettres. 

Exemples.  — Dans  le  cas  de  n  =  6,  on  peut  faire 
/;i  z=  3,  p  =:  2,  ou  /j?=  2, 77^^  =  3.  Ou  voit  alors  que  l'on 
peut  former  avec  six  lettres  deux  systèmes  de  substitu- 
tions conjuguées,  dont  les  ordres  sont  respectivement  y  2 
et  4B.  Dans  le  cas  de  n  =  4:  ^^  a  7/2  =  2,  p=:  2,  et  l'on 
peut  former  avec  quatre  lettres  un  système  conjugué 
d'ordre  8. 

Corollaire  II.  —  Si  p   est  un  nombre  premier,  on 
peut  former,  as^ec  n  =  mp  lettres,  un  système  de  substi- 
tutions conjuguées  d'ordre  (  i .  2 . 3  .  .  .  m)P  p[p  —  i) . 
S.  —  Alg,  sup.,  II.  20 
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Il  suffît  en  efTetde  choisir  A  comme  dans  le  précédent 
corollaire,  et  de  prendre  pour  P  le  système  conjugué 
d'ordre  p[p  —  i)  dont  nous  avons  reconnu  l'existence 
dans  le  cas  où/?  est  un  nombre  premier.  Le  système  dont 
il  s'agit  ici  se  rencontre  dans  la  théorie  des  équations. 

440.  Théorème  IX.  — Si  un  système  de  substitutions 
conjuguées  relatif  à  n  lettres  renferme  toutes  les  substi- 
tutions circulaires  du  troisième  ordre  que  Von  peut  for- 
mer avec  n  —  i  lettres  données,  et  cjuil  ait  encore 
d^ autres  substitutions,  il  renferme  toutes  les  substitu- 
tions circulaires  du  troisième  ordre  quel' ojipeut former 
avec  les  n  lettres. 

Soient 

«0,    f«i,    «2)    •  •  •  j    <«n-25    f> 

les 72  lettres  données,  G  le  système  que  l'on  considère,  et 
G'ie  système  conjugué  formé  avec  celles  des  substitutions 
de  G  qui  ne  contiennent  pas  b.  Désignons  par  T  une  sub- 
stitution de  G  qui  n'appartienne  pas  à  G',  et  supposons 
que  T  substitue  b,  ai,  aj  à  a^,  aj^,  a^,  i  et  y  étant  deux 
indices  quelconques  qui  peuvent  avoir  les  valeurs  i  et  2; 
comme  la  substitution  U  =  (ao,  a^,  «2)  appartient  à  G, 
parhypothèse,ilenserademême  de  TUT"'  =z(b^ai,  aj). 
Le  système  G  renferme  donc  toutes  les  substitutions  cir- 
culaires formées  avec  les  n  lettres. 

Corollaire.  —  Si  un  système  de  substitutions 
conjuguées    relatif  à    n    lettres   renferme   toutes   les 

N 
1.2.3...  [n —  I  )  =  —  substitutions  formées  avec  n  —  i  let- 

très,  son  ordre  est  ^  ou  ->  Si  le  système  proposé  ren- 

N  .       . 

ferme  seulement  les  —  substitutions  du  premier  genre 

r  •  1  ,  N  N 

formées  avec  n —  i  Lettres,  son  ordre  est  —  ou  —- 
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Conservons  les  notations   dont  nous  venons  de  faire 

N         N 
usage.  Par  hypothèse,  l'ordre  de  G' est  -  ou  — ]  le  même 

nombre  exprimera  donc  aussi  Tordre  de  G,  si  ce  système 

n'aqueles  seules  substitutions  de  G'.  Dansle  cas  contraire, 

G  admettra  toutesles  substitutions  circulaires  du  troisième 

N 
ordre  formées  avec  les  n  lettres,  et  son  ordre  sera  N  ou  -? 

2 

savoir  :  N  si  G'  renferme   toutes  les    substitutions  de 

N 
n — i  lettres,  et—  si  G'  renferme  seulement  des  substi- 

2 

tutions  du  premier  genre. 

441 .  Théouème  X.  —  Si  un  système  de  substitutions 
conjuguées  relatif  à  n  lettres  ne  renferme  pas  toutes  les 
substitutions  circulaires  du  troisième  ordre  formées  awec 
n — I  lettres,  mais  quil  contienne  toutes  celles  que  Von 
peut  former  as^ec  n — 2  des  lettres  données,  les  substi- 
tutions du  système  qui  déplacent  les  deux  autres  lettres 
ne  peuvent  que  les  échanger  entre  elles.  Le  nombre  n  est 
supposé  supérieur  à  ^. 

Soient 

«0,   «1,   a^, «,,_..,   b^,   b^ 

les  n  lettres  données,  G  le  système  que  l'on  considère, 
et  G'  le  système  conjugué  formé  par  celles  des  substitu- 
tions de  G  qui  ne  déplacent  aucune  des  lettres  b^,  b^  ; 
par  hypothèse  le  système  G  renferme  toutes  les  substi- 
tutions circulaires  du  troisième  ordre  que  l'on  peut  for- 
mer avec  les  «  —  2  lettres  a.  Désignons  par  T  une  sub- 
stitution de  G  qui  n'appartienne  pas  àG'etqui  n'échange 
pas  entre  elles  les  lettres  b^  et  b^ . 

Si  T  déplace  bç,  pour  la  substituer  à  a^  et  qu'elle  ne 
déplace  pas  b^  ou  que,  déplaçant  Z>^ ,  elle  la  substitue  à  Z>o, 
soient  a^  et  a^  les  deux  lettres  qui  seront  remplacées  par 
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deux  lettres  quelconques  données,  ai,  af,  comme  la  sub- 
stitution U  =(«0?  ^\y  «2)  appartient  à  G,  il  en  est  de 
mcme  de  TUT~^  =(^bo,  at,  aj)  ;  donc  le  système  G  ren- 
ferme toutes  les  substitutions  circulaires  du  troisième 
ordre  qu'on  peut  former  avec  ii —  i  des  lettres  données, 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Si  T  substitue  b^  et  b^  à  a^  et  «<,  ai  à  ^2,  la  substitu- 
tion U  =  (<2o,  «1 ,  «2)  appartenant  à  G,  il  en  sera  de  même 
de  TUT~'  c=:  (^05  ^i>  ^i)'  ^^  cette  dernière  substitution 
remplace  ai  parZ>o,  et  ^0  par  ^i  ;  on  rentre  donc  dans 
le  cas  précédent,  qui  est  incompatible  avec  notre  hypo- 
thèse, comme  on  vient  de  le  voir. 

Il  résulte  de  là  que  la  substitution  T  ne  peut  qu'échan- 
ger les  lettres  b,),  b^  entre  elles;  elle  sera  donc  de  la 
forme  T=:(Z>o,  Z>i).S,S  étant  une  substitution  de  G'.  On 
voit  aussi  que  le  système  G  s'obtiendra  en  multipliant 
entre  eux  le  système  G'  et  le  système  formé  des  deux 
substitutions  i,  (Z>o,  ^i).  En  conséquence,  l'ordre  du 
système  G  est  double  de  l'ordre  du  système  G'. 

Remarque. — La  démonstration  précédente  exige  que 
le  nombre  des  lettres  a  soit  au  moins  égal  à  3,  et  que 
l'on  ait  en  conséquence  rC^^.  Le  théorème  ne  subsiste 
pas  pour  72  =-4- 

Corollaire.  —  Si  un  système  de  substitutions  conju- 
guées relatif  à  n  lettres  renferme  les 

I.2.3.../2  —  2=: ~ 

^  '        n[n  —  1  ) 

substitutions  formées  ai^ec  n  —  2  des  lettres  dojinées,  mais 
qu'il  ne  renferme  pas  toutes  celles  qu  on  peut  former 
avec  n  —  i  lettres,  son  ordre  sera  égal  au  quotient  de  N 

par  l'un  des  deux  nombres  -~ ?  n[n  —  i).  Si  le  sjs- 
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N 
tenie  renferme  seulement  les  — -, substitutions  du 

^  2  /^  (  72  —  I  j 

premier  genre  formées  avec  n —  2  lettres,  mais  quil  ne 
contienne  pas  toutes  celles  que  Von  peut  former  avec 
n  —  I  lettres,  son  ordre  sera  égal  au  quotient  de  N  par 
l'uji  des  deux  nombres  n(ji  —  i),  ini^n — i). 

N 

En  effet,   par  hypothèse,  l'ordre    de  G'  est  —- - 

'    ^  "^^  n[n~  i) 

ou  — -, r?    et  le  même    nombre    exprimera  l'ordre 

in[n  —  I  ]  ^ 

de  G,  si  ce  système  n'a  que  les  seules  substitutions  de  G'. 
Dans  le  cas  contraire,  toute  substitution  de  G  qui  n'ap- 
partient pas  à  G'  déplace  circulairement  les  deux  lettres 
non  contenues  dans  G',  car  autrement  G  posséderait 
toutes  les  substitutions  circulaires  du  troisième  ordre 
qu'on  peut  former  avec  n  — 1  lettres,  et  cela  est  contre 
l'hypothèse.  Alors,  d'après  le  théorème  précédent,  Tordre 
de  G  est  double  de  l'ordre  de  G^ 


Des  groupes  de  permutations, 

442.   Considérons  un  système  F  de  substitutions  con- 
juguées de  n  lettres,  dont  l'ordre  soit  égal  à  il\  soient 

I,   Si,   S,,    •  .  . ,   Sfj._i 

les  substitutions  de  ce  système.  Si  l'on  prend  une  quel- 
conque des  permutations  des  n  lettres  données,  et  que 
l'on  multiplie  cette  permutation  Aq  parles  y.  substitutions 
de  r,  on  obtiendra  ^  produits 

Aqi      S^Aq,      Î52A0,       •   •   •,      bjjt_iAo, 

ou 

Ao,   Al,  A2,    .  .  .,     k^-u 

qui  constituent  ce  qu'on  nomme  un  groupe  de  permuta- 
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lions.  Les  substitutions  du  système  T,  par  lesquelles  on 
passe  d'une  permutation  aune  autre,  sont  dites  les  sub- 
stitutions du  groupe. 

Désignons  par  G,  soit  le  système  des  N=i.2.3...  tz 
substitutions  des  lettres  données,  soit  tout  autre  système 
conjugué  contenant  toutes  les  substitutions  du  système  F. 
On  a  vu  au  n"  425  que,  si  l'on  désigne  par  m=^if.q  l'ordre 
du  système  G,  les  substitutions  de  ce  système  peuvent 
être  représentées  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  manières 
suivantes  : 

[  ^1  Si,  Sg,  .      .      .     ,         S;;,_l, 

\  Ti,        SiTi,        SjTi,        .  .  .,  S,;,_iTi, 

±2,  SlTn,  S2T2,  .    .    .  ,    S,j._i  T2, 


I  ,  k'i  ,  ^2,  •    •   •  »      ^!X— 1» 

{    Uo,  U2S1,  U2S2,  .   ..   ,    U2S.,_,, 


\    »J^— Il    Lir/— 1^1,   U^_iS2,    •  .  •  ,   U^_iSjx— j. 

Cela  posé,  on  obtiendra  un  groupe  de /7z  permutations, 
en  multipliant  la  permutation  Aq,  prise  arbitrairement, 
par  les  m  substitutions  de  G  ;  et,  pour  effectuer  cette  opé- 
ration, on  peut  supposer  à  G  l'une  ou  l'autre  des  formes 
(,)et(2). 

Employons  d'abord  la  forme  (i).  La  première  ligne 
horizontale  est  formée  des  />t  substitutions  du  système  F, 
et  les  produits  de  la  permutation  Aq  par  ces  substitutions 
donneront  le  groupe  déjà  considéré  plus  haut,  savoir  : 

Ao,   Al,   A2,    .  .  .,   Aa_i. 

Pour  multiplier  Aq  par  les  substitutions  de  la  deuxième 
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ligne  du  tableau  (i),  il  suffit  de  faire  le  produit  Ai^*  de  la 
permutation  Aq  par  T<  et  de  multiplier  ensuite  ce  produit 
par  les  substitutions  F;  les  résultats 

Ad)        A(l)       J^i^)  A(A) 

qu'on  obtiendra  ainsi,  forment  évidemment  un  deuxième 
groupe  de  permutations  qui  admet  les  mêmes  substitu- 
tions que  le  précédent. 

Comme  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  évidem- 
ment à  chacune  des  lignes  du  tableau  (i),  à  partir  de  la 
deuxième,  on  voit  que  le  groupe  de  permutations  obtenu 
en  multipliant  une  permutation  À^^par  les  [iq  substitu- 
tions du  système  G  est  décomposable  en  q  groupes  for- 
més chacun  de  p  permutations  ;  en  outre,  ces  divers 
groupes  partiels  admettent  les  mêmes  substitutions, 
savoir,  celles  du  système  F. 

Opérons  maintenant  delà  même  manière  en  employant 
le  système  G  sous  la  forme  (2).  La  première  ligne  du 
tableau  (2)  donnera,  comme  précédemment,  le  groupe 

Ao,  Al,   A,,    .  .  .,   A.,._i; 

quant  aux  lignes  suivantes  du  tableau  (2),  elles  donne- 
ront pour  résultats  les  produits  obtenus  en  multipliant 
successivement  ce  premier  groupe  de  permutations  par 
les  substitutions 

et,  comme  ces  opérations  équivalent  à  de  simples  change- 
ments dans  lanotation  employée  pour  désigner  les  lettres, 
chacune  d'elles  transformera  le  premier  groupe  en  un 
autre  groupe.  Il  résulte  de  là  que  le  groupe  obtenu  en 
multipliant  la  permutation  Aq  par  les  ^q  substitutions 
du  système  G  est  décomposable  en  q  groupes  de  [x  per- 
mutations  tels,  qu'on  passe  d'un  groupe  à  un  autre  en 
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exécutant  une  même  substitution  sur  les  permutations  du 
premier. 

Il  peut  arriver  que  les  lignes  horizontales  soient  les 
mêmes  dans  les  deux  tableaux  (i)  et  (2).  Cette  circon- 
stance se  présentera  nécessairement  si  les  substitutions 

I,   T„   T2,    ...,   V„ 
ou 

I,  U,,  U.,    ...,  U^_i 

forment  un  système  conjugué  échangeable  avec  le  sys- 
tème r.  Dans  ce  cas,  le  groupe  de  permutations  obtenu 
en  multipliant  la  permutation  Kq  par  les  ^q  substitutions 
du  système  G  est  décomposable  en  q  groupes  formés 
chacun  de  11  permutations  et  qui  jouissent  de  cette  double 
propriété,  que  les  substitutions  sont  les  mêmes  dans  les 
divers  groupes  partiels  et  quon  passe  de  l'un  de  ces 
groupes  à  un  autre  en  exécutant  une  même  substitution 
sur  les  permutations  du  premier. 

443.  Exemple.  —  Considérons  le  cas  de  quatre  lettres 
a,  Z»,  c,  d^  et  prenons  les  quatre  systèmes  de  substitutions 
conjuguées 

G   =^i,   («,  h]  (c,  d], 

G'rz.-:!,     [a,c)   (b,   d), 
G'^rr.  I,     [b,C,   d),     [h,d,c), 
Q,"'--rz   I,     [h,   C). 

Les  systèmes  G  et  G'  sont  échangeables,  et  leur  pro- 
duit G'G,  qui  est  du  quatrième  ordre,  est  un  système  con- 
jugué échangeable  avec  G^^;  enfin  le  système  conjugué 
G^'G'G  est  lui-même  échangeable  avec  G'" ,  en  sorte  que 
le  produit  Çs"'(j"G'(j  comprend  les  vingt-quatre  substi- 
tutions. 

Gela  posé,  multiplions  la  permutation  aZ>cc?  parle  sys- 
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tème  G"'G"G'(j,  nous  obtiendrons  le  groupe  des  vingt- 
quatre  permutations,  savoir  ; 


abcd 
hadc 
cdab 
dcba 


acdb 
cabd 
dbac 
bdac 


adbc 
dacb 
bcad 
cbda 


acbd 
cadb 
bdac 
dbca 


abdc 
bacd 
dcab 
cdba 


adcb 
dabc 
cbad 
bcda 


Ce  groupe  se  décompose  en  deux  autres  ;  l'un  de  ceux- 
ci  comprend  les  permutations  des  trois  premières  co- 
lonnes, etil  admet,  comme  le  second,  les  douze  substitu- 
tions du  premier  genre  ;  on  passe  de  l'un  des  groupes 
partiels  à  l'autre  en  exécutant  la  transposition  (Z>,  c). 

Le  premier  de  ces  deux  groupes  se  décompose  lui- 
même  en  trois  autres,  formés  chacun  des  permutations 
contenues  dans  une  même  colonne;  ici  les  trois  groupes 
partiels  admettent  les  quatre  substitutions  du  système 
G' G,  et  l'on  passe  d'un  groupe  à  un  autre  en  exécutant 
une  même  substitution  de  G^^ 

Enfin  le  premier  de  ces  trois  derniers  groupes  est  dé- 
composable  en  deux  autres  qui  sontformés,  l'un  des  deux 
premières  permutations,  l'autre  des  deux  dernières.  Ici 
chacun  des  groupes  partiels  admet  la  substitution  de  G, 
et  on  passe  de  l'un  à  l'autre  groupe  en  exécutant  la  sub- 
stitution de  G'. 


?  L I  \\  \\  A  U  Y 

UNIVKIîSITY  OF 

yCALlKOlLNIA, 
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CHAPITRE  III. 

DES  INDICES  DES  SYSTÈMES  CONJUGUÉS. 


Indice  cVun  système  conjugué. — Limite  inférieure  des 
indices  supérieurs  à  2. 


'.  Pour  abréger  le  discours,  je  nommerai  indice 
d'un  système  de  substitutions  conjuguées  formées  avec 
n  lettres  le  quotient  obtenu  en  divisant  le  produit 
N  =  i  .2.3.  .  .  7z  par  le  nombre  qui  exprime  l'ordre  du 
système.  Si  m  désigne  l'indice  d'un  système  conjugué 
d'ordre  /a,  on  aura 

N 

l'ordre  et  l'indice  d'un  système  conjugué  relatif  à  n  let- 
tres sont  donc  deux  diviseurs  correspondants  du  pro- 
duit  I  .2.3.  .  .  7Z. 

L'indice  772  peut  avoir  les  valeurs  i  et  2,  quelque  soit 
le  nombre  n  des  lettres,  et  il  serait  intéressant  de  con- 
naître en  général  les  plus  petites  valeurs  qu'il  peut  avoir 
quand  il  est  supérieur  à  2. 

Rulini,  dans  sa  théorie  des  équations,  a  considéré  par- 
ticulièrement le  cas  de  cinq  lettres,  et  l'on  peut  conclure 
de  ses  recherches  que  : 

Dans  le  cas  des  cinq  lettres,  si  l'indice  d^un  système 
conjugué  est  supérieur  à  2,  il  est  au  moijis  égal  à  5 . 

Cauchy ,  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  X^  Cahier 
du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  a  démontré  en- 
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suite  un  théorème  plus  général  duquel  il  résulte  que  : 

L'indice  dhin  système  de  substitutions  conjuguées ^ 
formées  avec  n  lettres,  né  peut  être  en  même  temps 
supérieur  à  i  et  inférieur  au  plus  grand  des  nombres 
premiers  qui  ne  surpassent  pas  n. 

Et,  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  premier,  on  a  ce 
théorème  : 

L'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées , 
formées  avec  n  lettres,  n  étant  un  nombre  premier,  ne 
peut  être  en  même  temps  supéineur  à  let  inférieur  à  n. 

Cauchy  donne  à  entendre,  dans  son  Mémoire,  qu'il 
chercha  à  étendre  le  précédent  théorème  au  cas  où  n  est 
un  nombre  composé,  mais  il  ne  put  d'abord  y  parvenir 
que  dans  le  cas  de  /2  =  6.  Il  a,  en  effet,  démontré  que  : 

L'indice  d' un  système  de  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  six  lettres,  ne  peut  être  en  même  temps 
supérieur  à  i  et  inférieur  à  6. 

M.  Bertrand  s'est  occupé  ensuite  avec  succès  de  cette 
même  question,  et  il  est  parvenu  à  démontrer  générale- 
ment, et  pour  la  première  fois,  que  : 

LJ indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  n  lettres,  ne  peut  être  en  même  temps 
supérieur  à  i  et  inférieur  à  n  (*). 

Toutefois  la  démonstration  de  M.  Bertrand  repose  sur 
un  postulatum  qui  semble  absolument  étranger  à  la 
théorie,  et,  à  ce  point  de  vue,  elle  n'est  pas  complète- 
ment satisfaisante.  Le  postulatum  dont  il  s'agit  a  été 
démontré  au  n°  403,  et  il  consiste  en  ce  que  : 

Si  V  on  a  n^'j,  il  y  a  au  moins  un  nombre  premier 

n 
compris  entre  -et  n  —  i. 

(')  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXX«  Cahier. 


entre  n —  2  et  -5  il  n'y  a   aucun  nombre  premier,  le 
théorème  de  M.  Bertrand  subsiste,  pourvu  que  -  soit  un 
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Le  raisonnement  dont  M.  Bertrand  a  fait  usage  con- 
duit à  cet  autre  théorème  démontré  auparavant  par  Abel, 
dans  le  cas  de  tz  r::^  5. 

Si  l'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  n  lettres,  est  égal  an,  le  système  conjugué 
se  compose  des  i  .1.  .  .[n- — "i)  substitutions  de  n  —  i 
lettres. 

Dans  une  Note  qui  fait  partie  du  XXXIP  Cahier  du 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  j'ai  fait  voir  que  si, 
n 

1 

n 
2 

nombre  premier.  La  démonstration  n'est  en  aucune  façon 
modifiée;  seulement  on  ne  peut  plus  conclure  ce  corol- 
laire, que,  si  l'indice  d'un  système  conjugué  est  égal  au 
nombre  n  des  lettres,  le  système  est  formé  par  les 
1.2.  .  ,[ii  —  I )  substitutions  de  n  —  i  lettres. 

Cette  remarque  a  quelque  importance,  car  il  en  résulte 
que  le  théorème  de  M.  Bertrand  comprend  celui  de  Cauchy 
pour  le  cas  de  w  =  6,  et  rend,  par  suite,  inutile  la  dé- 
monstration un  peu  compliquée  qui  se  rapporte  à  ce  cas 
particulier.  En  effet,  si  zz  =:  6,  il  n'y  a  aucun  nombre 

premier  entre  n — 2  et  -:  mais  -  ou  3  est  un  nombre 
^  22 

premier. 

M.  Bertrand  a  démontré  aussi,  dans  son  Mémoire,  le 
théorème  suivant  : 

Si  l'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées, 
formées  avec  n  lettres,  n  étant  >  9,  est  supérieur  à  /z, 
cet  indice  est  au  moins  égal  à  in. 

Plus  tard,  dans  un  Mémoire  que  j'ai  présenté  à  l'Aca- 
démie des  Sciences,  en  1849?  j'^^  démontré,  sans  avoir 
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recours  à  aucun  postulatum,  les  théorèmes  suivants  (*)  : 

•I  °  L'indice  d'un  système  de  substitutions  conjuguées, 
formées  a^ec  n  lettres,  ne  peut  être  en  même  temps 
supérieur  à  i  et  inférieur  à  n^  à  moins  que  n  ne  soit 
égal  à  4 . 

2°  Si  l'indice  d'un  système  conjugué  est  précisément 
égal  au  nombre  n  des  lettres,  le  système  est  formé  de 
toutes  les  substitutions  de  n  —  i  lettres,  à  moijis  que  n 
ne  soit  égal  à  6. 

3°  Si  l 'indice  d'un  système  conjugué  est  supéjdeur  au 
nombre  n  des  lettres,  il  est  au  moins  égal  à  'j.n,  pourvu 
que  n  soit  ^  8. 

4°  Si    l'indice    d'un    système   conjugué,    relatif  à 

n  lettres,   est  supérieur  à  in,  il  est  au  moins  égal  à 

n[n  —  i)  .    ^ 

— ^ — -'i  pourvu  que  n  soit  p>  12. 

Les  démonstrations  que  j 'ai  données  de  ces  propositions 
ne  laissent  rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  rigueur. 
Cauchy,  de  son  côté,  avait  repris  la  question  et  il  avait 
obtenu  d'autres  démonstrations  des  mêmes  théorèmes; 
ces  démonstrations  reposent  sur  des  notions  nouvelles 
qui  ont  une  grande  importance  dans  la  théorie  dont  nous 
nous  occupons,  et  que  nous  ne  pouvons  passer  sous 
silence.  Mais  nous  croyons  devoir  rappeler  d'abord  les 
considérations  dont  l'illustre  géomètre  a  fait  usage,  dans 
son  premier  Mémoire,  pour  établir  la  première  des  pro- 
positions énoncées  dans  cet  aperçu,  ainsi  que  l'analyse 
ingénieuse  et  élégante  par  laquelle  M.  Bertrand  est  par- 
venu à  démontrer  son  théorème. 

445.  Théouème  de  Gauchy.  —  L'indice  d'un  sys- 
tème de  substitutions  conjuguées,  formées  avec  n  lettres^ 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  i"  série,  t.  XV. 
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ne  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  i  et  hiférieur 
au  plus  grand  des  nombres  premiers  qui  ne  surpassent 
pas  n. 

En  effet,  considérons  un  système  G  d'ordre  /:j(. de  substi- 
tutions conjuguées  formées  avec  n  lettres,  et  soient 

I ,  Si,   S2,   S3,    .  .  - ,  Sp._i 

ces  substitutions.  Si  on  les  multiplie  à  gauche,  pour  fixer 
les  idées,  par  les  diverses  puissances  d'une  substitution 
circulaire  quelconque  T,  dont  l'ordre  p  soit  un  nombre 
premier  égal  ou  inférieur  à  w,  on  formera  le  tableau 
suivant  : 


I, 

Si, 

S2, 

.  . ,   Sjji_i, 

T, 

TSi, 

TS„ 

.  .,   TS(,_i, 

r, 

T^Si, 

T^Ss, 

-  • ,  T-Sjji—i, 

Tv-\ 

T/'-iSi, 

T^^-^S^,    . 

• > 

qui  comprendra  \kp  substitutions.  Si  l'indice  —  du  sys- 
tème G  est  inférieur  à  p,  on  aura  [kp  ^  N,  et,  en  consé- 
quence, on  trouvera  nécessairement  deux  substitutions 
égales  dans  le  tableau  précédent.  Soit  donc 

les  exposants  a  et  ê  doivent  être  supposés  inégaux,  car,  si 
l'on  avait  ê  =  a,  il  s'ensuivrait  Syr=:  S/  ou  j  =:  i.  De 
l'égalité  précédente  on  tire 

T«-^  z=  Sj  S-i     ou     TY  =  Sy  S~^  ; 

le  produit  Sy  Sf  *  étant  une  substitution  du  système  G,  dis- 
tincte de  l'unité,  on  voit  que  ce  système  renferme  néces- 
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sairement  une  puissance  T^  de  T;  il  contient  donc  toutes 
les  puissances  de  T^.  Mais  l'ordre  de  la  substitution  cir- 
culaire T  étant  un  nombre  premier,  cette  substitution 
fait  partie  de  la  suite  des  puissances  de  T^,  et  en  consé- 
quence elle  appartient  au  système  G. 

Le  système  G  renferme  donc  toutes  les  substitutions 
circulaires  d'ordre  p,  et  il  s'ensuit  (n°  430)  qu'il  com- 

N 
prend  N   ou  -  substitutions;  en  d'autres  termes,  son 

indice  est  égal  à  i  ou  à  2. 


>.  Théorème  de  M.  Bertrand.  —  L'indice  d'un 
système  de  substitutions  conjuguées ,  formées  a^ec 
n  lettres,  ne  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  1  et 
inférieur  à  n. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  M.  Bertrand  admet 

ce  postulatum  :  Si  n  est  ^  y,  ily  a  au  moins  un  nombre 

n 
premier  compris  entre  -et  n  —  2. 

Cela  posé,  considérons  un  système  G   composé  des 
substitutions  conjuguées 

I,  Sj,  S2,    .  .  • ,   Sjj.-], 

N 
formées  avec  tz  lettres,  et  supposons  que  l'indice  -  de  ce 

système  soit  inférieur  à  n.  Désignons  par  p  un  nombre 
premier  compris  entre  -  et  zz  —  2,  et  prenons  arbitraire- 
ment p  H-  2  lettres  parmi  les  n  lettres  données  ;  formons 
avec  p  de  ces  p  -\-  2  lettres  une  substitution  circulaire  T 
d'ordre  p,  et  avec  les  deux  lettres  restantes  une  transpo- 
sition U.  Gela  posé,  multiplions  les  substitutions  du  sys- 
tème G  à  gauche,  par  exemple,  par  les  p  puissances  de  T, 
puis  les  produits  obtenus  par  les  deux  puissances  de  U; 
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on  formera  de  cette  manière  les  deux  tableaux 


Si, 

TSi, 


V'-\      JP-^S,,      T^-^S,, 


u, 

UT, 


USi, 
UTS„ 


US2, 
UTS2, 


UJP- 


1       loa_i, 


jp-i  S 


lA-1, 


us 


[A-l, 


UTS,_„ 
? 

UT^^-iS 


lA-i, 


Uï^-^-^Si,  UP^-^So, 

dans  lesquels  on  trouve  2/?/x  substitutions.  Mais,  par 
hypothèse,  p  est  au  moins  égal  à  -  et  a  est  lui-même 


N 


supérieur  à  -^  donc  le  nombre  de  nos  substitutions  sur- 
passe N,  et,  en  conséquence,  il  est  nécessaire  que  deux 
d'entre  elles  soient  égales. 

Si  ces  deux  substitutions  égales  appartiennent  au  même 
tableau,  on  aura,  par  exemple, 

T*S/  — T^Sy,     ou     UT«S,=:Ur"Sy, 

a  et  G  étant  deux  exposants  inégaux,  et  il  en  résultera 

la  substitution  T"'"^  appartient  donc  au  système  G,  et 
l'on  en  conclut,  comme  dans  le  précédent  théorème,  que 
la  substitution  T  fait  elle-même  partie  de  ce  système. 

Si  les  deux  substitutions  égales  n'appartiennent  pas 
au  même  tableau,  on  aura 

T«S,  — UT^Sy^T^USy, 

car  on  peut  intervertir  l'ordre  des  substitutions  U  et  T 
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qui  n'ont  pas  de  lettres  communes.  De  cette  égalité  on 
tire,  à  cause  de  U~'  =  U, 

d'où  il  résulte  que  la  substitution  T*"  "U  appartient  au 
système  G,  et  il  en  est  de  même  du  carré 

de  cette  substitution.  La  différence  a  —  6  peut  être  nulle, 
et  alors  la  substitution  U  appartient  au  système  G;  si 
a  —  0  n'est  pas  nulle,  la  substitution  T-*"~^'  appartient 
au  système  G,  ainsi  que  toutes  ses  puissances,  parmi  les- 
quelles figure  T,  comme  dans  l'hypothèse  précédente. 
Dans  ce  dernier  cas,  T  et  T''~^U  appartiennent  au  sys- 
tème G,  il  en  est  de  même  de  U. 

On  voit  en  résumé  que  l'une  au  moins  des  deux  sub- 
stitutions T  et  U  appartient  au  système  G. 

Supposons  maintenant  que  l'indice  du  système  pro- 
posé ne  se  réduise  pas  à  i,  ou  que  l'ordre  de  ce  système 
ne  soit  pas  égal  à  N.  Alors,  parmi  les  transpositions  que 
l'on  peut  former  avec  les  Ji  lettres  données,  il  y  en  aura 
au  moins  une  qui  ne  fera  pas  partie  des  substitutions  du 
système  G;  nous  prendrons  pour  U  cette  transposition, 
et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  établi,  toute  substitution 
circulaire  T  d'ordre/?,  formée  avec  celles  des  n  —  2  lettres 
données  qui  ne  figurent  pas  dans  U,  appartiendra  au  sys- 
tème G.  Celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent 
pas  les  deux  lettres  de  la  transposition  U  forment  évidem- 
ment un  système  conjugué  G^  et,  puisque  ce  système  G' 
renferme  toutes  les  substitutions  circulaires  d'ordre  p, 
son  ordre  est  égal  à  i  .2.3.  .  .(/z — -  2)  ou  à  la  moitié  de 
ce  nombre  (ri"  430).  Mais  le  premier  cas  ne  peut  avoir 
lieu,  car  autrement,  l'indice  de  G  étant  supérieur  à  i, 
S. —  Alg.  sup.,  II.  21 
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cet  indice  serait  au  moins  égal  à  n  (n**  441,  Corollaire), 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  Donc  l'ordre  de  G'  est 

T  .2.  .   .(/2  —  2)  .  1,.       T  1 

-1  et,  par  suite,  1  indice  de  ce  système  est 

égal  à  2. 

Le  système  G'  n'a  ainsi  que  des  substitutions  du  pre- 
mier genre,  et,  en  conséquence,  le  système  G  ne  renferme 
aucune  des  transpositions  que  l'on  peut  former  avec  les 
lettres  relatives  à  G^  Désignons  par  U'  l'une  quelconque 
de  ces  transpositions  et  par  T'  une  substitution  circulaire 
d'ordre  p  qui  ne  contienne  aucune  des  lettres  de  U', 
mais  qui,  au  contraire,  renferme  les  deux  lettres  de  U, 
ou  au  moins  l'une  d'elles.  Gomme  la  transposition  U'  ne 
se  trouve  pas  dans  G,  la  substitution  T^  appartiendra  à 
ce  système,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  d'où  il  suit  que 
le  système  G  renferme  toutes  les  substitutions  circulaires 
d'ordre  p  que  l'on  peut  former  avec  les  n  lettres  données  ; 

N  .       . 

il  contient  donc  les  -  substitutions  du  premier  genre  que 

l'on  peut  former  avec  ces  lettres.  Il  est  évident  d'ailleurs 
que  le  système  G  ne  peut  renfermer  d'autres  substitutions 
puisqu'il  ne  possède  pas  les  substitutions  du  deuxième 
genre  formées  avec  les  Ji —  2  lettres  relatives  à  G';  donc 

l'ordre  de  ce  système  est  égal  à  —  et  son  indice  est  égal 

à2(*). 

447.  La  démonstration  précédente  subsiste  quand  il 
n'existe  pas  de  nombre  premier  entre  -  et  n —  2,  pourvu 


(*)  On  aurait  pu  tirer  immédiatement  cette  conclusion  des  proposi- 
tions établies  aux  n°'  440  et  441;  mais  il  nous  a  paru  convenable  de  con- 
server dans  son  intégrité  le  raisonnement  par  lequel  M.  Bertrand  a  établi 
son  théorème. 
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que  -  soit  un  nombre  premier^  dans  ce  cas,  on  peut 
poser  p  ==:  -  ;  tel  est  le  cas  de  jî=:6.  Mais,  quand  il  existe 

un  nombre  premier  p  effectivement  compris  entre  -  et 

n  —  2,  le  raisonnement  que  nous  avons  développé  peut 
servir  à  démontrer  une  proposition  nouvelle  fort  impor- 
tante. Effectivement,  pour  établir  que  le  système  G  pos- 
sède l'une  au  moins  des  substitutions  T  et  U,  il  n'est  pas 
nécessaire  de  supposer,  comme  nous  l'avons  fait,  que  l'in- 
dice de  G  soit  inférieur  à  zz  ;  la  même  chose  a  lieu  encore 


7? 

—  ? 


quand  cet  indice  est  égal  à  77,  pourvu  que  l'on  ait  p'^ 

et  l'on  arrive  toujours  à  cette  conséquence  que  l'indice 
de  G'  est  i  ou  2.  Cet  indice  ne  peut  être  égal  à  2,  car  il 
en  résulterait,  comme  on  l'a  vu,  que  l'indice  de  G  serait 
lui-même  égal  à  2,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse;  l'in- 
dice de  G'  est  donc  égal  à  i  ;  mais  alors  (n^  441 ,  Coj^ol- 
laire)  l'indice  de  G  ne  peut  pas  être  égal  à  tz,  à  moins 
que  ce  système  ne  soit  formé  par  les  substitutions  de 
n  —  I  lettres.  De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  l'indice  d'un  système  de  substitu- 
tions conjuguées  est  égal  au  nombre  n  des  lettres,  le 
système  se  compose  des  i .  2 . 3  -  .  .  (  /z  —  i  )  substitutions 
formées  a^ec  n  —  i  lettres. 

La  démonstration  ne  s'applique  pas  aux  cas  de 
7i  =  3,  4?  ^?  6>  7-  Le  théorème  a  été  démontré  par  Abel 
pour  «  =  5  [OEuvres  complètes,  t.  P"",  p.  19),  et  il  a  lieu 
aussi  pour  les  cas  de  72=^4?  ^?  7?  comme  on  le  verra  plus 
loin.  Le  seul  cas  de  //,  =  6  fait  exception  ;  nous  établi- 
rons qu'il  existe  effectiv^ementun  système  de  substitutions 
conjuguées  de  6  lettres  dont  l'indice  est  égal  à  6  et  qui 
renferme  des  substitutions  circulaires  des  ordres  4>  ^,^- 


324  COURS    d'aLGÈBTIE    SUPÉRIEURE. 

Démonstration  nouvelle  du  théorème  relatif  à  la  limite 
inférieure  des  ijidices  plus  grands  que  i. 

448.  Je  vais  faire  connaître  actuellement  la  démons- 
tration par  laquelle  je  suis  parvenu  à  établir  directemenl 
le  théorème  de  M.  Bertrand  ;  j'ai  publié  cette  démonstra- 
tion pour  la  première  fois  dans  le  tome  XV  du  Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (i^®  série,),  et  je 
l'ai  reproduite  dans  la  précédente  édition  de  cet  Ouvrage. 
Mais,  en  la  présentant  ici,  je  profiterai  des  secours  que 
m'offrent  les  propositions  établies  dans  le  Chapitre  pré- 
cédent, ce  qui  me  permettra  d'apporter  quelques  simpli- 
fications ;  la  démonstration  dont  il  s'agit  sera  fondée  sur 
deux  lemmes  que  nous  établirons  d'abord. 

Lemme  I.  —  Soient  G  un  système  de  substitutions  con- 
juguées formées  a^ec  n  lettres aç,,  a^,  a^,  ...,  cin-^-)  ^o?  ^i ? 
et  (j'  le  système  conjugué  formé  avec  celles  des  substi- 
tutions de  G  qui  ne  déplacent  aucune  des  deux  lettres 
bo,  bi.  Si  les  systèmes  G  et  G'  ont  un  même  indice  ix 
supérieur  à  i,  on  pourra  construire  a\^ec  les  n  —  i  let- 
tres aof  ai,  .  .  . ,  a,i_^i  un  système  de  substitutions  conju- 
guées dont  l'indice  sera  -;  d'oii  il  suit  que  le  nombre  [x. 
est  toujours  pair. 

Désignons  par  v  et  p  les  ordres  respectifs  des  systèmes  G 
^  I    T         .     1 .  1  ^  I  .  2  . 3 .  .  .  /2 

et  G .  Les  indices  de  ces  systèmes  seront et 


\  .1.6 


? 
on  aura 


comme  ils  sont  égaux,  par  hypothèse. 


•j  7=  n[n  —  îjp. 
Posons 

G   "=:  I  ,    Si,    Sg,    S3,     •  .  . ,    Sç_i, 
G    ^=^1»     f^j,     Oo,      (b;^,       .  •   •  1     ^p— t 
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Si  l'on  représente  par  Tj ,  T2,  .  .  • ,  Tjj^_i  des  substitutions 
des  n  —  2  lettres  «,  le  système  des  a^  =  i .  2 . 3 .  .  .  (/i  —  2) 
substitutions  des  n  —  2  lettres  a  pourra  (n°  425)  être 
représenté  par 


(0 


T.  S,, 


Tjjt_i,     J.,j._iSi,     f .,._!  ^2, 


T         ^ 

j      J-jx— 1  ^'j— 1  ) 

2.  .  ./^  substitutions 


et  je  dis  que  le  système  des  //v  = 

des  7z  lettres  est  compris  dans  le  nouveau  tableau 


I, 

Si, 

S„ 

•    •  ?     Sv_i  , 

Ti, 

T,S„ 

T,S„ 

..,   T,S._, 

T^, 

T,Si, 

T,S„ 

.    .   ,        fj  Sv_i 

où  les  substitutions  T  sont  les  mêmes  que  dans  le  ta- 
bleau (i).  Il  suffît  de  prouver  que  ces  p.y  substitutions 
sont  distinctes.  Si  l'on  avait 


on  en  conclurait 


ï/Sy=::T,yS/, 


T,.r=:T,S_^S7^ 


or  les  facteurs  T  sont  indépendants  de  ^0  et  ^i,  donc  le 
produit  SyS^^,  qui  est  l'une  des  substitutions  Sa  du  sys- 
tème G,  ne  contient  pas  h^  et  h^  ;  il  en  résulte  que  S/t  fait 
partie  du  système  G^  D'ailleurs  l'égalité  précédente  de- 
vient 

ce  qui  n'est  pas  possible,  d'après  la  manière  dont  les  sub- 
stitutions T  ont  été  choisies  pour  former  le  tableau  (i). 
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Le  tableau  (2)  renferme  donc  toutes  les  substitutions 
des  n  lettres;  or,  si  l'on  applique  ces  substitutions  à 
une  permutation  quelconque,  il  y  en  aura  évidemment 
i.2.3...(/2  —  2)  qui  transporteront  deux  lettres  quel- 
conques données  à  deux  places  déterminées;  d'ailleurs, 
les  substitutions  T  ne  contenant  pas  ^0  et  h^-,  il  est  évi- 
(fent  que  toutes  les  fx  substitutions  contenues  dans  une 
même  colonne  verticale  du  tableau  (2)  donneront  à  h^ 
et  à  h^  les  mêmes  places;  il  y  aura  donc,  dans  la  pre- 
mière ligne  horizontale  du  tableau,  c'est-à-dire  dans  le 

I  .2.3.  .  An 2  1 

système  G,  — — '- — '^-^ ''—  ou  p  substitutions  qui  trans- 

porteront  h^  etb^  à  deux  places  quelconques  et  qui,  en 
conséquence,  substitueront  ces  lettres,  dans  la  permuta- 
tion primitive,  à  deux  lettres  quelconques,  parmi  les- 
quelles Z>o  et  bi  peuvent  se  trouver;  en  particulier  il  y 
aura  précisément  p  substitutions  qui  échangeront  bo  et  b^ 
entre  elles.  Si  l'on  pose 

ces  p  substitutions  seront  de  la  forme 

us;,  us',,  us;,  ....  us;_„ 

s;,  s;,  .  .  . ,  Sp_i  étant  des  substitutions  indépendantes 
de  bo  et  de  Z>^.  Aucune  de  ces  substitutions  S'  ne  peut  se 
réduire  à  l'unité,  ou  plus  généralement  à  l'une  des  substi- 
tutions du  système  G';  car,  si  S\  appartenait  à  G',  et  par 
suite  à  G,  comme  US'j  est  aussi  une  substitution  de  G,  il 
en  serait  de  même  de  U.  Je  dis  que  cela  ne  peut  être  ;  en 
effet,  on  a  vu  que  les  substitutions  S/  de  G  peuvent  substi- 
tuer bo  et  bi  à  deux  lettres  quelconques,  et  inversement 
substituer  deux  lettres  quelconques  à  ^0  et  Z>,  ;  d'après 
cela,  si  U  appartenait  à  G,  il  en  serait  de  même  de  toutes 
les  substitutions   de   la  forme  S^- US~^  c'est-à-dire    de 
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toutes  les  transpositions  ;  l'indice  de  G  serait  alors  égal 
à  1 ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Gela  posé,  prenons  dans  le  système  G  les  p  substitu- 
tions de  G'  avec  les  p  précédentes,  il  est  évident  que  les 
2  0  substitutions  obtenues,  savoir  : 

_  \    I,        Si,       S,,       .  .    ,   Sp_j, 

1  us;,  US',,  us;,  ...,  us;__,, 

formeront  un  système  conjugué.  En  effet,  les  produits 
Sf  Sy  et  US-  xUS)=:  S'jSy  appartiennent  à  G,  et,  comme 
ils  sont  indépendants  dq  b^  et  de  ^,,  ils  font  partie  de  la 
première  ligne  du  tableau  (3);  pareillement  le  produit 
S/XUS}=UxSjS),  appartenant  à  G,  fait  nécessaire- 
ment partie  de  la  seconde  ligne  du  tableau  (3).  On  peut 
conclure  de  là  que  les  substitutions 

(I,       S:,      S.,,      ..   .,     S,_i, 

(   S„,  s.,   b,,    .  .  .,   Sp...i 

forment  un  système  de  ip  substitutions  conjuguées  de 
n  —  2  lettres  ;  l'indice  de  ce  système  est  égal  à  ^5  comme 
on  l'avait  annoncé. 

44^.  Lemme  II.  —  Soient  G  un  système  de  substitu- 
tions conjuguées^  formées  avec  n  lettres  a^,  a^,  a>2,  -  -  -  ■, 
a„_r}i_i  y  bo,  bi,  .  .  . ,  bj^i_i,  et  G'  le  système  composé  de 
celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  aucune 
des  m  lettres  b.  L'indice  de  G  ne  peut  être  inférieur  à 
l'indice  p.  de  G',  et,  si  on  le  représente  par  p  H-  ^,  on 
pourra  former  un  système  G<  de  substitutions  coiiju- 
guées  de  n  —  m  lettres,  dont  l^ indice  p^  sera  égal  ou 
inférieur  à  1,  et  dont  toutes  les  substitutions  seront  con- 
tenues dans  le  système  G. 
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En  effet,  désignons  par  v  Tordre  de  G,  par  o  Tordre 
de  G',  et  posons 

G  =1,   Si,   S,,    ...,   Sf_i,    .  ..,  S,_i, 
G'  =  i,  S,,   S„    ....   S,_i. 

On  formera  toutes  les  substitutions  des  n  —  m  lettres  a 
en  multipliant  les  substitutions  de  G'  par  des  substitu- 
tions 

1,   ïi,   T,,    .  .  .,   T,,_i, 

indépendantes  des  lettres  b.  Si  Ton  multiplie  de  même  le 
système  G  par  ces  substitutions  T,  on  formera  les  p.v 
produits 


■) 

1   *' 

Si, 

TiSi, 

s„ 

...s,_„ 

...   T,S._, 

1      T;._l 

T        <^ 

Ï,-,S„    . 

...   ï.-iS,_„    . 

..,   T,_,S.. 

et  Ton  peut  démontrer,  comme  dans  la  proposition  pré- 
cédente, que  ces  /av  substitutions  sont  distinctes,  d'où  il 
suit  que  l'indice  de  G  n'est  pas  inférieur  à  y..  Mais  cet 
indice  étant  /jl -j- X,  et  1  n'étant  pas  nul,  le  tableau  (i) 
n'embrasse  pas  toutes  les  substitutions  des  n  lettres. 
On  formera  les  Âv  substitutions  manquantes,  en  multi- 
pliant le  système  G  par  certaines  substitutions 

T'      ï'  T- 

qui  dépendront  toutes  des  lettres  b,  et  Ton  aura  ainsi  le 
tableau  suivant,  complémentaire  du  tableau  (i)  : 

r,,  r.Sj,  r,s,,  ....  r,s,_i t',s-.._,, 


» 


T'.,   Il  Si,   %^s,^    ...,   ïlS,_,,    ...,  ^I<.S_i. 
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Gela  posé,  les  substitutions  du  tableau  (i)  sont  insuffi- 
santes pour  transporter  les  m  lettres  b  k  m  places  quel- 
conques dans  une  permutation  prise  à  volonté  ;  car,  si  le 
contraire  avait  lieu,  toute  substitution  des  n  lettres  pour- 
rait se  réaliser  en  effectuant  d'abord  une  substitutions, 
qui  amènerait  les  lettres  b  aux  places  voulues,  après 
quoi  il  resterait  à  faire  une  substitution  des  lettres  a  qui 
équivaut  à  l'une  des  substitutions  du  système  G^  suivie 
d'une  substitution  T;  le  tableau  (i)  renfermerait  donc 
toutes  les  substitutions  des  n  lettres,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse.  Il  résulte  de  là  que,  dans  une  permutation 
des  n  lettres  données,  on  peut  assigner  m  places  aux- 
quelles il  est  impossible  de  faire  arriver  respectivement 
les  m  lettres  Z>,  parle  moyen  de  l'une  des  substitutions  (i); 
mais,  comme  il  existe  évidemment  i .  2.3  .  .  .[n  —  m)  sub- 
stitutions différentes  qui  peuvent  produire  cet  effet,  il 
faut  que  ces  substitutions  soient  toutes  contenues  dans 
le  tableau  (2).  Si  donc  on  applique  les  substitutions  (2) 
à  la  permutation 

parmi  les  Xv  permutations  obtenues,  il  y  en  aura 

I  .  2  . 3  .  .  .  ( /2  —  m) 

dans  lesquelles  chacune  des  m  lettres  b  occupera  la  même 
place.  Or,  en  opérant  ainsi,  il  est  évident  qu'on  applique 
à  la  permutation  A  les  substitutions  obtenues  en  multi- 
pliant le  système 

1,  T\s,T'-\  7', s^r-i r, s,_/r-\ 

qui  est  semblable  à  G,  par  les  substitutions 

donc  le  système  G  lui-même  est  tel,  que  si  l'on  mul- 
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liplie  ses  substitutions  par  1  substitutions 

1,  U,,  Uo,  ...,  u,_, 
convenablement  choisies,  les  produits  obtenus 


•  1^.. 

Si, 

Ui  s„ 

s^, 

Ui  s„       . 

...  s._„ 

(  u„. 

.  Ih-,  s„ 

,  U,-iS2,    . 

.  . ,  Ux_i  S._i 

comprendront  les  i .  2 . 3 .  .  .  (  /z  —  jji)  substitutions  qui 
ne  déplacent  pas  m  certaines  lettres;  je  désignerai  par 

^'0  ?  ^\j     -y  Kn'-i  ces  m  lettres,  et  par  a^,  a\, ^'r,-,„-i 

les  72  —  m  autres.  Soient 

G,  =r.  r,   S',,   s;,    ...,   S;_, 

les  p^  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent  pas  les  m 
lettres  b',  on  obtiendra  le  système  de  toutes  les 

I  . 2 . 3 .  .  .  ;  «  —  fn] 

substitutions  des  lettres  a'^  en  multipliant  Gi  par  cer- 
taines substitutions  indépendantes  des  lettres  b',  qui 
feront  évidemment  partie  des  facteurs  1,  U|,  U2,  <■  -  ■ , 
Ux_i,  et  que  l'on  peut  représenter  par 

alors  on  aura 

/^i  Pi  -~  I .  s>- .  3 .  .  .    n  —  m }, 

et  le  nombre  //| ,  égal  ou  inférieur  à  1,  exprimera  Tindice 
du  système  G<  dont  toutes  les  substitutions  sont  con- 
tenues dans  G. 

450.   Ces  lemmes  établis,  nous  passons  à  la  démons- 
tration des  théorèmes  que  nous  avons  en  vue. 
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Théorème  I.  —  Le  nombre  n  étant  impair,  si  l'indice 
d'un  système  de  substitutions  conjuguées ,  formées  a^ec 
n  lettres,  est  plus  grand  que  2,  cet  ijidice  est  égal  ou 
supérieur  à  n  ;  et,  quand,  il  est  égal  an,  le  système  con- 
jugué est  composé  de  toutes  les  substitutions  que  l'on 
peut  former  awec  n  —  i  lettres. 

Le  théorème  est  évident  dans  le  cas  de  a?=  3  ;  car,  l'in- 
dice du  système  étant  supérieur  à  2,  il  est  nécessairement 
égal  ou  supérieur  à  3.  En  outre,  si  cet  indice  est  égal  à  3, 

1.2.3 
l'ordre  du  système  est     '    '-  ou  1,  qui  est  un  nombre  pre- 
mier. Le  système  est  alors  formé  des  deux  puissances 
d'une  substitution  circulaire  du  deuxième  ordre,  c'est- 
à-dire  d'une  transposition. 

Il  résulte  de  là  que,  pour  établir  le  théorème  énoncé 
dans  toute  sa  généralité,  il  suffît  de  prouver  que,  s'il  a 
lieu  pour  n  =  71',  il  subsiste  aussi  pour  /z  =  zz'-h  2.  En 
d'autres  termes,  nous  pouvons  admettre  que  le  théorème 
a  lieu  quand  on  remplace,  dans  son  énoncé,  7z  par  /z — 2, 
le  nombre  /z  étant  un  nombre  impair,  au  moins  égal  à  5. 

Soient  G  le  système  conjugué  donné  dont  nous  suppo- 
sons Findice  supérieur  à  2,  et  G'  le  système  conjugué 
composé  de  celles  des  substitutions  de  G  qui  ne  déplacent 
pas  deux  lettres  choisies  arbitrairement  parmi  les  n  lettres 
données.  D'après  ce  que  nous  admettons,  l'indice  de  G' 
ne  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  2  et  inférieur  à 
n  —  2  ;  cet  indice  sera  donc  l'un  des  cinq  nombres 
I,   2,   n  —  2,   7?  —  I,   /?, 

ou  bien  il  sera  supérieur  à  zz,  auquel  cas  l'indice  de  G 
sera  lui-même  plus  grand  que  zz.  Nous  allons  examiner 
successivement  ces  cinq  hypothèses. 

i"  L'indice  de  G'  esti.  —  Comme,  par  hypothèse,  l'in- 
dice de  G  n'est  pas  i ,  cet  indice  est  égal  (n"'  440  et  441 , 
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Corollaires)  à  l'un  des  nombres  /?,  ~-'~  ~l!z,  iji^n  —  i)^ 

et  en  outre,  si  cet  indice  est  égal  à  n,  le  système  G  est 
composé  de  toutes  les  substitutions  de  tz  —  i  lettres. 

2°  r indice  de  G'  est  2.  — Dans  ce  cas,  l'indice  de  G, 
qu'on  suppose  différent  de  2,  est  l'un  des  ^ombres  2/2, 
n{n — i),  2  7z(/2--i)  (n°^  440 et  441);  il  est  donc  supé- 
rieur à  72. 

3*^  LHiidice  G'  est  n  —  2. — Dans  ce  cas,  l'indice  de  G 
ne  peut  être  égal  à  72 — 2,  d'après  le  lemme  I  (n^  448), 
parce  que  7z —  2  est  un  nombre  impair.  Si  l'indice  de  G 
est  égal  à  72  —  i  ou  à  72,  on  pourra  former,  d'après  le 
lemme  II  (n"449),  un  système  conjugué  de  substitutions 
de  72  — 2  lettres,  dont  l'indice  sera  i  ou  2  et  dont  toutes 
les  substitutions  seront  contenues  dans  G;  on  rentre  donc 
dans  l'une  des  deux  hypothèses  précédentes,  quand  Fin- 
dice  de  G  n'est  pas  supérieur  à  n. 

^^  L'indice  de  G'  estn — i . — Dans  ce  cas,  l'indice  de  G 
ne  peut  être  72  —  i  ;  car,  sicetindice  était  72 — i,  on  pour- 
rait former,  d'après  le  lemme  I,  un  système  conjugué  de 

substitutions  de  72  —  2  lettres,  dont  l'indice  serait  ' 

2 

Or,  si  72  est>5»,  le  nombre est  supérieur  à  2  et 

il  est  inférieur  à  72  —  2;  nous  admettons  d'ailleurs  que 
l'indice  d'un  système  conjugué  relatif  à  72  —  2  lettres 
ne  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  2  et  inférieur  à 
72  —  2;  donc  l'hypothèse  que  nous  discutons  en  ce  mo- 
ment est  inadmissible  quand  72  est  supérieur  à  5.  Mais  elle 
l'est  aussi  lorsque  72  =  5,  car  dans  ce  cas  l'indice  de  G' 
ne  peut  pas  être  supposé  égal  à  72  —  i  =  4?  puisque  4 
n'est  pas  un  diviseur  du  produit  1.2. 3. 

L'indice  de  G,  s'il  n'est  pas  supérieur  à  n,  est  donc  égal 
à  72;  mais  alors,  d'après  le  lemme  II,  on  pourra  former 
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un  système  conjugué  de  substitutions  de  tz  —  2  lettres, 
ayant  i  pour  indice  et  dont  toutes  les  substitutions  seront 
contenues  dans  G.  On  rentre  ainsi  dans  la  première  des 
hypothèses  que  nous  venons  d'examiner. 

^°  IjindicedeO'  est  n. — Dans  ce  cas,  l'indice  de  G  est 
nécessairement  supérieur  à  n]  car,  d'après  le  lemme  I, 
cet  indice  ne  peut  être  égal  à  n,  puisque  n  est  un  nombre 
impair. 

On  conclut  de  là  que  l'indice  de  G  supposé  plus  grand 
que  2  ne  peut  être  en  aucun  cas  inférieur  à  11,  et  que  si 
cet  indice  est  égal  à  n,  le  système  G  est  formé  par  les 
substitutions  de  n  —  i  lettres. 

451.  Théorème  II.  —  Le  nombre  n  étant  pair,  si 
l'indice  d'un  système  de  substitutions  coJijuguces  for- 
mées avec  n  lettres  est  plus  grand  que  1,  cet  indice  est 
égal  ou  supérieur  à  n,  le  cas  de  n  =  4  étant  excepté. 
Et,  si  V indice  du  système  est  précisément  égal  à  n,  celui- 
ci  est  composé  de  toutes  les  substitutions  formées  avec 
n  —  I  lettres,  le  seul  cas  de  n  =  6  étant  excepté. 

Soient  G  le  système  conjugué  donné,  et  Gq  le  système 
conjugué  formé  parcelles  des  substitutions  de  G  qui  ne 
déplacent  pas  une  lettre  choisie  arbitrairement  parmi  les 
lettres  données.  Nous  supposons  que  l'indice  de  G  est  su- 
périeur à  2  ;  quant  à  l'indice  de  Go  qui  se  rapporte  à 
n — I  lettres  seulement,  il  ne  peut,  d'après  ce  qui  précède, 
être  en  même  temps  supérieur  à  2  et  inférieur  à  n  —  i, 
puisque  7z — i  est  un  nombre  impair.  Cet  indice  de  Gq 
sera  donc  l'un  des  nombres 


ou  bien  il  sera  supérieur  à  «,  et,  dans  ce  cas,  l'indice 
de  G  sera  lui-même  plus  grand  que  n.  Nous  allons  exa- 
miner les  quatre  hypothèses  précédentes  : 
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1°  U indice  de  Gq  est  i .  —  Dans  ce  cas,  l'indice  de  G 
est  égal  à  n  (n°44'0,  Corollaire)^  puisqu'on  suppose  cet 
indice  différent  de  i . 

2^  L'indice  de  Go  est  i.  —  Dans  ce  cas,  l'indice  de  G 
est  égal  à  in  (n^  440),  puisqu'on  le  suppose  différent 
de  1. 

3°  L'indice  de  Gq  estn  —  i.  —  Dans  ce  cas,  comme 
n — I  est  impair,  le  système  Go  (n°450)  est  formé  par 
toutes  les  substitutions  de  /z  —  i  lettres,  et  son  indice, 
qui  est  plus  grand  que  i ,  est  égal  (n°^  440  et  441  )  à  l'un 

des  nombres  7z,   — ^9  n[ji — i),  pourvu  cependant 

que  71  soit  >4  (  ^)-  En  outre,  cet  indice  ne  peut  être 
égal  à  n  que  dans  le  cas  où  G  renferme  toutes  les  substi- 
tutions de  n  —  I  lettres. 

4°  L'indice  de  Go  estn.  —  Alors  l'indice  de  G  est 
égal  ou  supérieur  à^z  ;  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où 
cet  indice  est  précisément  égal  à  n. 

Remarquons  d'abord  que  la  première  partie  du  théo- 
rème énoncé  se  trouve  établie  par  ce  qui  précède,  savoir: 
Si  le  nombre  pair  n  est  supérieur  à  4?  l'indice  d*un 
système  conjugué,  relatif  à  n  lettres,  ne  peut  être  à  la 
fois  supérieur  à  1  et  inférieur  à  n.  Dans  ce  qui  va  sui- 
vre, nous  supposerons  n — 2^4>  et,  par  suite,  n'^6. 
Désignons  par  G' le  système  conjugué  formé  par  celles 
des  substitutions  de  Gq  qui  ne  déplacent  pas  l'une  des 
n — I  lettres  relatives  à  Go,  lettre  qui  peut  d'ailleurs 
être  choisie  à  volonté.  L'indice  de  G'  ne  peut  être  à  la 
fois  supérieur  à  2  et  inférieur  k  7i  —  2,  d'ailleurs  il  n'est 
pas  supérieur  à  n;   donc  il  a  pour  valeur  l'un  des  cinq 

(')  Nous  avons  vu  (n°  439)  qu'on  peut  former  avec  quatre  lettres  un 
système  de  substitutions  conjuguée»  dont  l'ordre  est  8  et  dont  l'indice  est 
conséquemment  égal  à  3. 


SECTIOjy    IV. CHAPITRE    III.  335 

nombres  i,  i,  n  —  i,n —  i,  n.  Le  cas  où  cet  indice 
serait  l'un  des  nombres  n — 2,  n  —  i  se  ramène  immé- 
diatement, par  le  lemme  II,  au  cas  où  il  serait  i  ou  2; 
or  je  dis  que  ce  dernier  cas  ne  peut  avoir  lieu;  car,  si 
l'indice  de  G'  est  i  ou  2,  l'indice  de  Gq  sera  nécessaire- 
ment l'un  des  nombres  I,  2,  (?z  —  i),  2(72 — i)  (n°440) 
dont  aucun  ne  peut  être  égal  à  n.  L'indice  de  G'  est  donc 
égal  à  n  ;  mais  alors,  d'après  le  lemme  I,  on  pourrait  for- 
mer un  système  conjugué  de  substitutions  de  n  —  2  let- 
tres, dont  l'indice  serait  -•>  ce  qui  est  impossible,  puis- 
que l'on  a 


-  <'n  —  2 . 
2 


Donc  notre  dernière  hypothèse  est  inadmissible,  si  le 
nombre  n  est  supérieur  à  6.  Elle  peut  au  contraire  avoir 
lieu  quand  n=^6,  ainsi  que  nous  allons  l'établir;  mais 
elle  est  impossible  quand  72=:  4,  puisque,  4  n'étant  pas 
un  diviseur  du  produit  i .  2 . 3,  l'indice  de  Go  ne  peut  pas 
être  égal  à  4-  Ainsi  le  cas  de  zz  =  6  constitue  la  seule  ex- 
ception à  la  deuxième  partie  de  notre  théorème. 

Du  système  conjugué  d'indice  (5  qui  comprend  120  sub- 
stitulions  de  six  lettres,  et  qui  n  est  pas  formé  par  les 
120  substitutions  de  cinq  lettres. 

452.  Il  résulte  delà  démonstration  précédente  que,  si 
un  tel  système  existe,  celles  de  ses  substitutions  qui  ne 
déplacent  pas  deux  lettres  quelconques  forment  un  sys- 
tème conjugué  de  substitutions  de  quatre  lettres,  dont 
l'indice    est   6,    et  dont  l'ordre   est,   en  conséquence, 

^        ou  4-  Ce  système  d'ordre  4  ne  peut  renfermer, 

outre  l'unité,  que  des  substitutions  circulaires  du  qua- 
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trième  ordre,  des  substitutions  régulières  du  deuxième 
ordre  formées  de  deux  cycles,  ou  des  transpositions.  Mais 
il  ne  saurait  y  avoir  de  transpositions,  car  le  système  en- 
tier des  substitutions  des  six  lettres  n'en  saurait  contenir, 
comme  on  Ta  vu  dans  la  démonstration  du  lemme  du 
n°  448,  lemme  qui  embrasse  le  cas  que  nous  considérons 
ici.  Si  le  système  d'ordre  4  dont  il  est  question  n'est  pas 
composé  des  quatre  puissances  d'une  substitution  circu- 
laire du  quatrième  ordre,  il  comprendra,  outre  l'unité, 
les  trois  substitutions  régulières  que  l'on  peut  former 
avec  les  quatre  lettres  ;  donc  on  y  trouvera,  dans  tous  les 
cas,  une  substitution  régulière  formée  de  deux  transposi- 
tions. Et,  comme  il  y  a  quinze  combinaisons  de  six  lettres 
quatre  à  quatre,  le  système  conjugué  G  dont  nous  nous 
occupons  doit  comprendre  quinze  substitutions  régulières 
formées  chacune  de  deux  transpositions.  Or  deux  substi- 
tutions de  cette  espèce  qui  auraient  un  cycle  commun  et 
une  troisième  lettre  commune  ne  peuvent  figurer  dans  G, 
car  le  produit  de  deux  telles  substitutions  est  évidemment 
une  substitution  circulaire  du  troisième  ordre  ;  donc,  si 
l'on  distribue  les  quinze  transpositions  des  six  lettres  en 
cinq  groupes  de  trois  transpositions,  de  telle  manière  que 
les  six  lettres  figurent  dans  les  trois  transpositions  d'un 
même  groupe,  on  obtiendra  les  quinze  substitutions  ré- 
gulières de  G,  en  faisant  les  produits  deux  à  deux  des 
transpositions  contenues  dans  un  même  groupe.  Toute 
autre  substitution  régulière  de  la  même  espèce  a  néces- 
sairement un  cycle  commun  et  une  troisième  lettre  com- 
mune avec  l'une  des  quinze  dont  nous  venons  de  parler, 
et  par  conséquent  elle  ne  peut  pas  être  contenue  dans  G; 
ainsi  ce  système  ne  renferme  pas  les  trois  substitutions 
régulières  formées  avec  les  quatre  mêmes  lettres,  et,  par 
suite,  il  contient  une  substitution  circulaire  de  ces  quatre 
lettres. 
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Soient 

a,    h,   c,   d,   c\  f 

les  lettres  données,  et  supposons  que  le  système  G  ren- 
ferme les  puissances  de  la  substitution  circulaire 

U=:  [a,  h,  c,  d). 

Le  même  système  doit  renfermer  une  substitution  circu- 
laire U< ,  formée  avec  les  quatre  lettres  a,b,Cy  e\  on-peut 
supposer  que  a  soit  mis  au  premier  rang  dans  \]^  ;  mais 
alors  c  ne  pourra  occuper  la  troisième  place,  car,  si  cela 
avait  lieu,  le  produit  des  deux  substitutions  régulières  U- 
et  Uj,  qui  auraient  un  facteur  (a,  c)  commun,  ne  con- 
tiendrait que  deux  transpositions  ayant  une  lettre  com- 
mune b,  et  il  se  réduirait  à  une  substitution  circulaire 
du  troisième  ordre,  laquelle  ne  peut  figurer  dans  G.  Il 
faut  donc  que  c  occu])e  dans  U^  la  deuxième  ou  la  qua- 
trième place,  et  alors  il  occupera  dans  \]\  la  quatrième 
ou  la  deuxième.  J'appellerai  Ui  celle  de  ces  deux  substitu- 
tions dans  laquelle  c  occupe  la  quatrième  place  :  on  aura 
donc 

Ul=:=  («,   ^,   ^,  c)       OU       Uir=:  (<2,   e,  &,  c)  ; 

pareillement,  le  système  G  renferme  deux  substitutions 
circulaires  du  quatrième  ordre  dont  chacune  est  le  cube 
de  l'autre,  et  qui  sont  formées  avec  les  quatre  lettres  a, 
b,  c,  f\  je  désignerai  par  Uo  celle  de  ces  substitutions 
dans  laquelle  c  occupe  la  deuxième  place,  et  l'on  aura 

U2  — («,  c,  /,   ^>)       ou      Uarrr  (fl,  c,  /v,/). 

Mais,  si  l'on  prend  la  première  valeur  de  U^,  il  faudra 
prendre  la  deuxième  valeur  de  Uo,  et  inversement,  car 
autrement  U'  etUJ  auraient  une  transposition  commune, 
et  leur  produit  se  réduirait  à  une  substitution  circulaire 
du  troisième  ordre.  Rien  ne  distinguant  jusqu'ici  les  let- 
S.  —  Mg.  Slip.,  II.  22 
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très  e  et  f,  nous  ferons 

Ul=r:  ;  «3,   è,  e,  c),       Ua^  («,   C,    6,/). 

Cela  posé,  en  appliquant  successivement  les  substitu- 
tions U,  Ui,  U2  à  une  permutation  quelconque,  on  trouve 

On  voit  donc  que  le  système  G  renferme  les  trois  substi- 
tutions circulaires  * 

U=(«,  ^,  c,  ^),       T^'a,e,c,d,h),       ^=^  [a,  e,  b,  c,  d,f) 

des  ordres  respectifs  4?  5,  6  ;  ce  système  s'obtiendra  donc 
en  multipliant  à  droite  ou  à  gauche,  mais  toujours  de  la 
même  manière,  les  puissances  de  U  par  celles  de  T,  puis 
les  résultats  obtenus  par  celles  de  S.  En  opérant  ainsi,  on 
formera  bien  6x5x4  ou  120  substitutions  distinctes, 
car  il  est  évident  que  deux  produits,  tels  que  S^T-^U', 
S^'T^'U'',  ne  peuvent  être  égaux,  à  moins  que  l'on  n'ait 
h^zzzzjx,  ]'=],  i'=i.  Mais  il  reste  à  faire  voir  que  ces 
1 20  substitutions  constituent  réellement  un  système  con- 
jugué. 

En  premier  lieu,  les  systèmes  conjugués  formés  l'un 
avec  les  puissances  de  U,  l'autre  avec  les  puissances  de  T, 
sont  échangeables  entre  eux.  On  a  effectivement 

c'est-à-dire 

et,  en  élevant  à  la  puissance  [à, 

U^Ti^U-^  — Ti*-2\     d'où     U^Tl^=T^•2'U^ 

ces  deuxsystèmes  fournissent  donc,  parla  multiplication, 
un  système  conjugué  de  20  substitutions  relatives  à  cinq 
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lettres^  en  mettant  rto,«^  a-j^a^^a^f  au  lieu  de  e,  c,  d, 
b^ay  on  ferait  coïncider  ce  système  avec  celui  que  nous 
avons  rencontré  au  n°  436. 

En  second  lieu,  le  système  conjugué 

I,    P„    P2,    ...,    Pio, 

dont  nous  venons  de  parler,  est  échangeable  avec  le  sys- 
tème conjugué  formé  par  les  puissances  de  S.  D'abord,  il 
est  facile  de  vérifier  que,  quel  que  so'iln,  on  peut  trouver 
un  entier  m  tel,  que  chacune  des  substitutions 

S'"TS",     S"^US« 

se  réduise  à  l'une  des  substitutions  P.  Le  nombre  m  se 
détermine  facilement  par  la  condition  que  les  substitu- 
tions que  nous  venons  d'écrire  ne  contiennent  pas  la 
lettre  y,  et  l'on  trouve 


S*TS 

rrrrU    =:UT,        j 

S^US  =x:T*U   ^\}T\ 

S^TS^ 

-TS                       1 

S^US^^rT^U^rrrzU^T, 

g5XS3 

==u^      .      ' 

S2US3rr:T=^U2  —  U^r, 

STS* 

=  T*U3  =  U3T^ 

SUS^      r=:T*U2z=U2T, 

On  a  donc,  quel  que  soit  tz, 

S'"TS'^=:P,-,     S'"TJS"  — P,., 

ou 

TS'"  —  S-'«  P,-,     TJS'^  =:  S-"^  P,-, 

met  l'ayant  des  valeurs  convenables.  Il  résulte  delà  que 
tout  produit  de  la  forme  PyS''  peut  être  ramené  à  la 
forme  S'* Pa;  en  effet,  Py  est  un  produit  composé  de  fac- 
teurs T  et  de  facteurs  U,  et,  d'après  ce  qui  précède,  on 
peut  faire  avancer  successivement  S"  d'un  rang  vers  la 
gauche,  en  modifiant  chaque  fois  convenablement  l'expo- 
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santv;  après  avoir  répéié  cette  opération  plusieurs  fois, 
il  est  clair  que  PyS"  se  trouvera  remplacé  par  une  expres- 
sion de  la  forme  S'^P/f.  Le  système  des  substitutions  P  et 
celui  des  puissances  de  S  étant  échangeables  entre  eux, 
on  obtiendra,  en  les  multipliant  l'un  par  l'autre,  un  sys- 
tème conjugué  d'ordre  24  X  5  :=:  120  ou  d'indice  6. 

Il  importe  de  remarquer  aussi  que  le  système  dont 
nous  venons  de  prouver  l'existence  comprend  des  substi- 
tutions du  premier  genre  et  des  substitutions  du  deuxième 
genre  en  nombre  égal.  En  conséquence,  les  substitutions 
du  premier  genre  constitueront  un  système  conjugué 
d'ordre  60  et  dont  l'indice  sera  égal  à  12. 

Des  sjstèmes  transitifs  de  substitutions  conjuguées. 

453.  Lorsque  les  substitutions  d'un  système  conjugué 
permettent  de  substituer  successivement  l'une  des  lettres 
à  chacune  des  autres,  le  système  est  dit  transitif.  Il  est 
intransitif  dans  le  cas  contraire.  Cette  distinction  des 
systèmes  conjugués  en  transitifs  et  intransitifs  est  due  à 
Gauchy  ;  elle  a  une  très-grande  importance  dans  la  théo- 
rie qui  nous  occupe. 

Plus  généralement,  si  les  substitutions  d'un  système 
conjugué  permettent  de  substituer  m  des  lettres  données 
à  m  lettres  quelconques,  nous  dirons  que  le  système  est/w 
fois  transitif. 

Si  un  système  de  substitutions  conjuguées  est  m  fois 
transitif,  les  substitutions  du  système  permettent  de  sub- 
stituer 772  lettres  quelconques  à  m  lettres  quelconques.  En 
effet,  le  système  proposé  étant  supposé  m  fois  transitif, 
ily  a  77i  lettres  a^^  a^,  .  .  . ,  a^  qu'on  peut  substituer  à 
m  autres  quelconques  b^^b^,  .-,  bm,  distinctes  ou  non 
des  premières.  Réciproquement,  les  substitutions  du  sys- 
tème permettent  de  remplacer  «<,  «2,  .  .  .,  a„i  par  ^^ 
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^2j  '",  ^m,  et,  en  conséquence,  elles  peuvent  substituer 
ces  dernières  lettres  à  m  lettres  quelconques. 

Il  est  évident  que  le  système  de  toutes  les  substitutions 
formées  avec  ji  lettres  estn — i  fois  transitif,  et  que  le 
système  qui  comprend  toutes  les  substitutions  du  pre- 
mier genre  formées  avec  les  mêmes  lettres  est  n  —  2  fois 
transitif. 

On  voit  aussi  qu'un  système  de  substitutions  conju- 
guées formées  avec  n  lettres  est  transitif,  quand  il  ren- 
ferme une  substitution  circulaire  d'ordre  zz  ;  mais  cette 
condition  n'est  pas  nécessaire.  En  général,  un  système 
conjugué  de  substitutions  de  /i  lettres  est  m  fois  transi- 
tif, quand  il  renferme  m  substitutions  circulaires  des 
ordres  respectifs /z,  72  —  i,  ...,7z — jn-j-i.  Par  exemple, 
le  système  d'indice  6,  dont  nous  nous  sommes  occupé  au 
n°  452  et  qui  est  composé  de  120  substitutions  conju- 
guées de  six  lettres,  est  trois  fois  transitif,  car  il  admet 
trois  substitutions  circulaires  des  ordres  respectifs  6,5,4* 

454.  Théorème  I.  —  L^ ordre  d^un  système  m  fois 
transitif:,  de  substitutions  conjuguées  de  n  lettres,  est  un 
multiple  den(n  —  \)..\n  —  m-\-\)\  end  ^autres  termes, 
V indice  du  système  est  un  diviseur  du  produit 

I  .  2.3.  .  .  (tz  —  m). 

En  effet,  soient  Ao,Aj,A2,...  les  72(72 — 1)...(72 — tti-j-i) 
arrangements  m  k  m  que  l'on  peut  former  avec  les 
72  lettres  données,  et 


Dq,      0|,       Ij2i        •    •    •  1      >^ 


e-1 


celles  des  substitutions  du  système  proposé  G  qui  rem- 
placent les  lettres  de  l'arrangement  A^-  par  celles  qui 
occupent  respectivement  les  mômes  rangs  dans  Ay.  Dési- 
gnons, en  outre,   par  T  l'une  des  substitutions  de  Çf  qui 
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remplacent  les  lettres  de  Ay  par  celles  de  A^,  il  est  clair 
que  les  p  substitutions 

TSo,  TSi,  TS^,    ...,   TS,_, 

remplaceront  les  lettres  de  A/ par  celles  de  A/^.  Le  nombre 
des  substitutions  qui  remplacent  A,-  par  A^  ne  peut  donc 
être  moindre  que  le  nombre  de  celles  qui  remplacent  A^- 
par  Ay,  et  réciproquement  ce  dernier  nombre  ne  peut 
être  inférieur  au  premier. 

Il  résulte  de  là  qu'il  y  a,  dans  le  système  proposé,  un 
même  nombre  p  de  substitutions  qui  remplacent  l'arran- 
gement donné  A/  par  chacun  des  arrangements  Ao,  Ai, 
A2,  ....  Si  donc  on  appelle  u  l'ordre  du  système  G,  on 


aura 


l/.  =:  n [n  —  i] .  .  .  [n  —  m  -i-  1)  X  0, 
et  l'indice  du  système  sera 

N  I.2.3.../2 1.2.3. ..(/?  —  m) 

Cet  indice  est,  en  conséquence,  un  diviseur  du  produit 
1.2.3.  .  .[n — m)  et  l'on  voit  en  outre  qu'il  est  égal  à 
l'indice  du  système  conjugué  formé  par  les  p  substitutions 
qui  remplacent  l'un  des  arrangements  A/  par  lui-même. 
De  là  résulte  la  proposition  suivante  : 

Corollaire.  —  Si  lui  système  G  de  substitutions  con- 
juguées est  m  fois  transitif,  celles  des  substitutions  de  G 
qui  laissent  immobiles  m  lettres  choisies  à  ^volonté  for- 
ment un  système  conjugué  G/  dont  V indice  est  égal  à 
r indice  de  G. 

455.  Théorème  IL  —  Un  système  de  substitutions 
conjuguées  dont  Vindice  est  supérieur  à  1  ne  peut  être 
m  fois  transitif,  sHl  renferme  une  substitution  qui  ne  dé- 
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place  que  i  lettres ,  le  nombre  i  étant  supposé  égal  ou 
inférieur  à  m. 

Eneffet,  supposons  que  le  système  proposé  G  renferme 
une  substitution  S  qui  ne  déplace  que  i  lettres;  le  nom- 
bre m  étant  au  moins  égal  à  i,  et  le  système  G  étant  m  fois 
transitif,  ce  système  renferme  une  substitution  T  qui 
remplace  les  i  lettres  contenues  dans  S  par  i  lettres  choi- 
sies arbitrairement;  par  conséquent,  il  renferme  aussi 
la  substitution  TST~',  qui  est  une  substitution  quel- 
conque semblable  à  S. 

La  substitution  S  étant  décomposée  en  cycles,  soit 

S  =  CCiC. 

et  formons  la  substitution  semblable 

le  produit 

S'SrrrC'G 

appartiendra  au  système  G.  Si  l'ordre  ^  du  cycle  G  est 
supérieur  à  2  et  que  l'on  ait 

nous  ferons 

C'=  («0,    ^t^.-l,    ^pL-2î    ^lA— 31      •  •   -1    «41    <^3i    ^li    ^^2) 

et  nous  aurons 

SS'=:  («o>  ^21   «l)- 

Le  cas  de  /ut  =  3  est  compris  dans  ce  qui  précède  :  on  a 
alors  G'  =  G  ;  mais,  si  p,  =  2  et  que  l'on  ait 


comme  il  y  a  au  moins  une  lettre  «o  non  contenue  dans  S, 
nous  ferons 
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et  nous  aurons  encore 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  G  renferme  une  substitution 
circulaire  du  troisième  ordre  ;  donc,  si  m  est  égal  ou  supé- 
rieur à  3,  G  renferme  toutes  les  substitutions  circulaires 
de  troisième  ordre,  et  en  conséquence  son  indice  est  égal 
à  I  ou  2  (n«430). 

Le  cas  de  m  =:  2  échappe  à  cette  analyse  ;  mais,  dans 
ce  cas,  le  système  G  contient  par  hypothèse  une  des 
transpositions  formées  avec  les  lettres  données  ;  donc  il 
les  renferme  toutes  et  son  indice  est  égal  à  1 . 

Corollaire. — Un  système  de  substitutions  conjuguées 
doublement  transitif,  dont  V indice  est  supérieur  ài^ne 
renferme  aucune  transposition  ^  pareillement  y  un  système 
triplement  transitif  dont  V indice  est  supéjdeur  à  1,  ne 
renferme  aucune  transposition  et  aucune  substitution 
circulaire  de  trois  lettres. 

456.  Théorème  III.  —  Si  V  indice  d^un  système  m  fois 
transitif  de  substitutions  conjuguées  formées  avec  n 
lettres  est  supérieur  à  2,  cet  indice  est  un  multiple  du 
produit  1.2.3.  .  .m. 

En  effet,  soient 

Ao,  ^1,   A2,    Am 

les 

M  =  1 . 2 . 3 .  .  .  m 

permutations  formées  avec  m  des  lettres  données  choisies 
arbitrairement,  et 

ï»  Tj,  T2,    .  .  .,  Tm-1 

les  M  substitutions  de  ces  mêmes  lettres.  Soient  aussi 

1,  k^i,  S2,    .  .  • ,  Sf_i 
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celles  des  substitutions  du  système  proposé  G  qui  ne  dé- 
placent pas  les  m  lettres  que  nous  venons  de  choisir,  et 
qui,  en  conséquence,  remplacent  l'arrangement  Aq  par 
lui-même.  Il  y  a  dans  le  système  G,  comme  on  l'a  vu  dans 
la  démonstration  du  théorème  I  (n"  454),  p  substitu- 
tions susceptibles  de  remplacer  les  m  lettres  de  Aq  par 
celles  qui  occupent  les  mêmes  rangs  dans  A^-;  mais,  pour 
exécuter  une  telle  substitution,  il  suffit  évidemment  de 
faire  d'abord  une  substitution  du  système  T  qui  amènera 
les  m  lettres  de  A^-  aux  places  voulues,  après  quoi  il  restera 
seulement  à  exécuter  une  substitution  S'  de  n  —  m  let- 
tres. D'ailleurs,  les  deux  substitutions  que  nous  em- 
ployons sontéchangeables  entre  elles,  puisqu'elles  n'ont 
pas  de  lettres  communes,  et  les  pM.  substitutions,  dis- 
tinctes du  système  G,  qui  sont  susceptibles  de  remplacer 
l'un  des  arrangements  A  par  un  autre  arrangement  formé 
des  mêmes  lettres,  peuvent  être  représentées  par 


ï. 

s„ 

S2,     .    .    .  , 

Sp_i, 

T.  s;», 

T.S<", 

T.SW,  .. 

.,  T,s<!!„ 

T,S»', 

T,S«, 

T,SW,  .. 

.,   TaS^lj, 

T'  C(M— 1)       -T  c(M-l)  rp  q(M— 1) 

■Im-I^O"        '     -^M-l^^i  >  •••.     Am-1^o_1      1 

OÙ  Sp^  désigne  généralement  des  substitutions  qui  ne  dé- 
pendent pas  des  m  lettres  contenues  dans  les  arrange- 
ments A.  Le  produit  de  deux  quelconques  de  ces  substi- 
tutions appartient  au  système  G  ;  d'ailleurs  il  est  de  la 
forme  T/  S',  S' étant  indépendant  des  m  lettres  contenues 
dans  A;  donc  il  fait  nécessairement  partie  du  tableau 
précédent;  il  en  résulte  que  les  Mo  substitutions  de  ce 
tableau  forment  un  système  coiT^ugué.  On  voit  en  outre 
que   les  substitutions   S,   qui  figurent  comme  facteurs 
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dans  deux  substitutions  de  ce  système,  ne  peuvent  être 
égales  entre  elles  ;  en  effet,  il  est  évident  que,  siy=:i,  on 
ne  peut  trouver  dans  notre  tableau  les  deux  substitutions 
TyS  etT^S,  et  la  même  chose  alieusiy  est  différent  de  i, 
car  autrement  on  trouverait  aussi  (Ty  S)  (T/S)~<  ouTyT"^ 
ce  qui  est  impossible  d'après  le  théorème  II  (n°  455), 
puisque  cette  substitution  ne  déplace  que  m  lettres  au 
plus.  En  conséquence,  les  Mp  facteurs  S  du  précédent 
tableau,  savoir  : 

I,  Si,  S2,     .  . . ,        Sp_i, 

C(l)  c(l)  Cfl)  ^(1) 


p-1» 

(2) 


cf2i  C(2)  cm  c(2) 

g(M-l)      g(M-l)      g(M-l)  g(M-l 


"2  >      *   •   •  >     '^f—l       > 


constituent  un  système  de  Mp  substitutions  conjuguées 
formées  avec  n  —  m  lettres  ;  l'ordre  Mp  de  ce  système  est 
donc  un  diviseur  du  produit  i.o..Z...[n  —  m),  et  l'on  a 


1.2.3.  ..(/?  —  m]        .  ,  , 

^ rrr  /-  (  I  .  2  .  .  .  /??  ! 


;• 


Or,  par  le  théorème  I  (n»  456),  le  premier  membre  de 
cette  égalité  est  précisément  J 'indice  du  système  G;  cet 
indice  est  donc  un  multiple  de  i  ,1.  .  ,ni. 

Remarque. — Le  théorème  que  nous  venons  d'établir 
comprend,  comme  cas  particulier,  la  proposition  que 
nous  avons  présentée  au  n°  448  à  titre  de  lemme.  On 
peut  effectivement  conclure  de  ce  qui  précède  le  corol- 
laire suivant  : 

Corollaire.  —  Si  un  système  de  substitutions  conju- 
guées foj^niées  a\^ec  n  lettres  est  in  fois  transitif,  et  que 
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V indice  //.  de  ce  système  soit  supérieur  à  2.,  on  peut  for- 
mer un  système  de  substitutions  conjuguées  de  n  —  m 

lettres  dont  V indice  est 


2.3.. 


457.   Théorème  IV.  —  ZJn  système  de  substitutions 
conjuguées  de  n  lettres,  dont  l'indice  est  supérieur  à  2, 

ne  peut  être  plus  de  -  fois  transitif  (  ^  ) . 


En  effet,  quand  l'indice  \i.  d'un  système  m  fois  transitif 
de  substitutions  formées  avec  n  lettres  est  supérieur  à  2, 
cet  indice  est  en  même  temps  un  multiple  de  \.i...m^\ 
un  diviseur  de  i.2.3...(72  —  ni).  On  ne  peut  donc  pas 
avoir 

.  n 

mZ>n  —  m     ou     m'^  —  > 

On  peut  même  ajouter  que  :  Si  n  est  supérieur  à  6, 
il  n! existe  point  de  système  de  substitutions  conjuguées 

formées  avec  n  lettres  dont  V indice  soit  supérieur  à  2, 

.    n    ^  .  .  .  ^ 

et  qui  soit  —  jois  transitij. 


En  effet,  si  un  tel  système  existe,  désignons-le  par  G  et 
soit  T  l'une  de  ses  substitutions.  Supposons  que  la  sub- 
stitution T  remplace  les  -  lettres 


«0,     «1, 

a,_,    .  . 

2  " 

y 

a 

II 

2 

par 

*■                                         t           r 

«0>      «15 

f 

i 

y 

II 

(')  Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Emile  Mathieu  dans  un  Mé- 
moire qui  fait  partie  du  tome  V  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées  (a®  série);  M.  Mathieu  a  également  démontré  le  théorème  II 
dans  ce  Mémoire. 


348  COURS  d'algèbue  supérieure. 

le  système  G  renferme  une  substitution  U  qui  remplace 

ces  -dernières  lettres  par 


[.(,,       tt-l,       1*25 


h  étant  une  lettre  différente  des  -  lettres  a  dont  est  formé 

2 

le  premier  arrangement  ;  la  substitution  UT  =  S  ne  se 
réduit  pas  à  l'unité  et  elle  ne  déplace  pas  les  lettres 
«oj  <^o  •••?  ^/7       ;  donc  le  système  G  renferme  une  sub- 


stitution qui  ne  déplace  que  — \-  i  lettres. 

Décomposons  cette  substitution  S  en  cycles,  et  soit 

Sz=CCiC2  ..  .; 

siTdésigneunesubstitutionquelconquedeG,  TST~':=S' 
sera  une  substitution  de  G  semblable  à  S;  posons 

s'r=G'c;c;,  .... 


Gomme  S  et  S'  ne  renferment  que  — [-  i  lettres,  on  peut 
choisir  T  de  manière  que  l'on  ait 


^t    ^1      '        *^2    ^2      '      •   •   •  ' 

on  aura  alors 

SS'rr=:CC'. 

La  substitution  SS'  appartient  à  G,  et  l'on  peut  même 
choisir  à  volonté  les  lettres  de  G,  à  l'exception  d'une 
seule.  Supposons  que  l'on  ait 

C  =  (^01    ^\^    ^f>    •  •  -1    ^i~\]' 

Sii  =  2,  G  se  réduit  à  (ao,«i).  G' sera  delà  forme  (^q,  Z»^), 
en  choisissant  l'une  des  lettres  h^^  h^  parmi  celles  qui 
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ne  figurent  pas  dans  S  ;  la  substitution  SS'  ne  déplaçant 
au  plus  que  quatre  lettres,  on  a  nécessairement  (n^  455) 

-  ^  3       ou        72  "^6. 

2  ^  ^ 

Si  i  est  ^  2,  on  peut  faire 

C  =:(«()>     ^^     ^i-U     «/-2i    •••.     ^^s); 

on  n'est  pas  libre  du  choix  de  è  ;  si  cette  lettre  diffère 
de  «I,  le  produit  SS'  ou  GC  est  [œq,  b)  (a^,  ^^o),  et  l'on 
conclut,  comme  précédemment,  que  n  est  au  plus  égal 
à  6.  Si  la  lettre  b  n'est  autre  que  a^,  on  a 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas  de  zi  =  4>  o^ 
l'indice  du  système  deux  fois  transitif  est  2. 

Des   expressions   susceptibles   de  représenter   l'indice 
d'un  système  intransitif. 

458.   Soient  G  un  système  in  transitif  de  substitutions 
conjuguées  de  n  lettres,  et 

les  a  lettres  que  a^  peut  remplacer  par  les  substitutions 
de  G.  Si  ai  et  <2y  désignent  deux  quelconques  de  ces  lettres, 
le  système  G  renfermera  deux  substitutions  telles  que 

or  le  produit  de  la  deuxième  substitution  par  l'inverse 
de  la  première  a  pour  effet  de  remplacer  la  lettre  aj  par 
Ui  :  donc  les  substitutions  de  G  peuvent  transporter  l'une 
quelconque  des  lettres  «  à  la  place  d'une  autre  lettre  quel- 
conque du  même  groupe.  Réciproquement,  toute  lettre 
susceptible  de  remplacer  une  lettre  aj  par  les  substi- 
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tutions  de  G  appartient  au  même  groupe;  car,  si  la 
lettre  a  peut  remplacer  ay,  par  une  substitution  de  G, 
cette  substitution,  combinée  avec  l'une  des  précédentes, 
permettra  de  remplacer  a  par  a^  et,  conséquemment,  la 
lettre  a  fait  partie  du  groupe  considéré. 

Soit  h^  l'une  des  lettres  données  non  comprises  dans 
le  groupe  précédent;  le  raisonnement  que  nous  venons 
de  faire  prouve  que  h^  fait  partie  d'un  deuxième  groupe 
de  lettres 

qui  ne  peuvent  que  s'échanger  entre  elles  par  les  substi- 
tutions de  G,  et,  en  continuant  ainsi,  on  voit  que  les  n  let- 
tres données  peuvent  être  partagées  en  divers  groupes 

«1,     «2^      •   •   -^     <^a' 

^1,    h^_,     .  .  .  ,    h^^ 

<?!,      ^2,       .   ■   .  ,     C.p 
» 


de  telle  manière  que  les  substitutions  de  G  ne  puissent 
qu'échanger  entre  elles  les  lettres  de  chaque  groupe.  En 
d'autres  termes,  chaque  substitution  S  de  G  sera  de  la 
forme 

SnrA.B.C..., 

A,  B,  G,  .  .  .  étant  des  substitutions  qui  ne  déplacent 
respectivement  que  des  lettres  «,  des  lettres  Z>,  des  let- 
tres c,  etc. 

Il  est  évident  que  les  substitutions  A  forment  un  sys- 
tème transitif  relatif  à  a  lettres,  et  de  même  les  substi- 
tutions B,  G,  .  .  .  forment  des  systèmes  transitifs  relatifs 
à  6  lettres,  à  y  lettres,  etc.  Désignons  par  A>  l'indice  du 
système  conjugué  formé  des  substitutions  A,  et  par  g  l'in- 
dice du  système  G. 

Il  peut  arriver  que  les  substitutions  A  soient  en  même 
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nombre  que  les  substitutions  de  G,  et,  dans  ce  cas,  on 
aura 

I  .  2  .  3  ...  «  I  .  2  ...  « 


d'où 


{i  "^^^ 


I  .2.3.  .  .72 

C _ 0,%}. 

^  I .2.3. . .« 


Mais,  si  l'ordre  [Jl  du  système  A  est  inférieur  à  l'ordre  v 
de  G,  il  y  aura  nécessairement  dans  ce  dernier  système 
des  substitutions  telles  que  AT,  AT',  composées  d'une 
même  substitution  A  et  de  deux  substitutions  T,  T' in- 
dépendantes des  lettres  a,  ....  Le  produit  de  l'une  de 
ces  substitutions  par  l'inverse  de  l'autre  ne  déplace  pas 
les  lettres  a  et,  en  conséquence,  le  système  G  renferme 
un  certain  nombre  p  de  substitutions 

ï  >     J-l»     ■•■21     '   '   '  ■)     J-f— 1» 

qui  ne  dépendent  pas  des  lettres  a  et  qui  forment  un  sys- 
tème conjugué  que  nous  désignerons  par  G^  Maintenant, 
soit  A^  T' l'une  des  substitutions  de  G  qui  renferment  le 
facteur  A,,  ce  système  contiendra  les  p  substitutions 

AiT',  AiT'Ti,  AiT'T^,  ...,  AiT'Tp_i, 

mais  il  ne  contiendra  aucune  autre  substitution  renfer- 
mant le  facteur  A,;  car  une  telle  substitution  peut  se 
mettre  sous  la  forme  A^  T'0,  et,  si  elle  figurait  dans  G, 
0  y  figurerait  aussi.  Comme  A,  désigne  l'une  quelconque 
des^ui — I  substitutions  du  système  A,  distinctes  de  l'unité, 
on  Yoit  que  G  contient  p.p  substitutions^  ainsi  l'on  a 
v  =  iÀp,  ou,  en  désignant  par  g*'  l'ordre  du  système  G', 

1.2.3.  .  .72  1.2.3.  ..a  1.2.3.  ..f/2  —  a) 

X  —, > 


CJ  X  Lj 
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ce  qui 

do 

nne 

(2) 

5  = 

1.2.3. . 

.n 

xq. 

(1.2, 

...«)[l.2. 

..(«- 

-a)] 

Si  l'on  suppose  que  le  système  G' se  réduise  à  la  seule 
substitution  égale  à  i,  on  aura 

g':^3i.2.3...(/Z  —  a], 

en  sorte  que  l'on  peut  regarder  la  formule  (i)  comme 
comprise  dans  la  formule  (2). 

On  peut  raisonner  sur  le  système  G'  comme  nous  l'a- 
vons fait  sur  le  système  G,  et  l'on  aura  en  conséquence 

T  .  2  .  3  .  .  .  (  72  —  a  )  ^, 

^  ~  (1.2.3.  .".ê JI772 .  .T( /z"~T^rg]]  "^^^  ' 

alb  étant  l'indice  d'un  système  transitif  relatif  à  G  lettres, 
et  g"'^  l'indice  d'un  système  relatif  à  7^  —  a —  ê  lettres. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre 
dans  la  série  G,  G',  Çx" ,  ...  un  système  conjugué  qui  ne 
soit  plus  in  transitif  et  qui  se  rapportera  alors  au  dernier 
des  groupes  de  lettres  données  ;  les  formules  précédentes 
donneront 

(3)  g:==^xxia>G..., 

en  posant 

(l.2.3...a)(l.2.3...g)(l.2.3...7)...' 

avec 


La  formule  (3),  qui  a  été  indiquée  par  Cauchy,  nous 
fait  connaître  l'expression  des  nombres  susceptibles  de 
représenter  les  indices  des  systèmes  intransitifs. 
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459.  Il  faut  remarquer  que  la  formule  (2)  peut  s'écrire 


n{n—i]...{n  —  v.-\-\] 

^  1.2.  .  .«  "^ 


et,  commea  ne  peut  avoir  que  les  valeurs  i,  2,  ...,  (tz — i), 
le  premier  facteur  de  cette  expression  de  g*  est  l'un  des 

nombres 

n        n[n  —  i  ) 

—  1       — ■ —  5       •    •  î 

I  I  .2 

dont  le  minimum  est  n.  D'ailleurs  X  et  ^'  sont  des  en- 
tiers, donc  ^  est  au  moins  égal  à  n.  On  voit  même  que, 
pour  avoir  g"  =  n,  il  faut  que  l'on  ait 

a  =  i    ou    =/2  —  I,       vl>  =  I,      g'^i, 

et  alors  le  système  proposé  G  est  évidemment  composé 
des  1.2.3.  .  .(/i  —  i)  substitutions  de  n — •  i  lettres. 

La  formule  précédente  montre  encore  que,  si  g*  est  su- 
périeur à  72,  cet  indice  est  au  moins  égal  à  la  plus  petite 

des  valeurs 

ni  n  —  I  ) 


Sur  la  limite  des  indices  supérieurs  à  2,  dans  le  cas 
des  systèmes  transitifs. 

460.  Nous  présenterons  ici  avec  quelques  modifications 
la  démonstration  que  Cauchy  a  donnée  du  théorème  de 
M,  Bertrand,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  XXI  des 
Comptes  rendus  de  V^dcadémie  des  Sciences. 

D'après  ce  qui  précède,  l'indice  d'un  système  intransi- 
tif ne  peut  être  inférieur  au  nombre  des  lettres;  donc, 
pour  établir  le  théorème  que  nous  avons  en  vue,  il  suffit 
de  considérer  les  systèmes  transitifs. 

Je  dis  que  l'indice  d'un  système  transitif  G  relatif 
s.  —  Mg.  sup.,  II.  23 
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à  n  lettres  ne  peut  être  en  même  temps  supérieur  à  2  et 
inférieur  à  n,  à  moins  que  n  ne  soit  égal  à  4-  Pour  cela 
nous  distinguerons  trois  cas. 

1°  Le  système  Q  est  simplement  transitif,  —  Dans  ce 
cas  le  système  G',  qui  comprend  celles  des  substitutions 
de  G  qui  ne  déplacent  que  n  —  i  lettres,  est  inlransitif  et 
son  indice  est  égal  ou  supérieur  à  zz  —  i .  Cet  indice  est 
aussi  celui  de  G,  et  je  dis  qu'il  ne  peut  pas  être  égal  à 
n  —  I  si  n  est  ^4-  En  effet,  si  G  et  Gravaient  n  —  i 
pour  indice,  le  système  G'(n'^459)  serait  formé  par  les 
substitutions  de  72  —  1  lettres,  et  ces  substitutions  feraient 
partie  de  G  ;  or  le  système  G  ne  peut  pas  contenir  toutes 
les  substitutions  de  n  —  i  lettres,  car  autrement  il  ne 
serait  pas  transitif,  ou  il  serait  composé  de  toutes  les 
substitutions  des  n  lettres,  et  alors  son  indice  serait  égal 
à  I .  Cela  étant,  si  n  est  ^4?  on  ne  peut  pas  admettre  que 
le  système  G,  d'indice  n — i,  renferme  toutes  les  substi- 
tutions de  72  —  1  lettres;  car,  si  cela  avait  lieu,  l'indice 


n\  n 


de  ce  système  serait  égal  à  l'un  des  nombres 
n(ri  —  1)  (^°  44-1,  Corollaire),  ce  qui  implique  contra- 
diction. Donc,  si  72  est>4>  l'indice  de  G'  ou  de  G  est 
au  moins  égal  (n^  459)  au  plus  petit  des  deux  nombres 

2(n  —  i),  ^ '  Par  suite  cet  mdice  est  supé- 
rieur à  72. 

2°  Le  système  G  est  deux  fois  transitif  —  Alors  le 
système  G' est  simplement  transitif,  et  si  l'on  a  72 — 1>4; 
l'indice  de  ce  système,  qui  est  aussi  celui  de  G,  sera  au 
moins  égal  au  plus  petit  des  deux  nombres 
i[n  —  i)z=zn  -h  [n  —  4)» 

1 L^ L  z=zn  -\ ■ ) 

1  2 

lesquels  ne  sont  pas  inférieurs  kn,  quand  72  est  supérieur 
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à  5.  Nous  nous  référons  pour  le  cas  de  zz  =  5  au  théo- 
rème du  n"  445. 

3*^  Le  système  G  est  au  moins  tj^  ois  fois  transitif.  — 
Soient  «0,  a<,  .  .  .,  a^^K  les  lettres  données  et 

I,   Sj,   So,   .  •  • ,   Sjji_i 

les  substitutions  de  G.  Désignons  aussi  par  T^-  la  trans- 
position («0  cii)'  Si  l'on  multiplie  la  droite,  pour  fixer  les 

idées,  par 

To,  Ti,  ...,  T,,_i 

les  substitutions  de  G,  on  obtiendra  n^x  produits  qui 
seront  distincts,  si  l'indice  de  G  est  supérieur  à  i  ;  car 
si  l'on  avait 

on  en  conclurait 

et  par  conséquent  la  substitution  T~^  Ty  ferai  t  partie  de  G. 
Or  ce  produit  est  une  substitution  circulaire  de  trois 
lettres,  à  moins  que  l'un  de  ses  facteurs  ne  soit  égal  à  i ,  et 
dans  ce  cas  elle  se  réduit  à  une  transposition.  D'ailleurs, 
dans  notre  hypothèse,  le  système  G  ne  peut  renfermer 
une  telle  substitution  (n°  455,  Corollaire)]  donc  les 
nu  produits  que  nous  avons  formés  sont  distincts,  ce  qui 
exige  que  zz^  ne  soit  pas  supérieur  à  i  .2.  .  ./z,  c'est-à- 
dire  que  J'indice  de  G  soit  au  moins  égal  à  zz. 


a3. 
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SUR  QUELQUES  CAS  PARTICULIERS  DE  LA  THÉORIE 
DES  SUBSTITUTIONS. 


Suj'  les  fonctions  linéaires  de  la  forme  -, —   -yy- 
^  ^  a  X  -{-  b' 

461.  Les  développements  que  je  me  propose  de  pré- 
senter ici  nous  conduiront  à  des  conséquences  intéres- 
santes au  point  de  vue  de  la  théorie  des  substitutions,  et 
ils  trouveront  en  outre  plus  loin  leur  application  dans 
la  théorie  des  équations. 

Soit  posé 

ax  -^  b 

I  Qa:z=z~j- -, 


a,  b,  a',  b'  étant  des  quantités  quelconques  données; 
faisons  aussi 

il  est  très-aisé  d'avoir  l'expression  générale  de  Q"^x.  Soit 
en  effet 

(.)  e"'x=^^^i^, 

^     '  a    X  -\-  b 

on  pourra  écrire,   d'après  la  loi  de  formation  des  fonc- 
tions b-Xy  ô^x,  .  .  . , 

a,n  ~  a  i2;„_i  4-  b  a^^^_^  y 

b,„:=ab„,_i~\-  b  è;„_,, 

Pour  tirer  de  ces  équations  les  valeurs  de  «,„,  a^,  b^,  b^y 
en  fonction  des  quantités  connues  a,  a',  b,  b\  désignons 
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par  z  une  quantité  telle,  que  l'on  ait 
les  équations  (3)  donneront 

«m  +  «';„^  =  («  -^-  «'z)  («m-1  H-  «'„_iZ), 

d'où  l'on  tire 

j   «,„  H-  «'^^z  =  («  4-  «'z)'", 


(5; 


En  outre,  l'équation  (4),  qui  est  du  deuxième  degré,  a 
deux  racines,  et  si  l'on  désigne  ces  racines  par  z  et  z' , 
on  aura  encore 

(   a,„A-a\J^{a^a'z'Y\ 

^  \   b„,-^b\J  =  z'{a-^a'z'Y\ 

Les  équations  (5)  et  (6)  déterminent  les  valeurs  de  «„,, 

«'/n?   ^m,    h'rn- 

En  faisant,  pour  abréger. 


(7)  :,t^  sl[^  -'r  b'Y  —  ^(ab'  —  ba'), 

et 

!P„,  =  {a-\-b'  +  2f)'"  +[a-\-b'  —  2t)"\ 
__[a-\-b'_-{^ty"~{a-^b' -7.ty" 
\:/7i  —  "  ■ 


2f 

on  trouve  aisément 


(9) 


p^-f-f«  — 

l>')Qrn 

^/?î—                     2'"  +  ^ 

.     _P.-(«- 

b')Qm 
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équations  dont  on  déduit 


a,n  —  h' 


a  —  h' 

. — ■  > 


lO 


en  sorte  que,  si  l'on  a 

ah'  —  ba'  =  zbl, 
on  aura  aussi 

462.  On  connaît  donc  les  coefficients  de  la  fonction 
Q^x  en  fonction  des  quantités  connues  a,  b,  ce ^  b' .  A  la 
vérité,  notre  analyse  semble  en  défaut  si  t  est  nulle,  car, 
dans  ce  cas,  les  racines  z  el  z'  étant  égales,  les  équa- 
tions (6)  ne  diffèrent  pas  des  équations  (5);  mais, 
comme  les  équations  (8)  et  (9)  ont  lieu  quelque  petite 
que  soit  t,  il  en  résulte  qu'elles  subsistent  pour  1=0: 
on  a,  dans  ce  cas, 

^,„  =  i[a-\-b'y\ 

q„,  =  im[a-hb')"'-\ 
et,  par  suite, 

(a  H-  b'  )'«+  m  (a—  b')(a-h  b')'"-^ 


1 1 


'a-¥  b')'"-' 


mbia 


b'    = 


b' 


b'V 


Ici  les  quantités  a,  b,  a\  b'  doivent  vérifier  l'équation 

(12)  {a-i-b'y  =  ^{ab'—ba'], 
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et  l'on  peut  écrire  la  valeur  de  B"^x  comme  il  suit  : 

m       / 

gm  ce  —  :i -—  . 

la  X  —  [a  —  a 


On  voit  que,  si  l'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  m, 
B^'^x  converge  vers  la  quantité 

(  a  —  h'  ]  X  -\-  1  h 

'2.a' X  —  \_a  —  b'  ] 

a  —  h'       —  'y.  h 

QUI  a  pour  valeur  lune  des  constantes ,->  77? 

^  ^  la'         a —  b 

lesquelles  sont  égales  entre  elles  en  vertu  de  la  rela- 
tion (12). 

463.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on  ait  identique- 
ment 

(13)  (if-x  —  x, 
c'est-à-dire 

(14)  ^^  =  ^;.,       <=0.        ^'j.rrro. 

On  voit  immédiatement  qu'on  doit  exclure  le  cas  parti- 
culier où  l'on  aurait 

[a-'v-h']''-^ù^[ab'—ba!), 

caries  équations  (11)  montrent  que,  pour  satisfaire  aux 
équations  (i4)?  il  faudrait  que  l'on  eût 

a  -!-  y  =  G, 

par  suite, 

ab'  —  ba  =:z  o, 

et  alors  la  fonction  Qx  ne  dépendrait  pas  de  x.  Cela  étant, 
on  voit  par  les  équations  (9)  que,  pour  satisfaire  aux 
équations  (14)7  il  ^^t  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 
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ou 

[a- 

^b'  -^ity- 

~[a 

-^b' 



2f)^  = 

G. 

On  tire 

delà 

a  H-  b' 

~^it 

^[a-i-b'- 

■it) 

/ 
cos 

\ 

-  I 

sin 

2  /TT 

et 

(i5)  2^z=(«-{-Z»')tang— v/^^, 

en  désignant  par  1  un  nombre  entier  qu'on  doit  supposer 
premier  avec  //  pour  qu'il  faille  effectivement  exécuter 
p.  fois  sur  X  l'opération  désignée  par  Q  avant  de  repro- 
duire X. 

La  comparaison  de  cette  valeur  de  2  f  avec  celle  qu'on 
tire  de  l'équation  (^)  donne 

(16)  [a-^b'Y-—l^[ab'~ba')co^^—  =o; 

ce  qui  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
l'on  ait 

Si  l'on  suppose  que  les  quantités  a,  h,  a\  h'  soient 
réelles,  l'équation  (16)  montre  que  la  quantité  ab' — ba 
doit  être  positive,  le  cas  de  u^=.  2  étant  excepté.  Et  comme 
on  peut,  sans  changer  la  fonction  Bx,  multiplier  les  con- 
stantes a,  b,  a',  Z>'par  un  facteur  quelconque,  on  voit  que, 
sans  altérer  la  généralité  de  la  solution^  on  peut  supposer 

(17)  ab'-ba'=:i; 
alors  l'équation  (16)  donne 

(18)  «-f-^'=r2COS  — • 

Nous  ne  mettons  pas  le  signe  ±  devant  le  second  membre, 
parce  qu'on  peut,  si  on  le  juge  à  propos,  changer  les 
signes  des  quatre  quantités  a,  Z>,  a',  b' . 
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Des  équations  (17)  et  (18)  on  tire 


^9) 


h'z=:z  —  [a  —  1  ces  —  1  5 


a-  —  lacos h  I 


et  la  fonction  Qx  a  pour  valeur 


a-  —  ia  cos h  I 


20 


Qx  — 


a  —  2  cos 


f^  / 


Les  quantités  a  et  a  demeurent  indéterminées  ;  quant 
à  ^,  c'est  un  nombre  entier  quelconque  premier  avec  //. 
Si  l'on  continue  de  poser 


a    X  -\-  b 


T"> 


on  trouvera  aisément 


.     mX-K         .     (m  —  I  )  ).7r 

«sin sm  ^ — 

y- F- 

,        À7T 

sin  — 


21 


b'    = 


>77  .     mlir 

a~  —  ia cos h I  sm 

t (1_. 

a!  .     \v:    ' 

sm  — 
V- 

[m  -\-  \\\t:  .     m )iTr 

sm  -^ — ^ a  sm 

Vi f^. 

.     Àtt 
sm  — 
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Des  équations  (19)  et  (21)  on  tire 
22)  {  „  mliz 


m\v: 

a„i  —  1  cos )  1 


al, —  2fl,„cos 


br»  =■  — 


et 


23 


a^i  sin  — 


Xtt 


mliz 


sin 


m  }.-,x 


sin 


b=z 


b'. 


2  a„i  cos h  I    sin  — 


sin 


.      (  m  -I-  I  )  ).7r  .      Itz 

Sin  ^ a^  sin  — 

F-  y- 


sin 


ml-n: 


Ces  formules  permettent  de  résoudre  la  question  sui- 
vante : 

Etant  donnée  une  fonction  linéaire  ~ —■  ?  trouver 


une  fonction  linéaire  Qx  = 

identiquement 

a„,x-\-b, 


a'  .X  -h  b 


7  telle,   que  l'on  ait 


a^x  -\-  b' 


et       O'^x  =  .T. 


On  voit  que  le  problème  n'est  possible  que  si  les  quan- 
tités données  am,  b^,  d^j  ^'«^  satisfont  aux  équations  (22). 
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Des  fonctions  rationnelles  linéaires  pi^ises  suivant  un 
module  premier. 


'.  Nous  allons  considérer  ici,  à  un  point  de  vue 
particulier,  les  fonctions  rationnelles  linéaires  de  la 
forme 


Ozz=  — —  , 


dans  laquelle  z  est  une  variable  indépendante.  Nous 
supposerons  que  les  constantes  a,  bj  a',  h'  soient  des 
nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  négatifs,  et  nous  con- 
viendrons, en  outre,  de  prendre  les  résultats  suivant  un 
module  premier  impair  p  ;  en  d'autres  termes,  nous  re- 
garderons comme  équivalents  les  entiers  qui  sont  con- 
grus relativement  au  module.  Les  développements  qui 
vont  suivre  conduisent  à  des  conséquences  intéressantes 
pour  la  théorie  des  nombres  et  qui  sont  surtout  utiles 
dans  la  théorie  des  substitutions;  je  les  ai  présentés,  pour 
la  première  fois,  dans  un  article  inséré  au  tome  XL VIII 
des  Comptes  rendus  de  V académie  des  Sciences. 

Gomme  nous  faisons  abstraction  du  cas  où  Qz  se  réduit 
à  une  constante,  la  différence  ah' — ba!  ne  sera  jamais 
congrue  à  zéro  suivant  le  module/;;  cette  différence  sera 
dite  le  déterminant  de  la  fonction  linéaire  Qz.  On  peut, 
sans  changer  cette  fonction,  multiplier  les  quatre  con- 
stantes a,  Z>,  a' j  Z>' par  un  même  nombre  k\  le  détermi- 
nant se  trouve  alors  multiplié  par  A^,  et  il  sera,  après 
comme  avant  la  multiplication,  résidu  quadratique  ou 
non-résidu  quadratique  de  p.  D'après  cela,  nos  fonctions 
linéaires  peuvent  être  classées  en  deux  genres  ;  le  pre- 
mier genre  comprendra  les  fonctions  dont  le  détermi- 
nant est  résidu  quadratique,  tandis  que  celles  dont  le 
déterminant  est  non-résidu  constitueront  le  deuxième 
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genre.  Mais  on  voit  que  l'on  pourra  toujours  faire  en 
sorte  que,  dans  le  premier  genre,  le  déterminant  soit  un 
résidu  quadratique  quelconque  donné,  i  par  exemple,  et 
pareillement  que,  dans  le  deuxième  genre,  le  détermi- 
nant soit  un  non-résidu  quelconque  donné. 

L'expression  générale  de  9  z  comprend  des  fonctions 
entières  et  des  fonctions  fractionnaires  ;  les  premières 
peuvent  être  ramenées  à  la  forme 

(2)  /+A3, 

et  les  dernières  à  la  forme 

(3)  f-^. 


A  désignant  dans  les  deux  cas  le  déterminant  de  la 
fonction. 

Dans  les  formules  (2)  et  (3),  le  déterminant  A  peut 
recevoir  les  p  —  i  valeurs 

1,2,    ..  .,  p  —  i, 

parmi  lesquelles  il  y  a  autant  de  résidus  que  de  non-ré- 
sidus ;  les  constantes  f  et  g  peuvent  recevoir  les  mêmes 
valeurs,  et,  en  outre,  la  valeur  zéro.  Il  s'ensuit  que  le 
nombre  des  fonctions  entières  est  p(p  —  i)  en  compre- 
nant la  variable  z  elle-même,  et  que  celui  des  fonctions 
fractionnaires  est  p"^  [p  —  i);  par  conséquent,  le  nombre 
total  N  des  fonctions  linéaires  suivant  le  module  p  est 

(4)  Ti  =  {p  +  i)p{p-,), 

et  le  nombre  des  fonctions  du  premier  ou  du  deuxième 

genre  est  -  N. 

465.  Soient  Qz  et  OfZ  deux  fonctions  rationnelles  li- 
néaires prises  suivant  le  module/?;  pour  abréger  le  dis- 
cours, nous  nommerons  produit  de  la  Jonction  linéaire 
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Oi  z  par  Oz  le  résultat  66 1  z  que  l'on  obtient  en  exécutant 
d'abord  sur  la  variable  z  l'opération  désignée  par  &<, 
puis  sur  le  résultat  0,  z  l'opération  désignée  par  6  ;  cette 
définition  s'étend  naturellement  au  cas  de  trois,  de  qua- 
tre, etc.,  fonctions  linéaires.  Le  produit  de  m  fonctions 
linéaires  égales  k  dz,  c'est-à-dire  le  résultat  que  l'on  ob- 
tient en  exécutant  m  fois  sur  z  l'opération  6,  sera  la 
^ième  puissance  de6z,  et  nous  la  représenterons  par  ô"^z. 
Le  produit  de  deux  fonctions  linéaires  a  pour  déter- 
minant le  produit  des  déterminants  des  facteurs.  Si,  en 
effet,  on  pose 

az  -h  h  .  <2,  z;  -h  ^1 


a 
on  aura 


/  a ,z  -\-  b , 


nn ,  -i-  hn^  )  z  -h  (  «  /;,  -+-  hh\  )  A  z:  H-  B 


^  [a'a,-V-  b'a\)z-^[a' b^-r-b'b\)        A'zH-B' 

et 

(AB'  — BA')=:(â!^'  —ba']  [a^b\  —  b^a\]. 

On  conclut  de  là  que  le  produit  de  tant  de  fonctions 
linéaires  que  l'on  voudra  est  une  fonction  linéaire  dont  le 
déterminant  est  égal  au  produit  des  déterminants  des 
facteurs  ;  d'où  il  suit  que  la  fonction  produit  appartiendra 
au  premier  ou  au  deuxième  genre,  suivant  que  le  nombre 
des  facteurs  du  deuxième  genre  sera  pair  ou  impair. 

Il  est  évident  que  l'ensemble  de  toutes  les  fonctions 
linéaires  forme  un  groupe  tel,  que  le  produit  de  plusieurs 
fonctions  du  groupe  fait  aussi  partie  de  ce  groupe.  On 
voit  par  ce  qui  précède  qu'il  en  est  de  même  de  l'en- 
semble des  seules  fonctions  linéaires  du  premier  genre, 
mais  non  pas  de  l'ensemble  des  seules  fonctions  du 
deuxième  genre- 

466.   Considérons  la  série  indéfinie 

(5)  z,   6z,   O'z,   OH,    .  .  ., 
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formée  par  la  variable  z  et  les  diverses  puissances  de  la 
fonction  linéaire  Bz  pour  le  module  premier  p.  Gomme 
le  nombre  des  fonctions  linéaires  est  limité,  la  suite  pré- 
cédente ne  pourra  jamais  offrir  qu'un  nombre  fini  de 
valeurs  distinctes  suivant  le  module  p,  et,  par  conséquent, 
quelques-uns  des  termes  de  cette  série  se  trouveront  né- 
cessairement reproduits  une  infinité  de  fois.  Supposons 
que  l'on  ait  identiquement 

^n^m^^^m^       OU       0'^  5'"  2;  EZ^  6'"  3        (mod.7?), 

on  pourra  écrire  z  au  lieu  de  Q^ z,  et  l'on  aura  identi- 
quement 

(6)  e'^zEEEz     (inod.  p), 
d'où  l'on  conclut  aisément 

^^^+^z^elB^z     (mod. /?), 

quels  que  soient  les  entiers  positifs  \  et  p.  On  peut  con- 
venir d'étendre  cette  formule  à  toutes  les  valeurs  posi- 
tives, nulles  ou  négatives  de  p,  en  sorte  que  l'on  aura  en 
particulier 

(7)  ©"zEZEz      (mod./?) 
et 

(8)  e-izEE:-ô«-iz      (mod./?). 

Si  n  désigne  le  plus  petit  nombre  tel,  que  la  con- 
gruence  (6)  ait  lieu  identiquement,  la  série  (5)  ne  com- 
prendra que  les  n  termes  distincts 

(9)  ^,   ^2,   S'^.   ••-,  ^"-^^, 

et  deux  quelconques  de  ces  termes  seront  effectivement 
incongrus  suivant  le  module  /?,  au  moins    tant  que   z 


SECTION    IV.  CHAPITRE    IV.  'd6y 

restera  indéterminé;  le  nombre  n  sera  dit  V ordre  de  la 
fonction  linéaire  Qz  pour  le  module  p. 

Si  e  est  un  nombre  premier  avec  n  et  inférieur  à  n, 
la  fonction  O^z  sera,  comme 0^,  de  l'ordre  n\  car,  si  l'on 
suppose  les  termes  de  la  suite  (9)  rangés  en  cercle  et 
qu'on  les  compte  de  e  en  e  à  partir  du  premier  z,  c'est- 
à-dire  en  suivant  l'ordre 


il  est  clair  qu'on  ne  reviendra  au  point  de  départ  qu'a- 
près avoir  rencontré  les  n  termes.  Au  contraire,  si  les 
nombres  tz  et  e  ont  un  plus  grand  commun  diviseur  d 
supérieur  à  i ,  on  se  trouvera  ramené  au  point  de  départ 

après  avoir  rencontré  -  termes,  et  l'ordre  de  la  fonc- 

tion  B^z  sera  égal  a  --• 

La  fonction  0~^  z,  définie  par  la  congruence  (8),  sera 
dite  Vin^erse  de  Qz\  on  peut  obtenir  immédiatement  sa 
valeur;  car,  si  l'on  remplace  z  par  B~^z  dans  la  con- 
gruence (i),  il  vient 


ee-i aB-^z-^b 

00    ^-2_^,^_^^_^^,, 

d'où 

(10) 

—  b'z-hb 

0-1 2^        , 

a  z  —  a 

en  sorte  que  les  fonctions  6zet6   *  z  se  déduisent  l'une 
de  l'autre  en  changeant  a  et  b'  en  — b'  et  — a. 

467.  Soit,  comme  précédemment, 

az  -A-  b 

Oz=z-- -, 

a  z  -^  b' 

et  posons  en  outre 


(^0 


O'f'z 


-i-b, 


a„,z  4-  b 


I   ^ 
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si  Ton  fait,  pour  abréger,  comme  au  n^  461, 

(12)  2^  =  sj[a  -f-  b'  Y  —  i[ab'  —  ba'), 

V„^=  [a-hb'  +  2^)'"+  [a-\-b'—  ut)' 
-  h' -\-9.t)''' —  (a-u  b' —  ot)' 


l    Qm  = 


1t 


on  aura  les  équations  déjà  considérées 

i4)    ; 

et  qui  sont  comprises  dans  les  formules 

(,5)     «,,,  +  i;,,^:^»,    "j:Lzl!i^b^^'L^^. 

2  a  —  b  b  a  1"^ 

Désignons  par  A  le  déterminant  ab' — ba'  de  la  fonc- 
tion Qz  et  par  A;„  celui  de  Q"^z\  posons  en  outre 


(16)  2/,„  =  sj[a,^  +  ll^^r  —  4  («,„  b\^—  b,^a^)  ; 
on  aura,  par  les  formules  (i4)  ou  (i5), 

(17)  ^^9-,        A,,.=:A-. 

On  voit  que,  dans  le  passage  de  la  fonction  ^z  à  sa 
^^ième  puissance  Ô'^^z,  les  rapports  des  quantités  a  —  b\ 
Z»,  a! ^  t  à  l'une  d'elles  restent  invariables  et  que  le  déter- 
minant se  trouve  remplacé  par  sa  m^^"^^  puissance  ;  cette 
dernière  propriété  résulte  d'ailleurs  de  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut. 

Les  formules  (i4)  montrent  que  ^^ z  ne  peut  jamais 
être  une  fonction  entière  autre  que  ^,  à  moins  que  Qz 
ne  soit  elle-même  entière  ;  car,  si  d  n'est  pas  nul,  a'^^  ne 
peut  s'évanouir  que  dans  le  cas  où  l'on  a  Q,;,  ==  o,  et 
alors  on  a  ^^=1=  o  et  a,,,  ~^-  b'.„. 
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Pour  satisfaire  à  la  congTuence  (6),  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 

(i8)  Qnr^o     (mod. /?); 

mais,  pour  que  n  soit  effectivement  l'ordre  de  la  fonc- 
tion dz,  il  faut  en  outre  que  pour  toute  valeur  de  m  infé- 
rieure à  72  la  quantité  Q,«  soit  différente  de  zéro  ;  nous  fai- 
sons ici  abstraction  du  cas  où  6z  est  du  premier  ordre, 
c'est-à-dire  du  cas  où  9z  se  réduit  à  z. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  les  fonctions  linéaires 
6z  au  point  de  vue  de  leur  ordre.  Il  convient  dans  cette 
recherche  de  distinguer  trois  cas,  suivant  que  la  quan- 
tité t^  est  congrue  à  zéro  suivant  le  module  p,  résidu 
quadratique  de  ce  module,  ou  non-résidu  quadratique. 

468.  Examinons  d'abord  le  premier  cas  où  la  quan- 
tité t^  est  congrue  à  zéro  suivant  le  module  p;  la  con- 
gruence  (i8)  devient  alors 

2«(fl -f- 6' )"— ^E_— o     (mod./>). 

On  ne  peut  pas  avoir  a-^-b'-iE^o  (mod.  ^),  car  autre- 
ment la  condition  Iee^o  [vaoà.  p)  se  réduirait  à 

ab'  —  ha  Emo      (mod./?); 

le  déterminant  de  9  sr  serait  nul  et  cette  fonction  se  rédui- 
rait aune  constante.  La  congruence  (i8)  ne  peut  donc 
avoir  lieu  que  si  n  est  un  multiple  de  p^  et  par  consé- 
quent, dans  le  cas  qui  nous  occupe,  l'ordre  de  la  fonc- 
tion linéaire  9z  est  toujours  égal  au  module  p.  La  con- 
dition ïiEiso  (mod.  p)  donne 

a -I- ^' Eirs  2  y  A      (mod./>); 

d'où  il  suit  que  le  déterminant  A  est  résidu  quadratique 
de  /?,  et,  par  conséquent,  la  fonction  Bz  appartient  au 
premier  genre. 

S.  —  yili('  Slip.,  II.  24 
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On  obtiendra  toutes  les  fonctions  linéaires  d'ordre  p 
en  prenant  tous  les  systèmes  de  solutions  distinctes  des 
deux  congruences 

si  l'on  veut  d'abord  les  fonctions  entières,  on  posera 
a'=:^o,  b':=ï,  ce  qui  donnera  a--/l=:i;  on  aura 
donc  les  p —  i  fonctions  d'ordre  p 

(19)  6z  =  z-^,~b, 

en  prenant  pour  Z>  les  valeurs  successives  i,  2,  ...,  p — i. 
Pour  avoir  les  fonctions  fractionnaires,  nous  ferons 
a'  =  1  et  nous  poserons 

a  —  b'^o-g, 
ce  qui  donnera 

az=:s/A-hg,       b'  z-zr.  s^ll  —  g,       b=z—g\ 

en  sorte  que  l'expression  des  fonctions  fractionnaires 
d'ordre  p  sera 

(20)  Bz^'^ ^ \  ^g-V-  v/A-  -— -    "— • 

z-^[s!^-g)  z  +  ^i^-g 

On  peut  attribuer  à  la  quantité  g  les  p  valeurs 
G,    I,  2,    .  .  .  ,  /^  — I, 

et  à  la  quantité  yÂ  les  mêmes  valeurs,  zéro  excepté; 
on  obtiendra  ainsi  p[p  —  i)  fonctions  fractionnaires.  Il 
suit  de  là  que  le  nombre  total  N^  des  fonctions  linéaires 
d'ordre  p  est 

(21)  N^r..(/.H.-l)    [p-l]. 

Comme  tout  nombre  inférieur  à  p  est  premier  avec  ce 
nombre,  toutes  les  puissances  d'une  fonction  linéaire 
d'ordre  p  sont  aussi  de  cet  ordre;  il  en  résulte  que  les 
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Np  fonctions  dont  nous  venons  d'établir  l'existence  for- 
ment/^-f-i  groupes  renfermant  chacun  p  —  i  fonctions 
qui  sont  les  puissances  de  l'une  quelconque  d'entre  elles. 
Les  p  —  I  fonctions  comprises  dans  la  formule  (19)  con- 
stituent évidemment  l'un  de  ces  groupes,  et  l'on  obtien- 
dra les  p  autres  groupes  par  la  formule  (20)  en  associant 
successivement  chacune  des/? valeurs  de  ^  avec  le  système 
des  p — I  valeurs  de  y  A.  Effectivement,  si  l'on  forme, 
en  se  servant  des  formules  (i4)  ou(i5),  la  puissance 
^^ièine  jg  \^  fonction  Qz  donnée  par  l'équation  (20),  on 
trouve 

/i     -  \ 

(  22  )  e'«  Z  =r '- , 

expression  qui  se  déduit  de  celle  àe  Qz  par  le  seul  chan- 
gement de  y/ A  en  —  y  û . 

469.  Lorsque  la  quantité  t-  est  différente  de  zéro,  la 
congruence  (18),  savoir 

(23)  [a-^-b'  -^it]"^:^[a-i- b' —  itY      (mod./?), 
peut  être  mise  sous  la  forme 

(24)  a -i- b' -^- 2t^i[a -\- h'  —  2.t)      [mod.p), 
en  désignant  par  i  une  racine  de  la  congruence 

(25)  /'^  EHIE  I         (iTKkI.  p). 

En  outre,  pour  que  7i  soit  effectivement  l'ordre  de  la 
fonction  9z,  il  est  nécessaire  que  i  soit  une  racine  primi- 
tive de  la  congruence  précédente. 

Si,  dans  la  congruence  (24),  on  substitue  à  ï  sa  valeur 
tirée  de  la  formule  (12),  puis  qu'on  fasse  disparaître,  par 

24. 
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l'élévation  au  carrré,  le  radical  introduit,  il  viendra 

(•26  ^^71 r-7-^ ,.—         mod.p    ; 

^       '  ab   —  ba  i 

telle  est  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  con- 
stantes a,  b,  a!,  h',  pour  que  le  nombre  n  soit  l'ordre  de 
la  fonction  Oz^  dans  l'hypothèse  où  t  est  différent  de 
zéro.  Si  l'on  pose 


07 


a—b'  r_-  ig^ 


on  pourra,  au  mojen  des  fornuiles  (12),  (24)  et  (  27), 
exprimer  les  quantités  a,  h\  ha'  et  le  déterminant  A  en 
fonction  des  quantités  g-,  t,  i;  on  trouve  ainsi 


i  -4-  I 


b'  =--  '-^—  t 


(28^  ^  '-' 

ba'  —  t^—  ^ 


Ces  formules  serviront  à  construire  les  fonctions  linéaires 
que  nous  considérons  ;  on  pourrafaire  a'  =^  i  quand  cette 
quantité  a' ne  sera  pas  nulle.  Il  est  aisé  de  former  aussi 
la  puissance  /tz'^""*  de  Oz,  savoir 

on  trouve,  en  faisant  usage  des  formules  (i4)  ou  (i5)  et 
en  supprimant  un  facteur  commun,  ce  qu'il  est  permis 
de  faire, 

(20)    a,,-^b\^r-^'it\^~,  a,,~y,,-zrM---b' ,  à„,^a',   b,„-=rr.b'. 
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en  sorte  qu'on  passe  de  l'expression  de  9z  à  celle  de  6"^  z 
en  remplaçant  simplement  i  par  i'"-  sans  changer  les  va- 
leurs de  g  et  de  t. 

470.   Supposons  que  la  quantité 


soit  résidu  quadratique  du  module  p.  Alors  les  quantités 
t  et  i,  respectivement  définies  par  les  formules  (  1 2)  et  (24)? 
sont  l'une  et  l'autre  réelles;  par  suite,  i  ne  peut  être  racine 
primitive  de  la  congruence  (aS)  que  dans  le  cas  où 
l'ordre  7i  de  la  fonction  6z  est  égal  k  p  —  i  ou  à  un  di- 
viseur de  p  —  I.  Les  fonctions  linéaires  qui  répondent  à 
une  racine  primitive  î  de  la  congruence  (20)  peuvent  être 
formées  immédiatement  au  moyen  des  formules  (28). 

Pour  avoir  en  premier  lieu  les  fonctions  entières,  on 
fera  a'  =20,  b'^r=i,  et  l'on  aura  ces  deux  solutions  : 

/  —  I  /  —  r  I 

t  =  g  =z  ,      a  --  i     et      tz=  —  g  -=z  ■ — ~ ,      azzz:  -1 

2  ^  Il  i 

qui  donneront  les  ip  fonctions  entières  iz-r-  h,  --  z-\-h 

si  l'on  attribue  à  h  les  valeurs  successives  o,  i,  2,  ..., 
p — i.  Mais  nous  considérerons  seulement  les  p  fonctions 
fournies  par  la  première  formule 

(  3o  )  iz  -h  h 

comme  appartenant  à  la  racine  i  ;  les  p  autres  seront  rela- 


tives à  la  racine  primitive  -  si  7z  est  ^  2,  et,  dans  le  cas 

particulier  de  n=^i,  elles  coïncideront  avec  celles  de  la 
formule  (3o). 

Pour  avoir  en  second  lieu  les  fonctions  fractionnaires. 
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on  fera  a'  =  i  dans  les  formules  (  28  )  et  l'on  aura 


a  --  ^     -  t-\-  s:,      b  -jr.t- 

3i)         l 


I  -^-i  4  jt 


b'=:.~^^-t-g,        A  = 


/;  /V2 


le  changement  de  ?  en  — t  dans  les  formules  (3i)  équi- 
vaut au  changement  de  i  en-;  donc,  lorsqu'on  doit  em- 
ployer successivement  toutes  les  racines  i,   on  peut  se 

borner  à  donner  à  t  toutes  les valeurs 

2 

p  ~  I 

■'  =*'  ■■■'~^- 

Quant  à  la  quantité  g,  elle  peut  recevoir  les  p  valeurs 

o,    1,2,      .  .  ,  /?  —I. 
On  obtiendra  de  la  sorte,  au  moyen  des  formules  (3i), 

p(p  l]      ^  .  p  .  .  1         •  ^      1  •  . 

— ^ '  lonctions  iractionnaires  relatives  a  la  racine  i, 

ce  qui,  avec  les  p  fonctions  entières,  donnera  un  total  de 

-  (p-\~^)p  fonctions  linéaires.  Et  cela  aura  lieu  encore 

dans  le  cas  de  tz  =  2,  bien  qu'alors  la  congruence  (sS) 
n'ait  que  la  seule  racine  primitive  — i,  car,  cette  racine 
étant  égale  à  son  inverse,  les  formules  (3r)  ne  change- 
ront pas  par  le  changement  de  t  en  — t. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  -  [p~^^)p  fonctions  qui 

répondent  à  une  racine  i  sont  distinctes  de  celles  qui  se 
rapportent  à  une  deuxième  racine  primitive,  en  sorte  que, 
si  ^{n)  désigne  le  nombre  des  racines  primitives  de  la 
congruence   (25),  il  y   aura  un  nombre    de    fonctions 
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d'ordre  n  égal  à 


2 


pour  lesquelles  la  quantité  t'^  est  résidu  quadratique  de  p. 
En  particulier,  le  nombre  des  fonctions  linéaires  d'ordre 
p  —  I  sera 

?(P  —  0  désignant  ici  le  nombre  des  racines  primitives 
pour  le  nombre  premier  p. 

Quant  au  nombre  total  des  fonctions  linéaires  pour 
lesquelles  t^  est  résidu  quadratique  de  /j>,  et  dont  l'ordre  n 
est  en  conséquence  un  diviseur  de  p  —  [,  il  sera  donné 
par  la  formule 

l'expression  \  ^('^)»  Qui  s'étend  à  tous  les  diviseurs  n 

de  p  —  I,  I  excepté,  est  égale,  comme  on  sait,  à  ^  —  2; 
on  aura  donc 


(32)  ^,^,=.-^^[p-:-i]p{p~i]. 

Ces  N^_i  fonctions  linéaires  peuvent  être  partagées 

en  -  [p  -hi)p  groupes  contenant  chacun  p — 2  fonctions, 

qui   sont   les  p — 2   puissances   d'une  fonction  linéaire 

d'ordre/?  —  i  relative  à  une  racine  primitive  donnée  de  p. 

En  effet,  il  est  évident  que  toutes  les  Np_<  fonctions 

que  nous  considérons  seront  données  par  les  formules 

(3o)  et  (3i),  en  employant  toutes  les  racines  de  la  con- 

gruence 

/^'-^  —  lEi^o     (  mod .  /?  ) , 

excepté    i  ;  et  ces  racines  ne  sont  autre  chose  que  les 
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/;  —  2  premières  puissances  d'une  racine  primitive  i.  Or, 
en  employant  cette  racine  primitive,  les  équations  (3o) 


et  (3i)  donnent-  (/?H-i)yy  fonctions  d'ordre />>  —  i;  d'ail- 


leurs les  formules  (29)  montrent  que  les  puissances  de 
ces  fonctions  se  déduisent  des  fonctions  elles-mêmes,  en 
remplaçant  la  racine  primitive  i  par  ses  puissances  ;  on 
aura  donc  toutes  les  fonctions  linéaires  que  nous  consi- 
dérons en  prenant  les  -  [  p  -i-  i) p  q^ii  répondent  à  la 

racine  primitive  donnée  /,  et  en  formant  le  groupe  des 
p  —  2  premières  puissances  de  chacune  d'elles. 

Les  formules  (3i)  montrent  que  A  et  î  sont  en  même 
temps  résidus  ou  non-résidus  quadratiques  de  p  ;  il  s'en- 
suit que  les  fonctions  dont  nous  nous  occupons  appar- 
tiendront au  premier  ou  au  deuxième  genre,  suivant  que 
la  racine  i  à  laquelle  elles  se  rapportent  sera  résidu  ou 
non-résidu  quadratique  de  p.  Or,  pour  les  fonctions 
d'ordre /? — i ,  i  est  non-résidu  ;  donc  ces  fonctions  et  leurs 
puissances  impaires  appartiennent  au  deuxième  genre, 
tandis  que  les  puissances  paires  appartiennent  au  premier 
genre.  On  voit  aussi  que,  parmi  nos  Np_<  fonctions,  il  y 
en  a 


-^[p-l-i)p(p-3) 
qui  appartiennent  au  premier  genre,  et 

^[p--''r-l)p[p—l) 

qui  appartiennent  au  deuxième  genre. 

4-71.   Examinons  maintenant  le  cas  où  la  quantité 

I  —  [ab  —  ba 

\      2      y 


?2~ 
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est  non-résidu  quadratique  du  module  p.  Alors  la  quan- 
tité t  est  imaginaire,  et  pour  que  a  et  b'  soient  réelles,  il 
faut,  par  les  formules  (28),  que  la  racine  i  soit  elle-même 
imaginaire,  ou  qu'elle  soit  égale  à  — i;  dans  ce  dernier 
cas  on  a  nécessairement  n=^i.  Je  dis  que  généralement 
le  nombre  n^  qui  marque  Tordre  delà  fonction  0z,  est 
égal  à  ^-j-i  ou  à  un  diviseur  de/7-hi.  Si  l'on  a  «  =:  2, 
la  proposition  est  évidente,  car  2  divise  ^-i- 1  ;  supposons 
donc  72^2.  Si  Ton  pose 

(33)  ilLltllL,^ a (^- -+.,), 

au  —  ba  ^  ' 

la  congruence  (26)  devient 

(  34  )  /'"  —  if^i  -'r-  lE^o     ( mod.  p ) . 

On  sait  (n"372,  théorème  III)  que  les  racines  de  la  con- 
gruence irréductible  (34)  peuvent  être  représentées  pari 
et  iP,  et,  comme  le  produit  de  ces  racines  est  congruài, 
on  a 

(35)  /^+i-=:i      (mod./?); 

i  ne  peut  donc  être  racine  primitive  de  la  congruence  (20) 
que  si  Ji  est  égal  à  yt?  -f- 1  ou  à  un  diviseur  àe  p  -\-  1. 
D'après  la  congruence  (34)?  ^^  désigne  la  demi-somme 

des  deux  racines  conjuguées  i  et  -?  et  il  en  résulte  que 


on  a 


/  +  I  ,    /fi  4-  I 


T^'-S/ 


/■  —  I 


t': 


nous  attribuerons  au  radical  qui  figure  dans  le  second 
membre  de  cette  formule  celle  de  ses  deux  valeurs  qui 
fait  partie  de  la  suite 
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la  seconde  valeur  du  radical  sera  alors  relative  à  la  ra- 
cine -  inverse  de  i.  Cela  posé,  comme  l'hypothèse  a'  =  o 

rendrait  t"^  résidu  quadratique  de/?,  le  cas  que  nous  exa- 
minons ne  comprend  pas  de  fonctions  entières  ;  on  peut 
donc  faire  a!  ==_  i  et  les  formules  (28)  donneront  alors 


36) 


-^'j^. 


'Vrïv 


b-.t^   — 


O.tr 
et         A  — 


Ces  formules  feront  connaître  les  fonctions  linéaires 
qui  répondent  à  la  racine  i  en  donnant  à  g  les  p  valeurs 

G,    I,    2,    ..  .,  /^— I, 
et  en  prenant  successivement  pour  t^  tous  les^^ non- 
résidus.    On   aura   ainsi  —p[p  —  i)  fonctions  linéaires 

d'ordre  n  relatives  à  la  racine  i,  et  il  faut  remarquer  que 
l'on  obtiendrait  en  même  temps  les  puissances  de  ces 
fonctions  en  remplaçant  la  racine  i  par  ses  diverses  puis- 
sances. On  voit  aussi  que  le  nombre  de  toutes  les  fonc- 
tions d'ordre  Ji  que  nous  considérons  est 

ç(7z)  désignant,  comme  précédemment,  le  nombre  des 
racines  primitives  de  la  congruence  (20).  Cette  conclu- 
sion s'applique  au  cas  de  72  =::=  2  ;  alors  on  n'a  que  la 
seule  racine  primitive  i=  — i  qui  donne  aussi  h  =^  — i . 

Les  formules  (36)  font  ainsi  connaître  ~  p{p  —  i)  ou 
-p[p  —  i)  9(2)  fonctions  linéaires  du  deuxième  ordre 


SECTION    IV.    CHAPITRE    IV.  t'J^ 

pour  lesquelles  Z^  est  non-résidu  quadratique  de  p.  Si 
l'on  suppose  n^=:.p  -\-  i^  on  obtient  l'expression 


'      '  \.J 


p(p-i)y[p-\-i) 

du  nombre  des  fonctions  linéaires  d'ordre  p  -\-  i. 

Enfin,  si  Ny,_^,  désigne  le  nombre  total  des  fonctions 
linéaires  pour  lesquelles  t'^  est  non-résidu  quadratique 
de  p,  et  dont  l'ordre  est  en  conséquence  un  diviseur 
de  /?  -+-  I ,  on  aura 


^p^,^-^p[p-i]2^f[n]', 


or  l'expression  \  ^{^^)y  ^^i  s'étend  à  tous  les  diviseurs 
des  p  -+-  i  autres  que  i ,  est  égal  à  p  ;  donc 


(37)  ^p.^=-r[p-')- 


Ces  N^+i  fonctions  linéaires  peuvent  être  partagées  en 

-p{p  —  i)  groupes  contenant  chacun  p  fonctions,  qui 

sont  les  p  premières  puissances  d'une  fonction  linéaire 
d'ordre  p  -}-  i ,  relative  à  une  racine  primitive  donnée 
de  p. 

En  effet,  lesN^_^i  fonctions  dont  il  s'agit  seront  données 
par  les  formules  (36)  en  employant  toutes  les  racines  de 
la  congruence  (35) ,  excepté  i ,  et  ces  racines  ne  sont  autre 
chose  que  les  p  premières  puissances  d'une  racine  pri- 
mitive i.  Or,  en  employant  cette  racine  primitive,  les 


formules  (36)  donneront  -  p[p — i)  fonctions  linéaires 

d'ordre  p  -{-i;  d'ailleurs  les  puissances  de  ces  fonctions 
se  déduisent  des  fonctions  elles-mêmes  en  remplaçant  la 
racine  primitive  ipar  ses  puissances  ;  on  aura  donc  toutes 
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les  fonctions  linéaires  dont  nous  nous  occupons  en  pre- 
nant parmi  ces  fonctions  tes  -  p{p  —  i)  qui  répondent 

à  la  racine  z,  et  en  formant  le  groupe  des  p  premières 
puissances  de  chacune  d'elles. 

Les  formules  (36)    montrent  que  les  quantités  A  et 

/-  -4-  I 

sont  toutes  deux  résidus   quadratiques  de  p,  ou 

toutes  deux  non-résidus;  je  dis  que  ces  quantités  sont 
résidus  ou  non-résidus,  suivant  que  l'ordre  n  de  la  fonc- 
tion Oz  divise  ou  ne  divise  pas  ^— —  •  On  a  en  effet,  par 
la  congruence  (34), 


et,  en  élevant  à  la  puissance 

\       2 


4' 

p  —  i 


—  ? 

2 


i    '^  i    -^    (i 

iP+'^  -4-  ;•      _      I 


(mod.  p); 


mais  on  a 


i    '^    -:^r.-\~\      ou     ;    a    5HE — i      (mod./?), 

suivant  que  n  divise  ou  ne  divise  pas  — — -,  on  aura  donc, 
dans  les  mêmes  hypothèses, 

I' 

V 


-—j        =-f-i     ou      (--y-)        ^-i      (mod./?j, 
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c'est-à-dire 

A    2    EE^-j-i      OU     A    2    :— :_!      (mod. /?). 

Il  résulte  de  là  que  les  fonctions  linéaires  d'ordre  p  -h  i 
appartiennent  au  deuxième  genre,  ainsi  que  leurs  puis- 
sances impaires  ;  au  contraire,  les  puissances  paires  appar- 
tiennent au  premier  genre.  Donc,  parmi  nos  fonctions 
dont  le  nombre  est  Ny;_^j,  il  y  en  a 

qui  appartiennent  au  premier  genre,  et 

qui  sont  du  deuxième  genre. 

472.  Si  l'on  ajoute  l'unité  et  les  trois  nombres  ]N^, 
N^_î ,  Np^_i ,  on  doit  retrouver  le  nombre  N  de  toutes  les 
fonctions  linéaires  prises  suivant  le  module  p  ;  on  vérifie 
effectivement,  au  moyen  des  formules  (4)?  (21),  (32)  et 
(37),  que  l'on  a  bien 

N  z=z  I  -i-  N^  -h  ]N,,_i  H-  N;,+i  ; 

si  l'on  désigne  en  outre  par  G  le  nombre  des  groupes 
distincts  qui  sont  formés  par  les  puissances  d'une  fonc- 
tion linéaire  d'ordre  p,  p  —  i  ou  pH-i,  il  est  aisé  de 
s'assurer  que  l'on  a 

Il  convient  de  remarquer  les  fonctions  du  deuxième 
ordre  qui  se  distribuent  dans  les  deux  genres  que  nous 
avons  distingués.  Les  unes  sont  les  puissances  de  degré 

des   fonctions    d'ordre   p—  i,    leur   nombre    est 
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-  /?(^  -h  i),  et  elles  appartiennent  au  premier  genre  ou 

au  deuxième  genre  suivant  que est  pair  ou  impair, 

c'est-à-dire  suivant  que  /;  a  la  forme  4<7  -f- 1  ou  la  forme 
4^-1-3.  Les  autres  sont  les  puissances  du  degré  ^^ — — - 

des  fonctions  d'ordre  p-f- 1;  leur  nombre  est  -  p[p  —  i), 

et  elles  appartiennent  au  premier  ou  au  deuxième  genre 

/?  -i- 1  .  .         .       ,        ,    ,. 

suivant  que est  pair  ou  impair,  c  est-a-ciire  suivant 

que  /?  a  la  forme  4  </  -f-  3  ou  la  forme  4  </  -H  i .  On  voit  que 
le  nombre  total  des  fonctions  du  deuxième  ordre  est  égal 
à  yo^.  Dans  ce  cas  de  w  =:  a,  où  l'on  a  i  ==  —  i,  la  con- 
gruence  (26)  se  réduit  k  a -+-  h' ^e^  o  (mod.  /?)  ;  il  en  ré- 
sulte que  l'expression  générale  des  fonctions  du  deuxième 

ordre  est 

az  -~  h 

ez=:—— — ; 
a  z  —  a 

on  arrive  au  même  résultat  au  moyen  de  la  formule  (10), 
puisqu'une  fonction  du  deuxième  ordre  est  égale  à  son 
inverse. 

473.  On  voit,  par  les  développements  qui  précèdent, 
que,  pour  former  les  différents  groupes  qui  contiennent 
les  puissances  d'une  même  fonction  linéaire  pour  le  mo- 
dule premier  p,  il  suffira  de  connaître  une  racine  pri- 
mitive de  chacune  des  congruences 

iP-^E^i^     iP-^^^iEnj      [moà.p). 

Les  racines  de  la  première  ne  sont  autres  que  les  racines 
primitives  du  nombre  premier  p,  et  l'on  a  vu  au  n"  372 
comment  on  peut  obtenir  les  racines  primitives  de  la 
deuxième  congruence.  Veut-on,  par  exemple,  former  les 
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fonctions  linéaires  d'ordre  p -\- i  pour  les  modules  o,  7, 
1 1 ,  il  suffira  de  trouver  une  valeur  de  h  pour  chacun  de 
ces  modules.  Or  les  racines  primitives  i  sont  données, 
pour  ces  différents  cas,  par  les  congruences 


^, H-:,- ^o      (mod.  5), 

r —  I    U  —  I 


ou 


^rr^TQ      (mod.  7], 

/■'•  —  I  ^  '  ^ 

.    (7-_:7)-(7r-7)^°    (mod.,.). 

/5  —  /_)_,:.-;  o     (niod.  5), 

r  zt:  4 ^'  -^  I  =^  o      (  mod.  7  ) , 
/■-  'àz  6 /  -h  I  ES  o     (  mod.  Il); 

on  a  donc  k=:2.  pour  le  module  5,  k=  ziz  2  pour  le  mo- 
dule y,  ei  k  :^-^dz3  pour  le  module  1 1 . 

Des  fonctions  analytiques  propres   à   représenter  les 
substitutions. 

4!là.  Dans  la  plupart  des  cas  où  l'on  a  à  considérer 
les  substitutions  de  plusieurs  quantités  données,  il  con- 
vient de  représenter  ces  quantités,  comme  nous  avons 
déjà  eu  l'occasion  de  le  faire,  par  une  même  lettre  affectée 
d'un  indice  variable  z  susceptible  de  prendre  un  nombre 
de  valeurs  distinctes,  égal  au  nombre  n  des  quantités 
données.  Alors  les  substitutions  qu'on  doit  exécuter 
portent  sur  les  indices. 

Attribuons  successivement  à  z  les  n  valeurs  dont  cet 
indice  est  susceptible,  et  supposons  qu'une  fonction 
donnée  f{z)  de  z  prenne  en  même  temps  les  mêmes  va- 
leurs, abstraction  faite  de  l'ordre  ;  on  exécutera  sur  les 
quantités  données  une  certaine  substitution  en  y  rem- 
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plaçant  chaque  indice  z  ^^dx  f[z).   Cette  substitution 
pourra  être  représentée  par 


vn 


ou  plus  simplement  par  y(^). 

Toute  substitution  peut  ainsi  être  représentée  analyti- 
quement  par  le  moj^en  d'une  fonction;  supposons,  par 
exemple,  que  les  valeurs  de  l'indice  z  soient  les  n  nom- 
bres 

o,    I,   2,    .  .  .,    [n~\], 

et  que  ces  mêmes  nombres  soient  dans  un  ordre  différent, 

«,   b^  c,    .  ,  . ,   /  ; 
si  l'on  fait,  pour  abréger, 

F(z)=.z(2-i)(z-2)...(^~«-M), 

et  qu'on  désigne  par  F'(^)  la  dérivée  de  F (2:),  la  fonc- 
tion entière 


zF'(o)         (2  —  I  )  F'(i)  [z  —  n  -+-  i)r[n  -  i) 

prendra  les  valeurs  a,  h,  c,  .  .  . ,  A,  quand  on  donnera 
à  z  les  valeurs  o,  i,  2,  .  .  . ,  [n  —  i);  en  conséquence, 
elle  sera  propre  à  représenter  une  substitution. 

475.  Lorsque  le  nombre  n  des  quantités  données  est 
égal  à  un  nombre  premier  p,  il  y  a  souvent  avantage  à 
prendre  pour  indices  un  système  de  p  nombres  entiers 
quelconques  incongrus  suivant  le  module  p,  et  à  regarder 
deux  nombres  congrus  suivant  le  module  comme  pou- 
vant indifféremment  représenter  le  même  indice.  Alors 
la  fonction  représentée  par  F (3)  au  numéro  précédent 
se  réduit  à 

F  (  z  )  2S  ZP  —  3, 
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et  l'on  a 

F'(z)^-i      [mod.p). 

En  même  temps  l'expression  des  fonctions  entièresy(z). 
propres  à  représenter  les  substitutions,  devient 

J[z]^^ '- ... ^ (mod. />, 

z  z  —  I  z — /? -+- I 

ou,  en  effectuant  les  divisions, 

f(z)^~a{zP-''  —  i]  —  b[zP-''-\-zP-^-^.     .-i-z]   \ 

—  c[zP-^-^izP-^-^.  .  .-^-iP-^z) !  [moà.p]. 

^/,.[zP-'^[p  —  i)zP-^-\-...-^r-[p-i)P-H]  ) 

Gomme  on  a 

«  4-  ^  H-  c  -f  .  .  .  -f-  X-  ^  G     (  mod.  /?  ), 

on  peut  écrire,  en  ordonnant  par  rapport  à  ^, 

f[z)=a  —  [b^lP-^c-^..    ^[p  —  i)p-^k]z 
—  [b-^iP-^c-\-..    ^-[p  —  i)p-^li]z 


(mod. /y). 

[b-hQ.c        4-.  .  .+ (p  — i)/-]2^- 

476.  Dans  un  article  qui  fait  partie  du  tome  LVII  des 
Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  M.  Her- 
mite  a  démontré  que  les  polynômes  f[z)  dont  nous 
venons  de  donner  l'expression  possèdent  une  propriété 
qui  peut  servir  à  les  caractériser.  On  a  effectivement  ce 
théorème  : 

Théorème.  —  Soient  f  (z)  une  fonction  entière  de  z, 
à  coefficients  entiers  et  du  degré  p  —  2,  et  fm[z)  la  fonc- 
tion entière  obtenue  en  rabaissant  au-dessous  de  /?,  à 
l'aide  de  la  congruence  zP^z  (mod.  p),  le  degré  de  la 
puissance  m'^"*^  du  polynôme  f  [z) .  Pour  que  la  fonction 
S.  —  Àlg.  Slip.,  II.  25 
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f[z)  soit  propre  à  représenter  une  substitution  de  p  in- 
dices incongrus  suii^ant  le  module  premier  p,  il  faut 
et  il  suffit  que,  dans  chacune  des  fonctions 

le  coefficient  de  zP~^  soit  congini  à  zéro  suivant  le  mo- 
dule p. 

En  effet,  soit 

(1)  /(2)=:rAo-hA,2  4-A2  22_|_..._|_A^_2  2P-2; 

élevons  ce  polynôme  à  la  m}^^^  puissance,  et  réduisons 
ensuite  par  le  moyen  de  la  congruence 

zP^^=z     (mod,/?); 

on  aura  un  résultat  de  la  forme 

(2)  [f{z]Y'~frn[z]^k^T^^^^r^^-^-''-^^^p'lx^''-'    (mod.p). 

Posons  en  outre 

(3)  [/(0)]"'+  [/(.)]'"  +  ... +  [/(^-l)r=::.S„; 

si  l'on  donne  à  z,  dans  la  formule  (2),  les  valeurs 

G,    I,   2,  3,    .  .  .,   [p~i), 
et  qu'on  ajoute  les  résultats,  il  viendra 

(4)  S„,E^-A^:i),      (mod./.); 

car  zP~^  est  congru  à  zéro  ou  à  i,  suivant  que  z  est  nul 
ou  différent  de  zéro,  et  la  somme  i^-^-  2'*-]-...  h  (/?  —  lY 
est  congrue  à  zéro  si  fx  est  inférieur  k  p  —  i . 

Gela  posé,  supposons  que/(z)  soit  propre  à  repré- 
senter une  substitution.  Alors  la  formule  (3)  se  réduit  à 

0^"+  l'-'^-i-  2'«  +  .  .  .  -f-  [p  —  i)^«^-  S„,     (mod.  p), 
et  par  suite  S^^  est  congrue  à  zéro  suivant  le  module  p, 


SECTION    IV.  CHAPITRE    IV.  887 

pour  toutes  les  valeurs  de  m  inférieures  h.  p  —  i  ;  on  a 
donc,  par  la  formule  (4), 

(5)  A^^Jli— G     (mod. /?). 

En  second  lieu,  supposons  la  fonctiony(z)  telle,  que  la 
congruence  (5)  ait  lieu  pour  les  valeurs  2,  3,  .  .  ,  (/? — 2) 
de  m.  On  aura  par  la  formule  (4) 

S^-Eso     (mod./?), 

pour  les  mêmes  valeurs  de  m  ;  cette  congruence  subsistera 
aussi  pour  7n=  i,  d'après  la  formule  (i),  et  pour  m-^zp^ 
puisque  zP~=z  quel  que  soit  z.  On  voit  alors,  en  se  re- 
portant aux  formules  de  Newton,  que  la  congruence 

[Z  -/(o)]  [Z  -/{!)]..  .[Z  -/(/.  -^)■\^o     (mod.  p) 

a  la  forme 

Z^— aZ^o      (mod./>), 

ou  même  la  forme 

Z^^  —  Z  Ess  o     (  mod.  p  )  ; 

effectivement,  toute  valeur  de  a  autre  que  i  ou  zéro  ne 
laisserait  subsister  qu'une  seule  racine  réelle  Z  qui 
serait  égale  à  zéro  ;  la  valeur  a  =  o  donnerait  p  racines 
nulles,  ce  qui  est  inadmissible,  car  la  congruence 

f[z)-^o     (mod./;), 

étant  du  degré/? — 2,  ne  peut  avoir  plus  de/7 — 2  racines. 
Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  donne  à  z  les  valeurs 

o,    i,   2,    .    .,   (/?  — i), 

la  fonction  y (^)  prend  successivement  les  mêmes  va- 
leurs, abstraction  faite  de  l'ordre;  elle  est  donc  propre 
à  représenter  une  substitution. 
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477.  Si  la  fonction  entière /"(z)  représente  une  sub- 
stitution de  p  indices  incongrus  suivant  le  module  pre- 
mier p,  il  est  évident  que  la  fonction 

représentera  aussi  une  substitution.  Or  on  peut  disposer 
de  l'indéterminée  a,  de  manière  à  réduire  à  l'unité  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  z\  l'indéter- 
minée ê  permet  ensuite  de  faire  disparaître  la  puissance 
de  z  immédiatement  inférieure  ;  enfin  on  peut  disposer 
de  y  de  manière  à  faire  évanouir  le  terme  indépendant 
de  z.  La  fonction  Bz  aura  alors  la  forme 

B  z  r=  a^  z  -{-  a,^  z^  -[-  .  .  .  -f-  «v— 2  2""^  -j-  3", 

V  étant  égal  ou  inférieur  à  /?  —  2. 

M.  Hermite  a  donné  aux  substitutions  de  la  forme  Bz 
le  nom  de  substitutions  réduites;  il  est  clair  que  ces  sub- 
stitutions en  fourniront  d'autres  plus  générales,  y(^), 
au  moyen  de  la  formule 

OÙ  a,  ^,  y  désignent  des  indéterminées.  Il  faut  remar- 
quer que  les  substitutions  réduites  ne  déplacent  pas  l'in- 
dice zéro. 

Le  théorème  du  n°  476  prend  une  forme  plus  simple 
quand  on  l'applique  aux  fonctions  réduites.  Effective- 
ment, si  l'on  élève  la  fonction  Bz  à  la  puissance  de  de- 
gré 777,  et  qu'on  réduise  au  moyen  de  la  congruence 
zP^z  (mod.  p)y  on  n'introduira  aucun  terme  indépen- 
dant de  z;  si  donc  on  remplace  ensuite  zP~^  par  i,  le 
coefficient  de  zP~^  deviendra  le  terme  indépendant  de  z. 
On  peut  alors  énoncer  comme  il  suit  le  théorème  établi 
plus  haut  : 

Pour  que  la  fonction  réduite  Bz  puisse  représenter 
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une  substitution,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  élevant  Bz 
aux  puissances  2,  3,  .  .  .,  [p  —  2),  et  en  réduisant  les 
résultats  par  la  congj'uence  zP~^^  i  (mod.  p),  les  termes 
indépendants  de  z  soient  congrus  à  zéro. 

Les  fonctions  réduites  Bz  sont  encore  susceptibles 
d'une  réduction  ultérieure,  car,  si  l'on  pose 

on  pourra  disposer  de  Findéterminée  a  de  manière  à  ré- 
duire à  l'unité  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  z,  dans  ®[z),  et  il  restera  une  indéterminée  a  dont 
on  pourra  disposer  à  volonté.  Ces  considérations  trou- 
veront plus  loin  leur  application. 

478.  Lorsque  le  nombre  n  des  quantités  données  est 
égal  à  une  puissance  p'  d'un  nombre  premier,  on  peut 
choisir  pour  indices,  avec  Galois,  les  p'  valeurs  que  peut 
prendre  l'expression 

«0  -h  «1  ;■  -t-  «2  i^  -f-    .  .  -h  «v-1  «"""S 

dans  laquelle  i  désigne  une  racine  d'une  congruence 
irréductible 

F(x)  ^o     (mod.  p) 

du  degré  v.  Si  la  fonction  irréductible  F(^)  appartient 
à  l'exposant  // — i,  i  sera  une  racine  primitive  pour  la 
congruence 

xt^'—^ — 1^2=  o     (mod./?) 

et  les  indices  autres  que  zéro  seront  représentés  par  les 
puissances 

/,  P,    .  .  .,  iP"-K 

Enfin,  lorsque  le  nombre  n  est  un  nombre  composé, 
n  z=  p'qi'-r^ ,  .  . , 
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p,  q,  r,  ...  étant  des  nombres  premiers,  et  v,  /ut,  A,  ... 
des  exposants  quelconques,  il  peut  être  avantageux  de 
représenter  les  quantités  données  par  une  même  lettre 
affectée  de  plusieurs  indices  a,  G,  y,  .  .  . ,  en  nombre  égal 
à  celui  des  nombres  premiers  p,  q^r,  .  .  . ,  et  de  prendre 
pour  valeurs  des  indices  les  fonctions  entières  composées 
respectivement  avec  une  racine  des  congruences 


F. 

(x)^ 

EO 

(mod. 

/>). 

F, 

(x)h. 

=  0 

(mod. 

î). 

Fs 

(-)- 

E  0 

(mod. 

'■). 

F<  (x),  F2  (a:),  F3  (x),  .  .  .  désignant  des  fonctions  en- 
tières des  degrés  v,  p.,  A,  .  .  . ,  irréductibles  relativement 
à  leurs  modules  respectifs  /?,</,/',  .... 

Des  substitutions  rationnelles  et  linéaires. 

479.  Les  fonctions  entières  et  linéaires  az-\-bj  prises 
suivant  le  module  premier  p,  donnent  des  substitutions 
des  p  indices 

o,    I,  2,    [p  —  ^]' 

Le  nombre  total  de  ces  substitutions  est  p[p  —  i),  et  il 
est  évident  qu'elles  forment  un  système  conjugué. 
Les  fonctions  rationnelles  de  la  forme 


az-\-h 

Bz~ -, 


prises  suivant  le  module  premier  p,  peuvent  être  em- 
ployées pour  représenter  des  substitutions  àep-]-i  in- 
dices; les  valeurs  qu'il  faut  attribuer  à  ces  indices  sont 

alors 

o,     I,    2,    .  .  .,    (p  —  l),    co, 
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et  l'on  doit  toujours  regarder  deux  nombres  congrus  sui- 
vant le  module  p  comme  pouvant  représenter  le  même 
indice.  La  substitution  de  l'infini  à  z  se  fait  d'après  les 
règles  de  l'Algèbre  ordinaire,  et  lorsque,  pour  une  valeur 
particulière  de  i;,  le  dénominateur  Qz  est  congru  à  zéro, 
la  fonction  prend  la  valeur  de  oo  .  C'est  là  une  conven- 
tion qu'on  est  libre  de  faire,  attendu  qu'elle  n'est  en 
contradiction  avec  aucun  des  principes  fondamentaux 
de  la  théorie  des  congruences. 

En  résolvant  la  formule  (i)  par  rapport  à  z,  il  vient 

h  —  b'Qz 
a  Qz —  a 

cette  formule  montre  qu'il  n'existe  qu'une  seule  valeur 
de  z  propre  à  faire  acquérir  kOz  une  valeur  donnée,  ce 
qui  est  nécessaire  pour  que  Qz  puisse  représenter  une 
substitution. 
La  congruence 

(2)  BzEE^z     [moà.  p] 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

(3)  a'z^-[a-b')z—bE^o     (mod./?), 

OU 

[ia'z  —  [a~b']J~^[a-^.-b'Y-^\ab'~ba')    (moà.  p). 

Elle  n'aura  aucune  racine  réelle  si  la  quantité 

(4)  [a-y-b'Y-^[ab'-ba') 

est  non-résidu  quadratique  relativement  à  p\  alors,  la 
congruence  (2)  ne  pouvant  subsister  pour  aucune  valeur 
de  z,  la  substitution  Qz  déplace  tous  les  indices.  Si  la 
quantité  (4)  est  congrue  à  zéro,  la  congruence  (2)  ou  (3) 
a  deux  racines  réelles  et  égales;  par  conséquent,  la  sub- 
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stitution  9z  déplace  p  indices.  Enfin,  si  l'expression  (4) 
est  résidu  quadratique  de  p,  la  congruence  (2)  a  deux 
racines  réelles  et  inégales;  en  conséquence,  la  substitu- 
tion 9z  ne  déplace  que  p  —  1  indices. 

480.  Désignons  par  n  l'ordre  de  la  fonction  linéaire 
6z,  et  considérons  la  suite 

z,   Qz,    Q^z,    .  .  .,   ô«-»2. 

Si  la  congruence  Qzee=z  (mod.  p)  a  une  racine  réelle 
Zq,  les  termes  de  la  suite  précédente  se  réduiront  tous 
à  Zq  pour  z=zZq\  mais,  pour  toute  autre  valeur  2^^  de  z, 
aucun  de  ces  termes  ne  se  réduira  à  Zq.  Laissant  de  côté 
ces  valeurs  Zq  s'il  en  existe,  je  dis  que  les  termes  de  la 
suite  précédente  auront  toujours  des  valeurs  distinctes; 
car  si  l'on  avait,  par  exemple, 

gi.+v^^  ^  gi.^^     (mod./?), 

en  posant 

il  en  résulterait 

B''z^i-:^Z2     (mod./?); 

ce  qui  est  impossible,  car,  v  étant  inférieur  à  «,  on  ne 
peut  avoir  identiquement 

B''z^:^z      (mod./?); 

d'ailleurs,  par  les  formules  du  n°  467,  la  précédente 
congruence  n'est  autre  chose  que 

BzziEiz     (mod.  /?), 

et,  en  conséquence,  elle  n'admet  pas  la  racine  z^. 

On  peut  conclure  de  là  que  la  fonction  linéaire  Qz  re- 
présente une  substitution  d'ordre  zz,  et,  d'après  la  classi- 
fication que  nous  avons  établie,  on  voit  que  le  système 
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des  substitutions  linéaires  ne  comprend  que  des  substi- 
tutions circulaires,  dont  l'ordre  est  l'un  des  nombres 
p-\-i,  p,  p  —  I  avec  les  puissances  des  mêmes  substi- 
tutions. 

Le  nombre  total  des  substitutions  linéaires  est 
[p  -\-i)p[p — -i),  et  parmi  ces  substitutions  il  y  en  a 

[p  -\- 1] pip  —  I )   ,        ,      ,  ,  .  ,  .  I  , 

li i_jjL — - — L  dont  le  déterminant  est  résidu  quadra- 

2  ^ 

tique  du  module.  De  là  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  V ensemble  de  toutes  les  substitutions 
linéaires,  relatives  à  un  module  premier  p,  constitue 
un  sjstème  conjugué  trois  fois  transitif  d'ordre 
{p  -r-i)p{p  —  i)-  ^n  outre,  les  substitutions  linéaires 
dont  le  déterminant  est  résidu  quadratique  forment 
un    sjstème    conjugué    deux  fois    transitif  d'ordre 

^{p-^i)p(p  —  i). 

Effectivement,  le  premier  de  ces  systèmes  renferme  des 
substitutions  circulaires  d'ordre  p  -{- 1 ,  d'ordre  p  et 
d'ordre  p —  i .  Quant  au  second  système,  il  renferme  des 
substitutions  circulaires  d'ordre  p  avec  des  substitutions 

régulières  d'ordre  ?  et  parmi  ces  dernières  on  en 

peut  toujours  trouver  une  qui  remplace  un  indice  donné 
Zo  par  un  autre  indice  donné  Zi. 

Dans  le  cas  de  ^  =  5,  on  retrouve  immédiatement  le 
système  triplement  transitif  de  substitutions  de  six  lettres 
dont  nous  nous  sommes  occupé  au  n*"  452. 

Dé  quelques  propriétés  des  substitutions  linéaires. 

481.  Théorème  I.  —  Si  Ez  désigne  généralement 
les  p[p  —  i)  substitutions  linéaires  et  entières,  relati- 
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vement  au  module  p,  et  que  rs^z  soit  une  fonction 
linéaire  quelconque  donnée,  les  substitutions  de  la 
forme  ^~Œ^z  formeront  un  système  conjugué  d'or- 
dre p[p  —  i)  qui  ne  déplaceront  pas  V indice  z  pour 
lequel  la  fojuction  (pz  est  infinie. 

En  effet,  en  premier  lieu,  les  substitutions  cp^Œcp^r 
forment  un  système  conjugué  semblable  à  celui  des  sub- 
stitutions E^  (n°  427).  En  second  lieu,  soit  ^o  l'indice 
que  les  substitutions  9~^E(pz  laissent  immobile;  on  aura 

f-^Y^^Z(^^.2Zç^     (mod./>), 
d'où 

EajSo==ij>2o     (mod./?). 

Il  résulte  de  là  que  les  substitutions  Es  ne  déplacent 
pas  l'indice  ©^o'î  on  a  donc 

Corollaire  I.  —  //  exiHe  p  -i-  i  systèmes  conjugués 
d'ordre  pi^p  —  i)  dont  chacun  est  composé  de  substitu- 
tions linéaires  qui  toutes  laissent  immobile  un  même 
indice. 

Corollaire  II.  —  Chaque  système  d'ordre  p[p  —  i) 
s'obtient  en  jnultipliant  l'un  par  l'autre  les  systèmes 
formés  respectivement  par  les  puissances  de  deux  substi- 
tutions linéaires  qui  ne  déplacent  pas  un  même  indice  Zq, 
et  qui  sont  l'une  d'ordre  p,  l'autre  de  l'ordre  p  —  i . 

Car  soient 

z,   6z,   Q^z,    .  .  .,   6P-^z,   OP-^z, 

2,     fZ,     fz,         .  .,     y/'-^S 

les  systèmes  formés  par  les  puissances  des  substitutions 
0 z  et  (p z  des  ordres  respectifs  p  eip  —  i ,  qui  ne  déplacent 
pas  un  indice  Zq.  Le  nombre  des  produits  (fQ^z  étant 
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p[p —  i),  il  suffît  de  montrer  que  ces  produits  sont  dis- 
tincts. Or,  si  l'on  avait 

on  en  conclurait 

ce  qui  exige  que  l'on  ait  f/=  |ut,  v'  ==  v,  puisque  la  sub- 
stitution cpz  d'ordre  p  —  i  laisse  deux  indices  immo- 
biles, tandis  que  ôz  déplace  p  indices.  Notre  proposition 
est  donc  établie. 

GouoLLAiRE  m.  —  Le  système  des  [p  -h  i) p{p  —  i) 
substitutions  linéaires  s'obtient  en  multipliant  l'un  des 
systèmes  d'ordre  p[p  —  i  ) ,  dont  les  substitutions  laissent 
un  indice  immobile ^  par  le  système  des  puissances  d'une 
substitution  linéaire  d^ ordre  p  ~\~i. 

Soient 

et 

2,   Qz,  e^z,    .  .  .,   QPz 

les  deux  sj'slèmes  dont  il  s'agit.  Les  produits  (^^Q^ z  étant 
au  nombre  de  (p  ^  i)p{p  —  i)'  ^^  suffît  d'établir  qu'ils 
sont  distincts.  Or,  si  /x'  et  v'  ne  sont  pas  égaux  respecti- 
vement à  /x  et  V,  on  ne  peut  pas  avoir 

car  il  en  résulterait 

f~'f^'z=ze'^-^'z, 

ce  qui  est  impossible,  puisque  la  substitution  9  déplace 
un  indice  que  les  substitutions  (p  laissent  immobile. 

482.  Théorème  II.  —  Soient  Bz  une  substitution  li- 
néaire d' ordre  p  qui  ne  déplace  pas  l'indice  Zq,  et  cpz 
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une  substitution  linéaire  quelconque.  Pour  que  l'on 
puisse  a^oir 

f-^  Bf  z  =  ^>'- z,    ■ 

il  faut  et  il  sujjfît  que  la  substitution  o^z  ne  déplace  pas 
V  indice  Zq  . 

En  effet,  la  congruence 

Ôzo^^o     (mod. /?) 
entraîne 

ô!*Zo^Zo      [mod.  ;?). 
Si  donc  on  a 

il  viendra,  pour  z  =  Zq, 

efz^^2=fZQ     (mod./?), 

et,  puisque  la  substitution  Qz  déplace  tous  les  indices  à 
l'exception  de  Zq,  on  a 

fz^:i^Zo     (mod. /?), 

ce  qui  exprime  que  la  substitution  cp^  laisse  Zq  immobile. 
Réciproquement,  si  (fz  ne  déplace  pas  Zq,  il  en  sera  de 
même  de  la  substitution  f~*9(^z;  celle-ci  est  d'ailleurs 
du  même  ordre  que  9z.  Donc  les  deux  congruences 

ôz^^z,      f—'^$<fzz^z     (mod./?) 

ont  l'une  et  l'autre  la  même  racine  unique  Zq;  il  en 
résulte,  d'après  le  mode  de  formation  des  fonctions  li- 
néaires, que  les  fonctions  (p-<  Q^s^z  et  9z  font  partie  d'un 
même  groupe  de  puissances,  et  l'on  a 

f-^Qfz  --  6^z. 

11  faut  remarquer  que  Tordre  n  de  (fz  est  égal  à  p  ou  à 
un  diviseur  de  p  —  i.  Mais,  si  le  premier  cas  a  lieu,  (^z 
n'est  autre  chose  qu'une  puissance  de  Oz. 
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Corollaire  I.  —  Une  substitution  linéaire  d^ ordre  p 
n^est  échangeable  avec  aucune  autre  substitution  li- 
néaire, si  ce  nest  a^ec  ses  puissances. 

En  effet,  si  la  substitution  Qz  est  d'ordre  p  et  que  <^z 
ne  soit  pas  une  puissance  de  Bz,  l'égalité 

(1)  Q'fZ:=.'fBz       ou       tf~'^0'fZz=:Bz 

exige,  comme  nous  venons  de  le  dire,  que  l'ordre  de  ^z 
soit  un  diviseur  de  p  —  i .  Alors  la  congruence 

(2)  (fz^^z     (mod.  p) 

a  une  racine  z^  distincte  de  Zq,  et  l'égalité  (i)  donne, 

pour  z  =^  z^j 

6zi^^fSzi     (mod./?), 

d'où  il  suit  que  la  congruence  (2)  a  la  racine  9zi .  Or  les 
racines  de  cette  congruence  sont  Zi  et  Zo=  ÔZq;  donc  il 
faudrait  que  l'on  eût 

6ziE?rz2:j      ou     Qz^^zziOz^, 

et,  par  suite,  ^<  =^  Zq,  ce  qui  n'a  pas  lieu. 

Corollaire  II.  —  Soient  Qz  une  substitution  linéaire 
d'ordre  p  et  ^z  une  substitution  linéaire  dont  l'ordre  n 
est  un  diviseur  de  p  —  i.  Si  les  substitutions  Qz  et  cdz 
laissent  immobile  umnênie  indice  Zq,  on  obtiendra  un 
système  de  substitutions  conjuguées  d'ordre  np  en  mul- 
tipliant le  système  des  puissances  de  Q  z  par  celui  des 
puissances  de  ^z.  En  outre,  ce  système  d'ordre  np  ren- 
fermera toutes  les  substitutions  linéaires  d'ordre  n  qui 
ne  déplacent  pas  l'indice  Zq. 

Il  est  évident  qu'on  obtiendra  un  système  conjugué 
d'ordre  np  en  multipliant  l'un  par  l'autre  les  deux  sys- 
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tèmes 

z,   Qz,   62 z,    .  .  .,    OP-H^ 

Z,    fZ,    Y-z,     .  .  . ,    ^'*— *3. 

En  outre,  ce  système  d'ordre  np  renferme  toutes  les 
substitutions  d'ordre  n  de  la  forme  Q~^(^9^Zy  et,  comme  i 
peut  avoir  l'une  quelconque  des  valeurs 

o,   I,  2,  3,  . ..,   (/?  — i), 

on  trouvera  p  systèmes  formés  chacun  par  les  puissances 
d'une  substitution  d'ordre  n  qui  ne  déplace  pas  l'in- 
dice Zq.  Or  il  n'existe  pas  un  plus  grand  nombre  de  tels 
systèmes  :  il  suffît  donc  d'établir  que  ceux  dont  nous  ve- 
nons de  parler  sont  distincts.  Je  dis  que  l'égalité 

est  impossible,  car,  si  elle  avait  lieu,  il  en  résulterait 

0J:^Q-JZ  -— '/z; 

mais  on  a  ^~^  0(pz  =  Q'^z,  et,  par  conséquent, 

^-1  ô^'  ^  z  —  ô:v  z,     QJ  '^zz=  r^^'f-J z  : 
on  aurait  donc 

ce  qui  exige  /:  =  i ,  p.  =  i .  Mais,  si  l'on  avait  /:x  =  i ,  les 
substitutions  Bz  et  ^z  seraient  échangeables,  ce  qui  n'a 
pas  lieu. 

483.  Théorème  III.  —  Soient  Qz  une  substitution 
linéaire  d' oindre  /7  d=  i,  et  (^z  une  substitution  linéaire 
distincte  des  puissances  de  9z.  Pour  que  l'on  puisse 
avoir 

(i)  'f-H^^z—O'^z, 

il  faut  et  il  suffit  que^z  soit  une  substitutioji  du  deuxième 
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ordre  et  que  les  racines  réelles  ou  imaginaires  Zq^  z^ 
de  la  congj^uence 

Bz^BZ     [ïtioà.  p) 
soient  telles,  que  l'on  ait 

<f>ZoEEEiZi,     fZi==szQ     [mod.p). 

Dans  le  cas  ou  l'ordre  de  6 z  est  p  —  i ,  les  racines  Zq,  z^ 
sont  réelles  et  la  dernière  condition  exprime  que  la  sub- 
stitution c^z  transpose  les  deux  indices  que  Qz  laisse 
immobiles. 

Si  l'égalité  (i)  a  lieu,  le  système  des  puissances  de 
(f~^  9'^z,  savoir 

(2)  z,   f-^dfz,  (j>-^9^fz,  ..., 
coïncide  avec  le  système 

(3)  z,   Oz,   OH,  ... 

des  puissances  de  Bz.  Chacun  des  systèmes  (2)  et  (3) 
renferme  une  substitution  du  deuxième  ordre,  et  alors 
ces  deux  substitutions  doivent  être  égales  ;  on  a  ainsi 

p±\  p±\  pd=  '■  ^drl 

(4)  f-'^0~^  (j>Zz=Q~^  z        ou        e~2~    '^ZEEEE'^6~^Z. 

Réciproquement,  si  cette  égalité  (4)  ^  lieu,  les  systèmes 
(2)  et  (3)  étant  du  même  ordre  ^  =t  i  et  ayant  une  sub- 
stitution commune,  ils  coïncident  nécessairement. 

Si  l'on  remplace  z  par  6  2    (^z,  l'égalité  (4)  devient 

0    ^     rf6    ^     (pZzr^fQP-^c^Zrrzrfz; 

0  2  Q)z  et  9^  ont  donc  le  même  carré,  et  il  en  résulte 
que  ces  fonctions  sont  du  deuxième  ordre.  En  effet,  si  le 
contraire  avait  lieu,  les  deux  substitutions  dont  il  s'agit 
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appartiendraient  l'une  et  l'autre  au  groupe  des  puissances 
d'une  même  substitution  linéaire  ^z;  on  aurait 

d'où 

et  par  suite  les  fonctions  9  et  0  feraient  partie  du  même 
groupe  de  puissances,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
Ainsi  l'on  a 

(5)  f^Z=:.Z,        e     2      rpQ    2     (pz=Z, 

et  réciproquement  ces  égalités  entraînent  la  formule  (4). 
Gela  posé,  soient  Zq  et  Zt  les  racines  réelles  ou  ima- 
ginaires des  congruences 

ôz^^z,     6   2    z^z     (mod. /?), 

l'égalité  (4)  donnera 

P±\  p±i 

^-'^6   2    ^Zq^Zq,     (j>—^Q   2    (jjz^^Zj      (mod. /?), 

ou 

^~^  ?^o^?^o,      0~^  fZi^fZi      (mod./?), 

d'où  il  suit  que  cf^o  etcf  ^^  ne  sont  autre  chose  que  Zq  et  Zt . 

Mais  si  l'on  a  (^Zq^Zq,  (fZi^z^,  les  fonctions  (^z  et 

^—  . 

6  ^    z,  qui  sont  du  deuxième  ordre,  coïncideront;  donc 

on  a 

(6)  ©zo^zi,      (f>z^^zQ     (mod. /?). 

Réciproquement,  si  ces  congruences  (6)  ont  lieu,  les 
congruences  du  deuxième  degré 

P±i  p±i 

f-'^O   2    (^2^2^      ô~2~z^3     (mod./?), 
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auront  les  mêmes  racines,  et,  comme  leurs  premiers 
membres  sont  des  fonctions  du  deuxième  ordre,  ces 
premiers  membres  seront  égaux  entre  eux. 

Corollaire  I.   —  //  existe  p  dz  i  substitutiojis  du 
deuxième  ordre  (^z  telles,  que  Von  ait 

savoir  :  p  -i-  i  si  Qz  est  de  l'ordre  p  -\-  i,  et  p —  i  si  Qz 
est  de  r ordre  p  —  i . 

En  effet,  zq  et  Zi  désignant  comme  précédemment  les 
racines  de  la  congruence  9z^  z  (mod.  p)^  si  l'on  a 

f^o^^^u     '^^y'^^-q     (mod./?), 

la  fonction  linéaire  du  deuxième  ordre  ipz  sera 


Z  rrz. 


cette  expression  renferme  une  indéterminée  —  à  laquelle 
on  peut  attribuer  les  p  -h  i  valeurs 

o,   I,  2,  3,  ...,(/?  —  i),  GO  ; 
toutefois,  quand  z^  et  z^  sont  réelles,  il  faut  rejeter  les 
deux  valeurs—  =  ^o,    —-^z  z^  pour  lesquelles  l'expres- 
sion de  (p^  se  réduit  à  une  constante.  Donc  le  nombre  des 
substitutions  cp^  est  toujours  égal  à  l'ordre  de  Qz. 

Corollaire  IL  —  Si  9z  est  une  substitution  d'ordre 
p  zhi  et  que  (^z  soit  Vune  des  p  zh  i  substitutions  du 
deuxième  ordre  telles,  que 

(^-^Q^z  =  0''-z, 

on  obtiendra  un  système  de  i(^pàzi)  substitutions  conju- 
S.  —  Alg.  sup.,  II.  26 
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guées,  en  joignant  aux  puissances  de  Qz  leurs  produits 
var  ^z.  En  outrejCes  p±i  produits  seront  précisément 
les  pihi  substitutions  du  deuxième  ordre  qui  satisfont 
à  la  précédente  égalité. 

D'abord  il  est  évident  qu'on  obtiendra  un  système 
conjugué,  en  multipliant  l'un  par  l'autre,  à  droite  ou  à 
gauche,  les  deux  systèmes 


,„±.,-, 


Z,     (ûZ. 


Ensuite,  si  l'on  considère  un  des  produits  obtenus, 

(l)  ■i,Z=r.Q^fZ, 


comme  l'égalité 
entraîne 


r 


on  aura  aussi 

(2)  '^z  — fO^'z. 

Les  formules  (i)  et  (2)  donnent 

cela  exige  que  l'on  ait 

car  autrement  les  fonctions  (|/  et  y  appartiendraient  au 
groupe  des  puissances  de  0,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
Les  produits  Q^djz  sont  donc  tous  du  deuxième  ordre. 
L'égalité  (i)  donne 

et  il  en  résulte  que  toute  substitution  linéaire  Qz  est  le 
produit  de  deux  substitutions  du  deuxième  ordre. 
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Remarque.  —  On  obtient  un  système  conjugué  d'ordre 
in  si,  en  posant  pi±ii=:  mjiy  on  multiplie  l'un  par 
l'autre  les  deux  systèmes 

Z,     çpZ. 

Corollaire  III.  —  Pour  que  deux  substitutions  li- 
néaires qui  ne  sont  pas  des  puissances  d 'une  même  sub- 
stitution soient  échangeables,  il  faut  et  il  suffit  quelles 
soient  toutes  deux  du  deuxième  ordre,  et  que  les  indices 
[réels  ou  imaginaires)  que  l'une  des  substitutions  laisse 
immobiles  soient  transposés  par  l'autre  substitution. 

En  effet,  soient  çj>  et  ^  deux  substitutions  linéaires  qui 
ne  sont  pas  des  puissances  d'une  même  substitution.  Si 
ces  substitutions  sont  échangeables,  aucune  d'elles  ne 
sera  d'ordre  p  [n^  482);  ^z  sera  donc  une  puissance 
d'une  substitution  Bz  d'ordre  p  ±  i.  L'égalité 

ne  peut  avoir  lieu  que  si  le  groupe  des  puissances  de 
cj>~^0(p2r  coïncide  avec  celui  des  puissances  de  9z\  cela 
exige  que  (^z  soit  du  deuxième  ordre.  Le  même  raisonne- 
ment prouve  qae^z  est  aussi  du  deuxième  ordre;  alors, 
d'après  le  théorème  qui  précède,  si^o  et  z^  désignent  les 
racines  de  la  congruence  c^^ezeest  (mod.  /?),  les  conditions 
pour  que  oz  el^z  soient  échangeables  sont 

ipZoEE^Zi,      -^/ZiEEEEZo      (mod./>); 
il  est  évident  que  l'une  de  ces  conditions  entraîne  l'autre. 

484.  Théorème  IV.  —  Soient  Qz  une  substitution 
linéaire  d'ordre  p-\-i,  pour  le  module  p,  etuz  une  sub- 
stitution linéaire  quelconque.   On  pourra  satisfaire  à 

26. 
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l'égalité 

ô'«ct5«z— Ez, 

oii  Ez  désigne  une  substitution  linéaire  et  entière,  en 
attribuant  à  V un  quelconque  des  nombres  m  et  n  l'une 
quelconque  des  valeurs  o,  i,  2,  3,  .  .  . ,  /?;  la  valeur  de 
l'autre  nombre  sera  alors  déterminée. 

En  effet,  la  substitution  6z  étant  d'ordre  p-i-i,  les 
puissances 

z,  6z,  OH,  . . .,  e^z 

prendront  dans  un  certain  ordre  les  valeurs 

o,    I,  2,   3 (/?—  i),  co  , 

quelle  que  soit  la  valeur  que  l'on  attribue  à  z.  Gela  étant, 
posons 

Si  le  nombre  n  est  donné,  la  première  de  ces  formules 
détermine  Zq,  la  deuxième  donne  ensuite  z^,  et  alors  le 
nombre  m  est  déterminé  par  la  troisième  formule.  Si  au 
contraire  le  nombre  771  est  donné,  la  troisième  formule 
détermine  z^ ,  après  quoi  la  deuxième  donne  z^  =  C7~<  z^ 
et  le  nombre  /i  est  ensuite  déterminé  par  la  première 
formule.  D'après  cela  on  a 

c'est-à-dire  que  la  fonction  linéaire  6^n9'^z  devient  in- 
finie pour  ^  =  00  ,  et  par  conséquent  elle  est  entière 

Corollaire.  —  Si  le  détei^7nina7it  de  la  substitutio/i  zsz 
est  résidu  quadratique  du  7nodule  p,  que  r  désigne  une 
racine  primitive  pour  ce  7nodule  et  que  les  entiers  m,  71 
soie7it  tels,  que  la  substitutio7i 

soit  entière;  si  l'o7i  pose  en  outre 

A^zz=e^^z,   A,^,z^e^^-^^rz), 
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la  substitution 

sei^a  entièj^e  et  son  déterminant  sera  résidu  quadratique 
de  p. 

En  effet,  suivant  que  m  et  n  sont  pairs  ou  impairs,  la 
substitution  dont  il  s'agit  a  l'une  des  formes 

/•  r 

elle  est  donc  entière.  D'ailleurs  son  déterminant  est 
résidu  quadratique  de  /?,  car  elle  est  le  produit  de  trois 
substitutionsy^"^^,  zsz,  f^Zj  dont  les  déterminants  sont 
résidus  quadratiques. 

Exemple.  —  Supposons  p  ^z'j,  /•  =  3,  et  prenons 


s  H-  b 

fi-  —              . 

z  -\-  1 

S  -h  4 

CTZ  TT7 

z-l-b 

on  aura 

^^B'T.Q'z^z, 

e2cTÔ*s=r4z-f-4, 

(30^70  3z=rz, 

-  ÔCTÔ^Sz  =  2Z  H- 6, 

~  Q^vsB'^zr^  4z  -\-  4,  ô^cTe^z  — z  -^  3, 

e«îtTÔ3  3z  =r  ^Z  4-  6,        -^  ^3  ^Ô"^  32  —  ^2  +  4. 


iS«r  Ze^  substitutions  de  cinq  et  de  sept  lettres. 

485.  Lorsque  le  nombre  premier  p  est  égal  à  3,  les 
substitutions  des  p  —  i  indices  z 

G,    I,  2,  3,  . .  .,  (/?  — 1) 

sont  toutes  linéaires  et  entières. 

M.  Betti  a  donné  pour  le  cas  de  cinq  lettres  l'exprès- 
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sion  analytique  des  substitutions,  et  M.  Hermite  a  résolu 
ensuite  le  même  problème  à  l'égard  des  substitutions  de 
sept  lettres.  Nous  allons  exposer  ici  ces  importants  ré- 
sultats. 

Des  substitutions  de  cinq  lettres  —  Considérons 
d'abord  le  cas  de  cinq  indices;  d'après  ce  qui  a  été  dit 
au  n^  477,  les  formes  réduites  des  substitutions  sont 

Bz^Zj     z^,      z^ -\- az     (mod.  5). 
La  deuxième  forme  doit  être  exclue,  car  on  en  tire 

[ôzPeeez'»ee:i      (mod.  5); 
la  troisième  donne 

[BzY^z^-\-iaz'*  +  a^z^^[i-^a^]z'^-^  ia     (mod.  5), 

et  pour  faire  disparaître  le  terme  indépendant  il  faut 
poser  a  =  0.  Toutes  les  autres  conditions  se  trouvant 
d'ailleurs  remplies  (n°  4-77)  par  l'expression  Bz^z'^,  il 
en  résulte  que  la  totalité  des  substitutions  pour  un  sys- 
tème de  cinq  indices  sont  comprises  dans  les  deux  formes 

■     az-+-S,      a(z  H- §)^-}- 7, 
OÙ  l'on  n'excepte  que  la  valeur  de  a  :::=:  o. 

486.  Des  substitutions  de  sept  lettres.  —  Dans  le 
cas  de  sept  indices,  les  formes  réduites  ne  peuvent  être 
que  les  suivantes  : 

Oz^Zj     z^,      z^-{-az,  )      ,        ,       \ 

[       mod.  7  , 
z*-haz~-+-bz,      z^-\-az^ -i-bz--\-cz   ) 

parmi  lesquelles  on  doit  rejeter  d'abord  la  deuxième  et 
la  troisième,  parce  que  le  terme  indépendant  de  z  subsiste 
nécessairement  dans  le  cube  de  l'une  et  dans  le  carré  de 
l'autre. 
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Soit 

Bz^^z^-^  az^-^  bz     (mod.  7); 

on  voit  immédiatement  que  le  terme  indépendant  dans 
[Bz]-  est  a;  on  a  donc  a^^o  (mod.  7).  On  trouve  ensuite 

{z'*-^bzY=zz'^-^-Zbz^-^ZbH^-\-bH^   )      ^       ^      ^ 
^  '  )       mod.  n  , 

ce  qui  exige  que  l'on  fasse 

3^>2_|_i^o,     è^=t3     (mod.  7). 
On  a  ainsi  les  deux  formes 

mais  la  seconde  se  ramène  à  la  première  par  la  transfor- 
mation indiquée  au  n°  477,  car,  si  l'on  fait 

@zz=.  a'-Q  [az]  ^  a^  [a'*  z'  -h  Zaz)  z=z  z^  -V-  Za^z, 

cette  formule  se  réduit  à 

03  =1  z*  —  3z, 

si  l'on  suppose 

a^^^  —  I      (mod.    7), 

c'est-à-dire  si  l'on  prend  a  non-résidu  quadratique  de  7. 
Gela  étant,  on  a  la  série  des  puissances  qui  suit  : 

[ÔzP=z=^  )      (mod.  7), 

[0z]*=3z'*-|-3 

[0zp=3z-M-6z^ 

en  sorte  que  toutes  les  autres  conditions  se  trouvent 
remplies  d'elles-mêmes. 
Soit  en  dernier  lieu 

Bz'^z^-^- az^-^rbz^ -\- cz     (mod.  7); 
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on  aura,  en  égalant  à  zéro  le  terme  indépendant  de  z  dans 
le  carré,  dans  le  cube  et  dans  la  quatrième  puissance 
de  Bz, 

^'(3-f-6«c-i- ^/2^_^p^  (     (niod.  7). 

ah'--\-^h''c'--\-i[ia-\-c')[i-^^iac-\-h^]^o  ) 

La  deuxième  condition  est  satisfaite  en  posant 

h^^o     (mod.  7), 

ce  qui  réduit  la  troisième  à 

(20 -h  c^)  (i -f- 2<2c)  E^o     (mod.  7); 

remplaçant  c  par  la  valeur a-  ^^  3  a^  (  mod .  7^  ),  tirée 

de  la  première  congruence,  on  obtient  l'identité 

o.[a-\-  a'*]  (i  —  a^)~^i[a  —  a']^=o     (mod.  7). 

On  a  ainsi  cette  expression 

6z  E=2-"^ -l-^z^  4- 3«-2      (mod.  7), 

où  a  reste  indéterminé,  mais  que  l'on  peut  ramener  au 
cas  de  a  s=  o  et  à  ceux  de  «  es  i ,  rt  e=  3,  au  moyen  de  la 
relation 

aô(az)EE^z"^  —  av!*z^  -{-Zu}v}z      (mod.  7). 

On  vérifie  facilement  que  la  cinquième  puissance  de 
notre  expression  de  Qz  ne  renferme  pas  de  terme  indé- 
pendant, en  sorte  que  la  dernière  condition  exigée  se 
trouve  satisfaite  d'elle-même. 

Supposons  maintenant  que  h  ne  soit  pas  nul  suivant 
le  module  77.  La  première  des  conditions  écrites  plus 
haut  nous  donne 

c^  Za}     (mod.  7), 
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et,  en  substituant  cette  valeur,  les  deux  autres  se  rédui- 
sent à 

(mod.  7); 

«  -4-  «  '  E^  o     ) 

il  suit  de  là  qu'on  a  ces  deux  solutions 

et  /     (mod.  7). 

«3=E  — I,     h^dzi  ) 

On  conclut  de  là  ces  nouvelles  formes  réduites 


(mod.  7), 

a  étant  ici  un  non-résidu  quadratique  de  y  ;  enfin,  par  la 
transformation  déjà  employée  plus  haut,  on  ramènera 
ces  deux  formes  aux  suivantes  : 


(mod.  7). 


En  résumé,  toutes  les  substitutions  des  indices 

G,   I,  2,  3,  4,  5,  6, 

au  nombre  de 

1.2.3.4.5.6.7  =  5o4o, 

peuvent  être  représentées  par 

uz^^j,      uO(z  +  S)  -4-7, 
la  fonction  Ôz  prenant  successivement  ces  formes 

z'^±:3z, 

z^-{-  az^  -h  3a^z     [a  quelconque ) , 

z^-^  az^zhz^ -{- 3a^z     («  non  résidu  de  7). 
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487.  M.  Hermite  a  publié  d'abord  les  résultats  qui 
précèdent  dans  les  Annales  de  M.  Tortolini,  et  il  les  a 
complétés  ensuite  par  des  remarques  que  nous  croyons 
utile  de  reproduire. 

Considérons  les  deux  formes  réduites  z^'-f-S-^,  z^-\-iz'^^ 
qui  font  partie  de  celles  que  nous  avons  obtenues,  et 
distinguons  les  valeurs  de  z  en  deux  groupes,  contenant 
l'un  les  résidus  quadratiques,  l'autre  les  non-résidus, 
relativement  au  module  7.  On  trouvera 

z*  -f-  3z  ESE  2  z  (  3  résidu  quadratique  de  7  ) , 

^  4  ^  (  ^  non-résidu  de  7  ) , 
et 

z^  -f-  2  z^  ^  3  z^  (  z  résidu  quadratique  de  7  ) , 

^z^        (z  non-résidu  de  7). 

Considérons  en  deuxième  lieu  la  forme  réduite 
z^ -{-  z^ -{- 3  z  y  et  distinguons  les  indices  en  résidus  cu- 
biques et  en  non-résidus  relativement  à  7  ;  on  aura 

z^-f-  z^4-  Sz^E  —  2z     (z  résidu  cubique  de  7), 

^E  +  2z     (z non-résidu  cubique  de  7). 

Considérons  enfin  les  deux  substitutions  z^  -{-^z'^  —  z  . 
et  z^~\-Zz^±z'^  —  z.  On  pourra  encore  ramener  ces 
substitutions  à  la  forme  monôme,  mais  d'une   manière 
toute  différente.  On  a,  en  effet, 


3z^- 


d'où  l'on  conclut,  en  faisant  e  r= 


z  HIEE  t  3  -I-   s  )  Z^  (  3  <   -   )  î 

^;_.3_.,  s)z^     (z>^ 
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Ces  résultats,  dit  M.  Hermite,  autorisent  jusqu'à  un 
certain  point  à  supposer  que,  dans  l'étude  des  formes 
analytiques  des  substitutions  pour  un  nombre  premier /j> 
de  lettres,  les  expressions  nommées  réduites  se  ramènent 
elles-mêmes  à  d'autres  beaucoup  plus  simples,  en  con- 
sidérant les  valeurs  de  l'indice  comme  résidus  ou  non- 
résidus  de  puissances  dont  l'exposant  diviserait  p  —  i , 
ou  bien  encore  comme  divisées  en  deux  séries  formées 

l'une  de  nombres  inférieurs  à -?  et  l'autre  de  nombres 
supérieurs. 


'.   Par  exemple,  le  nombre  premier  p  étant  quel- 
conque, si  l'on  a  une  substitution  réduite  de  la  forme 

Qz  =iaz\z~^  4-  i)  —  bz^yz^îT  —  ij, 

il  est  clair  que  l'on  peut  écrire  d'une  manière  plus  simple 

Bz—ziaz"^      (  si  z  est  résidu  de /?) , 
Qz~:-ibz'^     (si  z  est  non-résidu  de/?). 

C'est  à  cette  catégorie  de  substitutions  qu'appartient, 
dans  le  cas  de  /^  =  7,  la  substitution  réduite 

62  =  —  Z^  —  22-, 

qui  est  telle,  que  l'on  a 

Q[0Z]^:Z 

et 

Q[aB[z)  -^  b]=.  7.ab'oiz-\-  -^  -\~  '~~^  {b'-\~ib^), 

pourvu  que  a  soit  un  résidu  quadratique  de  7 . 

Il  résulte  de  là  que,  a  étant  résidu  de  7,  les  substitu- 
tions représentées  par  les  expressions 

az-hb,     aO{z -\- b)  -+- c 
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forment  un  système  conjugué.  La  première  expression 
donne  3  x3  ou  21  substitutions,  la  seconde  en  donne 
3X7^  ou  147.  Donc  il  existe  un  système  de  168  substi- 
tutions conjuguées  de  sept  lettres  ;  l'indice  de  ce  système 
est  égal  à  80.  Cet  important  résultat  a  été  constaté  pour 
la  première  fois  par  M.  Kronecker. 
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CHAPITRE  V. 

APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE   DES  SUBSTITUTIONS. 


Des  valeurs  diverses  que  prend  une  fonction  'de  plusieurs 
variables  par  les  substitutions  de  ces  vanables. 

489.  Je  me  propose  ici  d'appliquer  les  principes  éta- 
blis dans  les  Chapitres  précédents  à  l'étude  des  fonctions 
de  plusieurs  variables,  au  point  de  vue  des  valeurs  di- 
verses que  prennent  ces  fonctions  par  les  substitutions 
des  variables. 

Il  suffît  pour  notre  objet  de  considérer  les  fonctions 
rationnelles  et  même  les  fonctions  entières  ;  mais  les  dé- 
veloppements qui  vont  suivre  s'appliquent  à  toutes  les 
fonctions  bien  déterminées. 

Désignons  par  V  une  fonction  bien  déterminée  des 
n  variables 

JTq,    X]^y    ^2,     •  •  .  j    ^n—i  '■> 

formons  les  N=  i.a.3...7i  substitutions  de  ces  variables, 
et  exécutons  successivement  toutes  ces  substitutions  dans 
la  fonction  V  ;  nous  obtiendrons  ainsi  N  résultats 

(i)  V,  V(i),  V(2),    ...,  Yi^-'K 

Si  la  fonction  V  esl^  symétrique,  les  N  résultats  (i)  se- 
ront tous  égaux  entre  eux;  au  contraire,  ils  seront  tous 
distincts  si  la  fonction  V  n'offre  aucune  symétrie.  Ce  der- 
nier cas  se  présentera  en  particulier  si  l'on  a 

«0,  (x.\,  .  .  . ,  cXn-\  étant  n  coefficients  inégaux. 
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Désignons  généralement  par  /^t  le  nombre  de  celles  des 
fonctions  (i)  qui  sont  égales  à  V;  alors  ^  sera  le  nombre 
des  substitutions  que  l'on  peut  exécuter  sur  V  sans  chan- 
ger cette  fonction.  Soient 

ces  p.  substitutions.  Gomme  la  fonction  V  ne  change  pas 
quand  on  exécute,  dans  un  ordre  quelconque,  deux  ou 
un  plus  grand  nombre  des  substitutions  (2),  il  est  évi- 
dent que  ces  substitutions  constitueront  un  système  con- 
jugué. 

Nous  avons  vu  (n°  425)  que  les  N  substitutions  des 
n  variables  peuvent  être  représentées  par 

'>        ^i>  S2,  , .  . ,     S|^_i, 


donc  les  N  =  |Ltv  fonctions  (i)  pourront  être  représentées 
par 

l  v„     \[^\  vi^),  ...,    v(^-i), 


2 } 


y{  désignant  généralement  le  résultat  obtenu  en  exécu- 
tant sur  V,  d'abord  la  substitution  Sy,  puis  la  substitu- 
tion Tr,  dans  le  cas  de;  =  o,  la  substitution  Sy  doit  être 
réduite  à  l'unité,  et  nous  écrivons  V^-  au  lieu  de  V^^^ 

Gomme  les  substitutions  S  ne  changent  pas  V  ou  Vq,  on 
voit  que,  dans  le  tableau  (4),  les  termes  d'une  même  ligne 
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horizontale  sont  égaux  entre  eux,  et  que  les  seules  va- 
leurs distinctes  de  V  sont 

(5)  v„  v„  v„  ...,  v,_i. 

490.  Lorsqu'une  fonction  ne  sera  pas  altérée  par  une 
substitution,  je  dirai,  pour  abréger  le  discours,  que  la 
fonction  admet  la  substitution  ;  on  peut  alors  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Les  substilutiùns  d'une  fonction  de 
plusieurs  variables  forment  un  système  conjugué ,  et  l'in- 
dice de  ce  système  est  égal  au  nombre  des  valeurs  dis- 
tinctes que  la  fonction  peut  acquérir  par  les  substitutions. 

Ce  théorème  entraîne  diverses  conséquences  (n°*  426 
et  444),  parmi  lesquelles  nous  devons  signaler  les  sui- 
vantes : 

Corollaire  I.  —  Le  nombre  des  valeurs  distinctes 
d' une  fonction  de  n  variables  est  un  diviseur  du  pro- 
duit 1.2.3. . .n. 

Corollaire  IL  —  Le  nombre  des  valeurs  distijictes 
d'une  fonction  de  n  variables  ne  peut  s'abaisser  au- 
dessous  de  n  sans  se  réduire  à  i  ou  à  i,  le  cas  de  n=^4 
étant  seul  excepté. 

Corollaire  IIL  —  Ujie  fonction  den  variables,  qui  a 
précisément  n  valeurs  distinctes,  est  symétrique  par  rap- 
port an —  I  variables,  le  cas  de  n  =6  étajit  seul  ex- 
cepté. 

Il  faut  remarquer  que,  si  l'on  exécute  une  substitution 
quelconque  sur  les  v  fonctions  (5),  ces  fonctions  ne  pour- 
ront que  s'échanger  les  unes  dans  les  autres.  Si  donc  on 
désigne  par  V  une  indéterminée,  le  produit 

(v-Vo)(v~v,)...(v-v._,) 
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sera  une  fonction  symétrique.  Il  en  résulte  que  toute 
fonction  symétrique  des  fonctions  (  5  )  est  une  fonction 
symétrique  des  variables  x;  nous  avons  déjà  eu  l'occa- 
sion de  faire  cette  remarque  au  n°  180. 

491 .  La  proposition  que  nous  venons  d'établir  admet 
une  réciproque  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  II.  — //  existe  toujours  des  fonctions  qui 
admettent  les  substitutions  d' un  système  conjugué  donné 
et  qui  n'admettent  aucune  autre  substitution. 

En  effet,  soient 

(i)  I,   Sj,  83,    .  .  . ,   SjA_i 

les  substitutions  conjuguées  données,  et  désignons  par  X 
une  fonction  de  n  variables 

^Q,     .Tj,     ^21      •   •   •  >     •^«  — 1 

dont  toutes  les  N  valeurs  soient  distinctes;  on  pourra 
prendre,  par  exemple, 

X  =  «o'^o  ^-  a^arj  -f-  «2-^2  H-  .  .  .  -f-  a„_i.r„_i, 

«0,  «o  .  .  . ,  a«_i  étant  des  nombres  inégaux. 
Soient 

^0»    ^li     -^2'      •  •   •  ■>     -^iJ.— 1 

les  résultats  obtenus  en  exécutant  sur  X  les  ^  substitu- 
tions (i),  et  posons 

V  ::rr.  X0X1X2  .  .  •  Xj^._i, 

il  est  évident  que  la  fonction  V  admet  les  ^  substitu- 
tions (i)  et  qu'elle  n'admet  aucune  autre  substitution. 

Remarque. —  Si  l'on  pose 

V  =  /(Xo,  Xi,  X2,    .  .  .,  X(x_i) 
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y*  désignant  une  fonction  symétrique  de  Xq,X,,  ...,  X^_,, 
la  fonction  V  admettra  les  substitutions  (i);  mais  elle 
peut  aussi  en  admettre  d'autres,  si  la  fonction  y  a  une 
forme  convenable.  Si  l'on  fait,  par  exemple, 

V  r=  Xo -h  Xi -f- .  .  . -I- X.,_„ 

V  sera  une  fonction  symétrique  des  variables  Xq,  Xt,  ..., 

Des  Jonctions  semblables. 

492.  Deux  fonctions  de  n  variables  sont  dites  sembla- 
bles lorsqu'elles  admettent  les  mêmes  substitutions. 
Ainsi  les  fonctions 

des  quatre  variables  Xq,  x,,  X2,  x^  sont  semblables,  car 
elles  admettent  les  huit  mêmes  substitutions  : 


{.Tq,    ,t.2)    (.ri,    .7-3) 
(.ro,    X3)    (xi,    x^) 


l-^o, 


, 

^u 

-a) 

) 

[^i, 

-3) 

y 

■Cu 

,r,) 

qui  forment  un  système  conjugué  dontl'indice  estégalà3. 
Lagrange  a  fait  connaître  une  propriété  importante  des 
fonctions  semblables  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Etant  données  deux  fonctions  semblables  des  n  va- 
riables Xç^^  Xi,  X2,  '  '  ' ,  JO„_i,  chacune  de  ces  fonctions 
est  exprimable  par  une  fonction  rationnelle  de  V autre, 
dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  symé- 
triques des  n  variables. 

Cette  proposition  est  contenue  dans  une  autre  plus 
générale  que  nous  allons  établir  : 

Théorème  .  —  Etant   données  deux  fonctions  des 

S. —  Aig.  sup.y  H.  '^7 
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n  'variables  Xç^^  x^^  .  .  . ,  Xn-\ ,  savoir  : 

si  la  fonction  y  admet  toutes  les  substitutions  de  la 
Jonction  Y  y  elle  est  exprimable  par  une  fonction  ra- 
tionnelle de  V,  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des 
fonctions  symétriques. 

En  effet,  soient 

I,  Si,  S2,    .  .  . ,   Sj^_i 

les  substitutions  conjuguées  de  V,  et 

i>  Tj,  T2,    .  ■  • ,    J-v-i 

les  V  substitutions  par  lesquelles  on  déduitrespectivement 
de  V  les  V  valeurs  distinctes  que  cette  fonction  peut  ac- 
quérir ;  supposons  enfin  que  Vp  et  y^  soient  les  résultats 
obtenus  en  exécutant  la  substitution  Tp  sur  V  et  sur  j/^. 
Nous  regardons  Tq  comme  égale  à  i,  et,  en  conséquence, 
Vo  etjy^o  ne  seront  autre  chose  que  V  et  j^. 
Si  l'on  fait 

^L(V)  =  (V-Vo)(V  — Vi)(V-V2J...(V-Vv-i], 
on  aura,  en  développant, 

-]>  (  V  )  =  V'^  +  Pi  V^-^  +  P2  V'^-2  -f- .  .  .  H-  Pv-i  V  -^-  Pv, 

Pi,  Po,   .  .  .,  Pv  étant  des  fonctions  symétriques.  Ici  V 
est  regardée  comme  une  indéterminée,  et  l'équation 

(■)  •Hv)  =  o 

a  pour  racines 

(2)  Vo,  V„  V2,    ...,  V,_.,. 
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Considérons  maintenant  la  fonction 

où  m  est  un  nombre  entier  quelconque  ;  par  hypothèse, 
cette  fonction  admet  toutes  les  substitutions  de  V;  si  elle 
en  admet  un  plus  grand  nombre,  ces  substitutions  pour- 
ront être  représentées  par 

I,        Sj,  Sg,  «  •  •  )  S[x_i, 

Rj,      R-iSi,       R1S2,       ...,  RiSjj.—!, 


Rp_i,  Rç_-iSi,    Rp_iS2,    ...,  Rp_iSj;,_i, 
et,  en  multipliant  par  certaines  substitutions 

I,  Qi,  Q2,  ••  -,  Q>-i, 

on  formera  (n**  425)  toutes  les  i .  2.3.  .  ./z  substitutions 
des  72  variables.  Il  résulte  de  là  que  les  substitutions  T 
sont  les  produits  des  substitutions 

I,  Rj,  Rg,    .  .  . ,  Rp—i, 

qui  ne  changent  pas  V"^j^,  par  les  substitutions 

I,  Qi,  Q2,    ••  -,  Q).-i. 

Ainsi,  en  appliquant  à  la  fonction  Y^f-y  les  v  substitu- 
tions T,  on  obtiendra  les  X  valeurs  distinctes  de  cette 
fonction,  répétées  chacune  p  fois;  par  conséquent  la 
somme 

est  une  fonction  symétrique  des  n  variables  Xq,  x^,  .  .  . , 
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^/i-i- Si  donc  on  donne  à  m  les  valeurs  successives  o,  i, 
2,  .  .  .,  (v  — i),  et  que  l'on  pose 

Jo  -+-  Xi  ■+-  Ja  +  .  .  .  -4-  Jv-i  =  ^0» 
VoJo  +  Vi  ji  +  V2J2+  •  •  •  +  Vv-iJv-i  =  ^1, 

v?jo  +  Vf  ji  -+- vtr,+ . . .  +  VLi  rv_i  =  t,, 

• ••» 

to,  ti,  ...  seront  des  fonctions  symétriques. 

Ajoutons  les  équations  (3  ),  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  les  facteurs  indéterminés 

1q,     )'1,     >'2>      •   •   •  J     ^v— 2>     I> 

et  faisons,  pour  abréger, 

(4)  ç,  (  V)  =  V'-^ +  >.v-2V-^-"' +  ...-!->,  V-f-).o, 

on  aura 

et  si  l'on  veut  la  valeur  de  j^  par  exemple,  il  suffira  de 
déterminer  les  facteurs  Xq  ,  X ,,...,  de  manière  que  l'on  ait 

(6)  f{yo)--^o,   ^(vo  =  o,  ...,   ç>(v._o  =  o, 

excepté  ^(Vç)  =--o;  alors  l'équation  (5)  donnera 

(7)  /.- ,(v;î 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  les  valeurs  de  Xo,  ^t,  •  ••> 
ce  que  l'on  peut  faire  très-aisément  de  la  manière  sui- 
vante. 
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Les  équations  (6)  qui  déterminent  ces  facteurs  expri- 
ment que  l'équation 

f(V)  =  o 

a  pour  racines  Vo,  V, ,  ...,  V,_,,  excepté  V^;  mais  l'équa- 
tion (i) 

■Mv)  =  o 

a  ces  mêmes  racines,  y  compris  V^  ;  et  comme,  d'ailleurs, 
les  plus  hautes  puissances  de  V  dans  c^(V)  et  dans^p(V) 
ont  pour  coefficient  l'unité,  on  aura  identiquement 

^^     '       V— Vp 
ou,  en  développant  le  quotient  de  ^(V)  par  V  —  Vp, 


V)=r:V^-l-+-Pl 


PiV, 


Vp^ 


V'-3  -1-  .  .  .  -f-  p,. 


-l-Pv-^Vp 


-4-PiV;-^ 

En  identifiant  cette  valeur  de  cp(V)  avec  celle  donnée  par 
l'équation  (4),  on  obtient  les  valeurs  suivantes  des  fac- 
teurs X  : 

I._,  =P,H-Vp,      ■ 
/,_3=P2  +  PiVp4-V^, 
>._,==  P3-f-P,Vp+ Pi  VJ  +  V^, 

' •..., 

>o...=  Pv-1  +  Pv-2Vp  + . . .  -+-Pi  Vp^+  Vp^ 

Ces  facteurs  étant  tous  exprimés  en  fonction  de  Vp  et  des 
fonctions  symétriques,  il  en  sera  de  même  de  jp.  On  peut 
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donner  à  l'expression  dejTp  une  forme  très-simple;  si  l'on 
fait,  pour  abréger  l'écriture, 

^v  ~1  =  ^v-,  +  Pi  ^v-2  -f-  P2  ^v-3  +  .   .   .  -f-  Pv-2  h  +  Pv-  1  t,  , 
.V,_,  ==Z  ^,_2  -h  Pi  ^v-3  -f-  P2  ^v  -4  -4-  .  .   .  +  Pv-2  ^0, 
^v-3  =^  ^v-3  -f-  P,  ?v-4  +  .  .  .  -t-Pv-3  ^0, 


-Vi=^fi-f-Pi^o, 


et  que  l'on  désigne  par  0(Vp)  le  numérateur  de  la  va- 
leur de  jp,  donnée  par  l'équation  (7),  on  aura 

(9)       ®[v?)  =  ^oV;-^  +  .viV;-^-f-...4-5,_,Vp-4-^v-i. 

Quant  au  dénominateur  de  l'expression  de  j^,  il  est  égal 
à9(Vp),  c'est-à-dire  à  la  valeur  que  prend  la  fraction 

■h  '  V  ) 

'  ^        pour  V=:Vp:  cette  valeur  est 


V-V, 


^'  désignant  la  dérivée  de  '|.  On  a  donc 


1 1 


)  /.= 


©fVJ 


ou 

12  r=— ^ — '-•> 

en  désignant  simplement  par  V  l'une  quelconque  des 
valeurs  Vo,  V<,  ...  et  par  j^  la  valeur  correspondante 
de  la  suite  J^,  y^,  .... 

La  formule  précédente  démontre  le  théorème  énoncé, 
et  elle  donne  l'expression  de  j  en  fonction  rationnelle 
de  V.  Ajoutons  que,  par  la  méthode  exposée  au  n"  182, 
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on  pourra  donner  à  la  formule  (12)  la  forme  plus  simple 

J  =  n(v), 

n(V)  désignant  une  fonction  entière  du  degré  v — i  au 
plus,  dans  laquelle  les  coefficients  de  V  sont  des  fonc- 
tions symétriques  des  variables  x. 

Sur  la  formation  des  fonctions  de  n  variables, 
qui  admettent  des  substitutions  données. 

493.  Le  problème  qui  a  pour  objet  de  former  les  fonc- 
tions de  n  variables,  dont  le  nombre  des  valeurs  distinctes 
est  égal  à  un  nombre  donné  v,  se  ramène,  d'après  les 
théorèmes  précédents,  à  la  détermination  des  systèmes 
de  substitutions  conjuguées  dont  l'indice  est  égal  à  v. 
Effectivement,  quand  on  connaîtra  un  tel  système,  on 
obtiendra  sans  difficulté,  par  le  théorème  du  n'^^QI  ,  une 
fonction  particulière  V  correspondance,  qui  aura  préci- 
sément V  valeurs  distinctes.  Et,  quantauxautres  fonctions 
semblables,  elles  seront  toutes  exprimables,  comme  on 
vient  de  le  voir,  par  des  fonctions  entières  de  V  du  degré 
V — I,  dans  lesquelles  les  coefficients  des  puissances  de  V 
seront  des  fonctions  symétriques. 

Considérons,  par  exemple,  les  fonctions  qui  ont  deux 
valeurs  distinctes.  Les  substitutions  de  ces  fonctions 
forment  un  système  conjugué  dont  l'indice  est  égal  à  2  ; 
ce  système  est  unique,  comme  on  l'a  vu  au  n«'429,  et  il 
se  compose  des  substitutions  qui  équivalent  à  un  nombre 
pair  de  transpositions.  Les  fonctions  V  dont  nous  nous 
occupons  sont  donc  semblables,  et  si  l'on  désigne  par  P 
l'une  d'elles,  l'expression  générale  de  V  sera 

V  r=  A  -f-  BP, 
Aet  B  étant  des  fonctions  symétriques.  On  peut  prendre 
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pour P la  fonction  alternée  des  n  variables  x^^  x^^  .  .  . , 
Xn-Ki  dont  nous  nous  sommes  occupés  au  n'^*2l36  et  qui  a 
pour  expression 

11  est  évident  que  les  fonctions  qui  ont  deux  valeurs 
distinctes  admettent  toutes  les  substitutions  circulaires 
du  troisième  ordre  qu'on  peut  former  avec  les  variables, 
et  qu'elles  n'admettent  aucune  transposition. 

Parmi  les  fonctions  qui  répondent  à  un  système  donné 
de  substitutions  conjuguées,  on  peut  se  proposer  de  dé- 
terminer les  plus  simples,  par  exemple  celles  qui,  étant 
rationnelles  et  entières,  ont  le  plus  pelit  degré.  Énoncé 
dans  ces  termes,  le  problème  qui  nous  occupe  exige  des 
considérations  d'un  tout  autre  ordre,  et  sa  solution  offre 
de  sérieuses  difficultés.  Nous  n'aborderons  point  ici  l'é- 
tude de  ce  nouveau  problème,  qui  est  d'ailleurs  tout  à  fait 
en  dehors  de  notre  sujet  ;  toutefois,  afin  de  présenter  une 
application  de  la  théorie  que  nous  avons  développée  dans 
les  Chapitres  précédents,  nous  croyons  utile  de  faire  con- 
naître ici  un  procédé  particulier  par  lequel  on  obtient 
facilement  les  fonctions  qui  répondent  à  certains  sys- 
tèmes de  substitutions  conjuguées. 

Si  un  système  de  substitutions  conjuguées  est  m  fois 
transitif,  nous  dirons,  avec  Gauchy,  que  les  fonctions 
qui  admettent  ces  substitutions  sont  m  fois  transitives. 

Des  fonctions  doublement  transitives   de  n  variables 
qui  ont  1.2. 3.  .  .[n  —  2)  valeurs,  n  étant  premier. 

494.  Les  fonctions  dont  il  s'agit  ici  jouent  un  rôle 
considérable  dans  la  théorie  des  équations  algébriques. 
Elles  répondent  au  système    conjugué   formé   par  les 
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n[n  — i)  substitutions  linéaires  et  entières  de  la  forme 

[az-h  b\ 

\       J' 

z  désignant  successivement  tous  les  indices  o,  i,  s,  ..., 
[n — i)  des  n  variables 

et  les  valeurs  àeaz-i-b  étant  prises,  suivant  le  module  n , 
entre  les  limites  zéro  et  n  —  i. 
Soit  a  une  racine  de  l'équation 


et  posons 

(  3  )  z  —  jTo  -+■  «-^1  +  a^ ^2  -+-...  H-  a'^-i  x^_^  : 

il  est  évident  que  t  est  une  fonction  des  n  variables  (i) 
qui  a  1 .  2 . 3 ...  72  valeurs  distinctes. 

Exécutons,  sur  la  fonction  t,  la  substitution  d'ordre  n 


z  4-  1 


ainsi  que  les  puissances  successives  de  cette  substitution. 
On  obtiendra  n  résultats 

(4;  ^0?    ^li    ^2>     ■  •  •  1    */i— 1 

et  comme  t^^  se  déduit  de  t  en  remplaçant  chaque  indice  z 

par  z  -\-  ^,  on  aura 

Soit 

li-hj^i     ou    y^^' — p     (mod.  «], 

i  étant  compris  entre  zéro  et  tz — i,  il  viendra 
ou 
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ainsi  chacune  des  fonctions  (4)  est  égale  au  produit  de  l 
par  une  puissance  de  a,  et  comme  on  a 

a'^  —  I , 

les  fonctions  dont  il  s'agit  ont  la  même  puissance  zi'^'"*'. 
vSi  donc  on  pose  9  =  i",  ou 

(5)  Ô.z=  (.ro+  a^'iH-  a2.r2  +  .  .  .-h  a"-i.r„_i)«, 

la  fonction  9  sera  invariable  par  la  substitution  circu- 
laire (  j  5  et  il  est  évident  que  le  nombre  de  ses  va- 
leurs distinctes  sera 

1.2.3...  [n  —  i). 

Maintenant  désignons  par  /'  une  racine  primitive  pour 
le  nombre  premier  ji,  et  exécutons  sur  les  indices  z  des 
variables  x  les  puissances  o,  i ,  2,  . . . ,  (  /z  —  2  )  de  la  sub- 
stitution circulaire,  d'ordre  n —  i , 


rz 


on  obtiendra  ainsi  «  —  i   résultats  que  nous  représente- 
rons par 

(6)  ôo,  ©1,  6/,,  ...,  e„_2. 

On  aura  généralement 

et  si  l'on  pose 

Jr^  ^  /,     J  ^  ?>"-'  ~ ''■     (  mod .  n  ) , 
i  étant  compris  entre  zéro  et  w  —  i ,  il  viendra 

5,  =  {^,+  ...  +  a""-'-".r,+  ...>, 
d'où  il  suit  que  9^  se  déduit  de  9  en  remplaçant  a  par 
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^^«-i-ix^  Or^  si  l'on  donne  à  ^  les  valeurs  successives 

G,   I,  2,    ..  .,  (/z  — 2), 

y/i-i-v-  prendra  toutes  les  valeurs 

I,   2,   3,    ...,    [n  —  î) 

suivant  le  module  w,  et,  par  conséquent,  l'expression 
^^n-i-ii.  jçjj^jjgj^g^  successivement  les  n  —  i  racines 


de  l'équation  (2) .  Donc  les  valeurs  des  fonctions  ( 6  )  s'ob- 
tiendront en  remplaçant  a  par  chacune  des  racines  {7) 
dans  l'expression  de  6  :  on  a  ainsi 

Ùq  =  [x^  -1-  a. ri  -h  «2^2  "-  •  •  .  +  a'^-i  jr„_)  )'% 

0^  =-.  {,T,  +  e.ri  H-  g2  .r,  -h  .  .  .  +  ^"-'.rn~i  )" , 

6,  =  (.7-,  +  y.7-1  -i-  7^X2  H-  .  .  .  +  7"-ix„_i  )", 

•• > 

6„_2  =  (  J-o  -4-  w.ri  -h  «2^2  +  .  .  .  -{-  w"-^  .r„_i  )'' . 

Chacune  des  fonctions  (8)  est  invariable  par  la  substi- 
tution (  ^  )  5  et  quand  on  applique  à  ces  fonctions  la 

substitution  /  ^^  U  elles  se  chane^ent  les  unes  dans  les 


z 

autres;  si  donc  on  désigne  par  0  une  indéterminée,  la 
fonction 

admettra  les  substitutions 

par  suite,  elle  admettra  toutes  les  substitutions  linéaires 
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et  entières 


(M 


et  le  nombre  de  ses  valeurs  distinctes  sera  i .  2 . 3 . . .  [n — 2) . 
Il  est  évident  que  toutes  les  fonctions  symétriques  de  ôo? 
0\,  ...,  On-1   admettent  les  substitutions  linéaires  et  en- 
tières; ces  fonctions  sont  donc  deux  fois  transitives. 

495.  Si  d  désigne  un  diviseur  àen  —  i ,  que  l'on  fasse 

n  —  I  =  de, 

et  qu'on   applique  à  la  fonction  Q  les  puissances  de  la 
substitution  régulière 

(":)■ 

qui  est  de  l'ordre  e,  on  obtiendra  e  résultats 

Qq,     01,     02,      .  .  .,     0g„i, 

et  il  est  évident  que  la  fonction 

aura  i.2.3...(/i  —  2)xd  valeurs  distinctes. 

Des  fonctions  triplement  transitives  de  n-\-  i  variables 
qui  ont  i.2.3...(«  —  2)  valeurs,  n  étant  premier. 

496.  L'existence  des  fonctions  dont  il  s'agit  est  évi- 
dente à  priori;  ces  fonctions  répondent  au  système  con- 
jugué formé  par  les  (/z-t-i)  «(?i  —  i)  substitutions  li- 
néaires relatives  au  module  premier  n.  La  règle  que  je 
vais  exposer  pour  les  obtenir  ne  diffère  que  dans  la 
forme  de  celle  qui  a  été  donnée  pour  la  première  fois 
par  M.  Emile  Mathieu. 

Le  nombre  n  étant  supposé  premier,  considérons 
d'abord  les  n  variables 
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et  posons,  comme  au  n*'  494, 

''^  j 

or,  ê,  y,  .  . . ,  Cl)  étant  les  zi  —  i  racines  de  l'équation 

.r«  —  I  _ 
•r  —  I 

Soit  {^  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  quelconque 
des  n — i  expressions  (2)  :  cette  fonction  p»  sera  inva- 
riable, comme  nous  l'avons  vu,  par  toute  substitution 
de  la  forme 

z 

Iz  étant  une  fonction  entière  quelconque  de  l'indice  z. 
D'après  la  théorie  des  fonctions  semblables,  toute  fonc- 
tion des  variables  (i)  qui  admet  les  substitutions  (3)  est 
une  fonction  rationnelle  de^  dans  laquelle  les  coefficients 
des  puissances  de  p*  sont  des  fonctions  symétriques.  Dési- 
gnons donc  par  Vo  nne  fonction  rationnelle  arbitraire  de 
la  quantité  v  et  d'une  nouvelle  variable  que  je  représen- 
terai par  x^  ;  Vo  sera  une  fonction  des  n  4-  i  variables 

•^Oi    '^Xi    •^2»     •  •  •?    -^n—li    •'''oc' 

qui  sera  invariable  par  toutes  les  substitutions  entières  et 
linéaires  ;  on  peut,  si  l'on  veut,  prendre  pour  Vo  la  fonc- 
tion V  elle-même. 

Gela  posé,  soit  Qz  \n\Q  fonction  rationnelle  linéaire 
d'ordre  n-\-  i  pour  le  module  n^  et  désignons  par  V/  la 
valeur  que  prend  Vq  quand  on  exécute  i  fois  sur  cette 
fonction  la  substitution 


(":) 
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ce  que  l'on  peut  exprimer  en  écrivant,  d'après  la  nota- 
tion de  Cauchy, 

(4)  v,..(^':)v,. 

Soit  encore  uz  une  fonction  rationnelle  linéaire  d'ordre 
quelconque  pour  le  module  n,  et  exécutons  sur  V/la  sub- 
stitution 

d' 

on  obtiendra  un  résultat  qui  peut  être  représenté  par 

{•:hH">- 

Or,  si  y  désigne  un  entier  quelconque,  comme  la  fonc- 
tion Oz  est  d'ordre  /i  -f-  i,  on  pourra  effectuer  la  substi- 

tution  I  1  en  taisant  d  abord  la  substitution  I  U 

puis  la  substitution  (  J .  On  peut  donc  écrire 

(■:)  V- (•■"":)("•'";)  V.. 

égalité  où  chacun  des  nombres  iel  j  est  arbitraire.  Mais, 
d'après  le  théorème  du  n°  484,  à  chaque  valeur  de  l'un 
des  nombres  i,  j  correspond  pour  l'autre  nombre  une 

valeur  telle,  que 

QJxnO^z 


est  une  substitution  entière  ;  et  en  outre,  quand  l'un  des 
nombres  i,  y  reçoit  successivement  les  zi -1- i  valeurs 
o,  I,  2,  ...,«,  l'autre  nombre  prend  aussi  toutes  ces 
mêmes  valeurs.  Si  donc  i  et  j  sont  choisis  de  manière 
à  réaliser  les  conditions  du  théorème  que  je  viens  de 
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rappeler,  comme  Vo  est  invariable  par  les  substitutions 
linéaires  et  entières,  on  aura 


■>={"">•■ 


ou,  d'après  la  formule  (4): 


5)  .    V,  =  V 


CT3 


«+!  —  /) 


et,  je  le  répète,  si  dans  cette  formule  l'un  des  nombres  i, 
j  prend  successivement  les  /z  H-  i  valeurs  o,  i,  2,  ...,  «, 
l'autre  nombre  prendra  aussi  successivement  toutes  ces 
mêmes  valeurs. 

La  formule  (  5  )   exprime  cette   conséquence   remar- 
quable, que  les  n  H-  i  fonctions 

;6)  Vo,  Vi,  V,,    ...,  V, 

Jomient  un  système  qui  est  invariable  par  une  substi- 
tution linéaire  quelconque,  c  est-à-dire  qu'une  telle 
substitution  ne  peut  qu  échanger  entre  elles  les  fonc- 
tions du  système. 

Si  donc  T  désigne  une  fonction  symétrique  des   ex- 
pressions (6),  que  l'on  fasse,  par  exemple, 

(7)  Ti:=:(V-Vo)    (V-VO-.     :V-V,0, 

V  étant  une  indéterminée,  la  fonction  T  admettra  toutes 
les  substitutions  linéaires  ;  elle  sera  donc  triplement  tran- 
sitive, et  elle  aura  1.2. 3.  .  \n — 2)  valeurs  distinctes. 

Si  l'on  désigne  par  Ti  etT2  deux  fonctions  semblables 
à  la  fonction  T,  par  P  la  fonction  alternée 

(.ri  —  .^o).  .  -î^i  — •^<„;  (.rg  — .ri).  .  .[x^~  jr„._i  ) 

des  72  4-1  variables,  et  que  l'on  fasse 

S  =  Ti  +  PT2, 
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la  fonction  S  admettra  toutes  les  substitutions  linéaires 
dont  le  déterminant  est  résidu  quadratique  de  w,  et  qui 
équivalent  en  conséquence  à  un  nombre  pair  de  transpo- 
sitions. S  aura  donc  2X1. 2. ..{n  —  2)  valeurs  distinctes, 
ainsi  que  M.  Mathieu  en  a  fait  la  remarque.  On  peut  aussi 
former  les  fonctions  S  de  la  même  manière  que  les  fonc- 
tions T,  en  faisant  usage  du  corollaire  du  n^  484  ;  mais 
nous  devons  nous  borner  à  cette  indication. 

Suj'  les  fonctions  triplement  transitives  de  six  variables 
qui  ont  six  valeurs  distinctes. 

497.  On  peut  donner  plusieurs  formes  diverses  aux 
fonctions  dont  nous  venons  de  nous  occuper  ;  nous  pren- 
drons comme  exemple  le  cas  des  fonctions  transitives 
de  six  lettres  qui  ont  six  valeurs  distinctes. 

Les  variables  étant  désignées  par 

.Tq,     ,2?^,     ^2i      ^3)     <^4'      '^ar,^ 

nous  poserons 

Vo  =r  .T^  .Xq  +  .ri  x^  -h  .r,  0-3, 

et,  les  indices  z  étant  pris  suivant  le  module  5,  nous  effec- 
tuerons sur  Vo  la  substitution  du  cinquième  ordre 

^^"^'J^(o,    I,   2,  3,  4) 

et  ses  puissances';  on  trouve  alors  les  résultats  suivants  : 

Vo  =:  ^^  .Tq  4-  .T^.r^  -f-  .r^.r-j, 
Vi  ~a:^Xi-{-  .r.  .^o  -}-  .x^  .t^  , 

V2  :=  .T^  ,^2   -f-  .V^,X^^  -\-  •Xj^.Xq^ 

Va  =  x^  .^3  -+-  •^4-^2  +  -^o-^i . 
V4  =  .x^  ,x^  4-  .Xq  ^3  -}-  x^.x.,. 

Ensuite,  si  Ton  fait 

T  =  (V-Vo)(V- VO  (V-V2)  (V-V3)  (V-V4), 
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Vêtant  une  indéterminée,  la  fonction  T  sera  invariable 
par  toutes  les  substitutions  linéaires  et  entières,  et, 
comme  elle  n'est  pas  symétrique,  elle  aura  précisément 
six  valeurs  distinctes.  Pour  justifier  cette  assertion,  il 
suffit  d'établir  que  la  fonction  T  est  invariable  par  deux 
substitutions  linéaires,  l'une  du  quatrième  ordre,  l'autre 
du  sixième.  La  substitution  du  quatrième  ordre 


(:^)={.,=-4,3: 


laisse  Vo  invariable,  et  elle  change  f>  I  H  Ji 

-Cl 


en 


Vi,  v„  V3,  V,  Il  vjsfj^^    "^  ^^  ''i'  y 


V2,  ^ 

\.  V„  V 

3;\( 

ensuite 

la  substitution  du 

sixième 

ordre 

C  :  'h 

(0,    CO, 

I,  4,  3, 

2. 

change 

Vo,  V„ 

V„  V3, 

V, 

en 

^^tmi 


4. 


Vi,   Vo,   V3,    V4,   V2, 
ce  qui  achève  la  démonstration  de  notre  proposition. 

Méthode  de  Lagrange  pour  calculer  une  Jonction  des 
racines  d'une  équation  donnée,  quand  on  connaît 
une  autre  fonction  quelconque  des  racines. 

498.  Parmi  les  travaux  publiés  depuis  un  siècle  sur  la 
théorie  algébrique  des  équations,  l'un  des  plus  impor- 
tants est,  sanscontredit,le  célèbre  Mémoire  de  Lagrange, 
que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  citer  (n^  189),  et 
qui  fait  partie  des  Mémoires  de  VAcadémie  de  Berlin 

S.  —  y^lg,  sup.,  II.  »8 
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pour  1770  et  1771.  On  rencontre,  entre  autres  résul- 
tats remarquables  ,  dans  ce  grand  travail,  le  beau 
théorème  que  voici  : 

Dès  qu  on  aura  trouvé,  par  un  moyen  quelconque, 
la  valeur  d' une  fonction  rationnelle  des  racines  d'une 
équation,  on  pourra,  en  général,  trouver  la  valeur  d'une 
autre  fonction  rationnelle  quelconque  des  mêmes  racines, 
et  cela  par  le  moj  end' une  équation  simplement  linéaire. 
Quelques  cas  particuliers  exigeront  cependant  la  réso- 
lution d'ujie  équation  du  deuxième,  du  troisième,  etc.^ 
degré. 

Soient 

.r^,    j?i,     •  •  •  j    ^n—l 

les  71  racines  de  l'équation 

(l)         ^"  -^ pi,r"-^  -\' p,_x"--  -{-  .  .  .  -|-/?„_i^-f-/?„=iO, 

et 

V  :=  F  (  Xq  ,   .r  j ,    .  .  . ,   .^,i_i  ) , 

deux  fonctions  rationnelles  de  ces  racines  dont  la  pre- 
mière a  une  valeur  donnée. 

Nous  supposerons  d'abord  que  la  fonction  y  admette 
toutes  les  substitutions  de  F  ;  dans  ce  cas,  on  peut  déter- 
miner la  valeur  dey  par  la  méthode  dont  nous  avons  fait 
usage  au  n^492.  Effectivement,  si  l'on  représente  par 

les  valeurs  distinctes  que  prend  F  parles  substitutions, 
et  par 

les  valeurs  correspondantes  de/",  que  l'on  pose  en  outre, 
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comme  au  n°  492, 

\  VoJo  -i- Viji  +  Vaj,  4-...  + V,_ij,_i  =:  t,, 

(4)  j         ^^oVo  +  vjj,i  +  v|j,-4-...-f-vj_,j,_,  =  ^„ 

on  pourra  exprimer  to,  ti,  ...,  t^_^  en  fonction  des  quan- 
tités connues,  puisque  ce  sont  des  fonctions  symétriques 
des  racines  de  l'équation  (i).  Ensuite  la  résolution  des 

équations  (4)  fera  connaître  les  inconnues  j^ojj'ij 

Nous  avons  vu  que,  si  l'on  représente  par 

(5)  •HV)r:=V-^-i+P,V'-2  4-...  +  Pv-iV  +  P. 
le  polynôme  égal  au  produit 

(v-Vo)(v-vo...(v-v._,), 

par  t|;'(V)  la  dérivée  de  V,  puis  que  l'on  fasse,  pour 
abréger, 


A,_2  -1-  Pi  ^,_3  -h  P2  ^v-4  +  .  .  .  -I-  Pv_2  ^0, 


(6; 


et 

(  7  )       0  (  V  )  =  .vo  V'-^  -h  s  y  V^-2  +  .  .  .  -h  x,_2  V  -f-  .s_i , 
les  valeurs  des  inconnues  j^  sont 


Dans  l'hypothèse  où  nous  nous  sommes  placé ,  la  fonc- 

28. 
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lion  F  a  V  valeurs  distinctes  algébriquement  ;  mais  ici 
Xq,  Xi,  ...,  Xfi^i  ne  sont  plus  des  indéterminées,  et  il 
peut  arriver  que  plusieurs  des  quantités  (2)  soient  nu- 
inériquement  égales  entre  elles.  Lorsque  ce  cas  se  pré- 
sente, l'équation 

(9)  ^{V)-o 

a  des  racines  multiples,  et  quelques-unes  des  formules  (8) 
deviennent  illusoires;  mais,  dans  tous  les  cas,  si  Vp  est 
une  racine  simple  de  l'équation  (9),  la  formule 

donnera  toujours,  comme  nous  allons  le  démontrer,  la 
valeur  àej  qui  répond  à  la  valeur  Vp  de  V. 

499.  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  est  néces- 
saire de  compléter  l'analyse  du  n°492  pour  l'adapter  au 
cas  qui  nous  occupe  ici.  Supposons  que,  parmi  les  quan- 
tités (2),  il  y  en  ait  i  qui  soient  numériquement  distinctes 
et  représentons-les  par 

(10)  Vo,  V,,  V„    ...,  V,_i. 

Soient  Vp  l'une  des  quantités  (10)  et  Yp  la  somme  de 
toutes  les  valeurs  àey  qui  répondent  aux  valeurs  de  V 
égales  à  Vp.  Les  équations  (4)  deviendront 


(M 


Yo  -T-  Yj  H-  .  .  .  +  ¥/_!  —  ^0, 
VoY„  +  ViYj  -h.  .  .4-V,_iY,_,  =  t„ 
• , 

VJT^  Yo  +  Vj-^  Y,  -f- .  .  .  -4-  Vti  Y,_,  =  ^_„ 

y 

Vr  Yo  -f-  Vr^  Y,  +  .  .  .  -4-  V^ZÎ  Y,_,  =  ^_,  ; 
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il  est  évident  qu'elles  ne  peuvent  déterminer  que  les 
i  quantités 

et  que  les  i  premières  équations  suffisent  en  toute  rigueur 
pour  cet  objet;  mais  nous  en  emploierons  un  plus  grand 
nombre,  afin  d'arriver  à  des  formules  où  ne  figurent  que 
les  deux  seules  fonctions  0(V),  ^(V)  déjà  introduites. 
Désignons  par  7^  le  nombre  des  quantités  (2)  qui  sont 
égales  à  VpCt  considérons  les  v  —  /'-i-i  premières  équa- 
tions (il);  dans  le  cas  de  r  =1,  aucune  équation  ne  sera 
exclue.  Ajoutons  les  équations  dont  il  s'agit,  après  les 
avoir  multipliées  par  les  facteurs 

et  faisons,  pour  abréger, 

(12)     y  (V)  =  V'-'-  -h  ô._,_iV^-'-i  +  .  .  .  -f-  ô,  V  +  ô,, 
on  aura 

Yoî'(Vo)4-Y,î.(V,)+...  +  Y,_,î.(V,_i) 


-/— 1 


^v— /■— 1  4-  fv~ri 


et  si  l'on  détermine  les  facteurs  9,  de  manière  que  l'on 
ait  identiquement 


v)=    -^'^^ 


la  précédente  équation  donnera 

L'expression   de  ^(V)   s'obtient  facilement   en  multi- 
pliant les  deux  expressions 

^(V)  =  V^  -h  PiV^-^  +  .  .  .  -4-  Pv-i  V  +  P„ 

(V  —  Vp)'-       V       I  V+i  1.2     y^^ 
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et  en  négligeant  dans  le  produit  les  puissances  néga- 
tives de  V.  En  comparant  le  résultat  obtenu  avec  la  for- 
mule (12),  on  obtient 


'•i^Ij^v-lj  . 

i.2..;(v-r-i)   ^     ' 


h   ^  Pv-;.-l   -f-    Y   Pv-,.-.  Vp  -4-.  .   .   . 

'      1  .2.  .  .(v  —  /•—  2]       P 


■— ^^  +  7P'^'+'^-^^ 


Pl  +  7  V,. 


D'après  ces  formules  (i4)  et  en  se  servant  des  for- 
mules (6),  on  trouve  que  le  numérateur  de  l'expres- 
sion (i3  )  de  Yp  est  le  produit  du  polynôme 


^,  _!)...(,  _,),^vr- 


(l5)  j        -+-  (v— 2)...(v~r~i).ÇiV;-'-i-l-... 

l  +  r(r—  l).  .  .2^v-r 

par  le  facteur  numérique rr r*,  on  voit  que 

^  ^       1  .2.3...  (r— i)  1 

cette  expression  (  1 5  )  est  précisément  la  valeur  que  prend 
pour  V=i:Vp  la  dérivée  d'ordre  7' — i,  0''"*  (V),  du  poly- 
nôme 0(V).  Quant  au  dénominateur  de  l'expression 
de  Yp,  il  est  égal  à  cp(  Vp)  ou  à 

1.2.3. ../• 
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La  formule  (  1 3  )  devient  alors 


(16)  -Y 


P  .f,/-/\7    \       ' 


clans  le  cas  de  r  =  i,  Yp  doit  être  remplacé  par  j^  et 
0''~*(Vp)  par  0(Vç);  on  retombe  ainsi  sur  celle  des 
formules  (8)  qui  dé  termine  j)^p. 

La  formule  (16)  exprime  ce  résultat  remarquable,  que 
l'expression  générale 

.....  efv) 

convient  à  tous  les  cas,  pourvu  que,  si  le  second  membre 

se  réduit  à  -  pour  V= Vç,  on  supprime  les  facteurs  V — V^ 

communs  aux  deux  termes,  avant  de  faire  V  =  Vp,   et 
qu'on  remplace  j)^  par  la  moyenne  arithmétique  des  va- 
leurs qui  répondent  à  la  valeur  V.,. 
Soient 

To»  Xlf   7^1     •  '  •  y  Xr—l 

les  r  valeurs  àe  j  qui  répondent  à  la  valeur  Vp,  la  mé- 
thode que  nous  avon^  développée  nous  permet  de  cal- 
culer la  somme 

Jo  -+-  Ji  +  Ta  +  .  •  •  +  Xr-\' 

On  pourra  aussi  calculer,  de  la  même  manière,  la  somme 
des  carrés  de  ces  quantités,  la  somme  de  leurs  cubes,  etc. , 
et  enfin  la  somme  de  leurs  puissances/-''^""''';  on  pourra 
donc  former  l'équation  de  degré  /',  qui  a  pour  racines  les 
quantitésj^o».Xi7  '•'-,  Jr~\-  Ainsi,  quand  l'équation  en  Y 
a  des  racines  égales,  la  détermination  de  la  fonction  j^ 
peut  dépendre  d'une  équation  du  deuxième,  ou  du  troi- 
sième, etc.,  degré. 
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500.  L'analyse  qui  précède  peut  être  étendue  au  cas 
où  la  fonction  j- n'admet  pas  toutes  les  substitutions  de 
la  fonction  donnée  V. 

Dans  ce  cas,  le  nombre  v  des  valeurs  distinctes  de  V 
est  moindre  que  N  =  i .  2 .  .  .  7z  ;  et  si  l'on  pose 

les  N  valeurs  de  V  se  partageront  en  v  groupes  contenant 
chacun  |ui  valeurs  égales.  Soient 

V         v(i)  v'i'--*^ 

•1'  1'         •••»'!  > 

..,  •  '  '  y         ...,...., 

^  v—l  y      »  ,;_j  y      •  *  •  y      '  V— 1 

ces  V  groupes,  et  ji"*  la  valeur  de  j^  qui  correspond  à  V^''^ 
Désignons  par  z  une  fonction  symétrique  et  ration- 
nelle quelconque  des  quantités 

J  ^y  J  ç    y    '  •  '  >  J  ^        1 

il  est  évident  que  la  fonction  z  admettra  toutes  les  sub- 
stitutions de  Vp  ;  on  pourra  donc  exprimer  z,  en  général, 
par  une  fonction  rationnelle  de  Vp.  Quand  on  aura  ainsi 
calculé /Ji  fonctions  symétriques  des  quantitésj^p,^^^^,  ..., 
jf~^^  7  on  pourra  former  l'équation  du  degré  a,  qui  a 
pour  racines  ces  /m  valeurs  de  y. 

501.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'on  pourra  tou-  • 
jours  déterminer  les  n  racines  Xo ,  Xi , . . . ,  Xn-i  d'une  équa- 
tion donnée  du  degré  7i,  si  l'on  connaît  la  valeur  d'une 
fonction  V  de  ces  racines,  pourvu  que  les  i. 2. 3... /z  va- 
leurs que  prend  V,  quand  on  y  permute  les  racines,  soient 
différentes,  non-seulement  sous  le  rapport  de  la  forme 
algébrique,  mais  encore  au  point  de  vue  numérique. 

En  effet,  on  peut  supposer  que  la  fonction  inconnue  y 
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se  réduise  à  l'une  quelconque  des  racines,  à  Xq  par 
exemple;  alors  on  pourra  exprimer  Xq  en  fonction  ra- 
tionnelle de  V  et  des  coefficients  de  l'équation  proposée. 
Si  ensuite  on  suppose  que  j-  se  réduise  à  une  autre  ra- 
cine Xji,  on  pourra  de  même  exprimer  Xt  en  fonction 
rationnelle  de  V,  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte  de  là  que 
si  la  valeur  donnée  de  V  est  commensurable,  c'est-à-dire 
exprimable  en  fonction  rationnelle  des  quantités  que  l'on 
regarde  comme  connues,  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée seront  toutes  commensurables. 

Mais,  si  la  fonction  V  n'a  pas  toutes  ses  valeurs  dis- 
tinctes, qu'elle  prenne,  par  exemple.  A"  valeurs  égales  par 
les  substitutions  auxquelles  répondent  les  valeurs 

de  la  fonction  j  =  x^  la  méthode  précédente  ne  fera 
plus  connaître  ces  racines,  elle  permettra  seulement  de 
former  l'équation  du  /c^^'^«  degré  dont  elles  dépendent. 

La  théorie  qui  vient  d'être  exposée  comprend  tout  ce 
que  l'on  sait  de  plus  général  sur  l'abaissement  des  équa- 
tions quand  on  connaît  une  relation  entre  les  racines, 
car  ce  cas  est  évidemment  le  même  que  celui  où  l'on 
donne  la  valeur  d'une  fonction  des  racines. 

Recherches  de  Galois  relatwes  à  la  théorie  précédente. 

502.  L'analyse  que  nous  venons  de  présenter  nous  a 
conduit  à  un  théorème  dont  on  comprend  toute  l'impor- 
tance et  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème.  —  Si 

(i)  /(-)  =  o 

est  une  équation  quelcojique  de  degré  n,  mais  qui  na 
pas  de  racines  égales,  et  que 
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soit  une  Jonction  rationnelle  des  racines  Xq^X\,  ...,  x„_< 
de  Inéquation  (  i  ),  tellement  choisie,  que  les  i.2.'5...n  va- 
leurs quelle  prend,  par  les  substitutions  des  racines, 
soient  toutes  différentes,  on  pourra  exprimer  ces  n  ra- 
cines Xqi  ^o     •'•>  ^'n-\  en  fonction  rationnelle  de  V. 

Il  ne  sera  pas  mutile  de  faire  connaître  ici  la  démon- 
stration que  Galois  a  donnée  de  ce  théorème  dans  le  cé- 
lèbre Mémoire  inséré  au  tome  XI  du  Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées. 

Nous  désignerons  par  Vo  la  valeur  donnée  de  V,  et  par 

Vo,  v„  ...,  v,_, 

les  1).=  1 .2.3.  .  .  (  « — I  )  valeurs  que  prend  V,  par  les 
substitutions  des  n  —  i  racines 

On  aura  alors  une  équation  en  V  du  degré  p,  savoir 

(^)  (v-Vo)(v-vo...;v~v,_i)=:o, 

dont  les  racines  Vo,  Vi,  ...  seront  toutes  différentes  et 
dont  les  coefficients,  qui  sont  des  fonctions  symétriques 
des  racines  x^,  x^,  •  •  •  »  .^«-i  de  l'équation 

s'exprimeront  rationnellement  par  les  coefficients  de 
cette  équation,  c'est-à-dire  en  fonction  rationnelle  de  Xq 
et  des  coefficients  de  l'équation  proposée  (i).  Par  suite, 
l'équation  (2)  pourra  être  mise  sous  la  forme 

(3)  F(V,^,).=:o, 

F  désignant  une  fonction  rationnelle  de  V  et  de  Xq.  Or 
l'équation  (2)  ou  (3)  est  satisfaite  pour  V=Vo  ;  on  aura 
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donc  identiquement 

en  sorte  que  l'équation 

(4)  F(Vo,  .r).=:-0 
sera  satisfaite  en  posant 

.T.  —  x,, 

et,  en  conséquence,  les  équations  (i)  et  (4)  auront  une 
racine  commune  Xq.  Je  dis,  de  plus,  que  ces  équations  ne 
sauraient  avoir  d'autre  racine  commune.  Supposons,  en 
effet,  que  l'équation  (4)  soit  satisfaite  pour  x=Xi,  on 
aura  identiquement 

par  suite,  l'équation 

(5)  FfV,.r,)r=rO 

sera  satisfaite  pour  V=^Vo.  Or  l'équation  (o)  se  déduit 
de  l'équation  (3),  ou  de  Féquation  (2),  par  la  transposi- 
tion des  racines  Xq  eX  x^  ;  d'ailleurs,  par  cette  transposi- 
tion, les  quantités  Vq,  Vi,  ...,  V,^_i  se  changent  en  d'au- 
tres V'o  jV'i  ,  ...,  Vj^_î,  toutes  distinctes  des  premières  par 
hypothèse;  donc  l'équation  (5)  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(v-v;)  (v-r.)...(v-v;_,)r=:o, 

et  l'on  voit  qu'elle  ne  saurait  avoir  Vo  pour  racine. 

Les  équations  (i)  et  (4)  n'ayant  que  la  seule  racine 
commune  Xq,  on  déterminera  facilement  cette  racine. 
Pour  cela  on  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  y  (.r)  et  F(Vo,  x),  et  l'on  poussera  l'opération  jus- 
([u'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  du  premier  degré  en  x  : 
en  égalant  à  zéro  ce  reste,  on  aura  une  équation  qui  fera 
connaître  la  valeur  de  Xq, 

.ro  =  -MVo)    OU    ^o=-HV); 
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et  cette  valeur  de  Xq  sera  évidemment  rationnelle  en  V, 
puisque  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur  ne 
peut  pas  introduire  de  radicaux. 

On  peut  opérer  de  la  même  manière  pour  trouver  les 
autres  racines,  et  l'on  obtiendra  ainsi  des  expressions 
rationnelles,  telles  que 

Corollaire  I. — U équationY du  degrés  =  i  .2.3.../2, 
qui  a  pow  racines  toutes  les  N  valeurs  de  V  et  dont  les 
coefficients  s' expriment  rationnellement  par  ceux  de  l'é- 
quation proposée,  jouit  de  cette  propriété  remarquable 
que  toutes  ses  racines  peui^ent  être  expjnmées  rationnel- 
lement par  l'une  quelconque  d'entre  elles. 

Soient,  en  effet,  V  et  Vi  deux  valeurs  de  V";  Vi  est 
une  fonction  rationnelle  des  racines  Xo,  Xj,  ...,  x„_i, 
lesquelles,  d'après  ce  qui  précède,  sont  des  fonctions 
rationnelles  de  V  :  on  aura  donc 

V,=e(V;, 

0  désignant  une  fonction  rationnelle. 

Corollaire  II. — Etant  données  tant  d' irrationnelles 
algébriques  qiî  on  voudra,  on  peut  toujours  les  exprimer 
toutes  en  fonction  rationnelle  d 'une  même  irrationnelle. 

Nous  nommons  irrationnelle  algébrique  toute  quantité 
qui  est  racine  d'une  équation  algébrique  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  regar- 
dées comme  connues.  Cela  étant,  soient 

m,  irrationnelles  algébriques  quelconques  ;  on  pourra  for- 
mer une  équation  d'un  certain  degré  zz,  à  coefficients 
commensurables,  dont  ces  m  quantités  seront  racines, 
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et  qui  n'aura  pas  de  racines  égales.  Soient 


les  n  racines  de  cette  équation,  et  désignons  par  V  une 
fonction  rationnelle  de  ces  n  racines  telle,  que  les  valeurs 
qu'elle  prend  parles  substitutions  soient  toutes  distinctes  : 
V  sera  une  irrationnelle  algébrique  en  fonction  de  la- 
quelle les  m  irrationnelles  données  pourront  s'exprimer 
rationnellement,  d'après  le  théorème  précédent. 

Nous  admettons  comme  évident  qu'on  peut  toujours 
former  une  fonction  rationnelle  de  m  quantités  inégales, 
telle  que  les  i .  2 .  3  .  .  .  m  valeurs  qu'on  en  déduit  par 
les  substitutions  soient  différentes. 

503.  Application  a  un  exemple.  —  Le  théorème 
précédent  fournit  une  méthode  beaucoup  plus  simple 
que  celle  qui  résulte  de  la  théorie  de  Lagrange,  pour 
déterminer  les  racines  d'une  équation  quand  on  se 
donne  une  fonction  de  ces  racines.  Nous  prendrons 
comme  exemple  le  cas  de  l'équation  du  troisième  degré. 

Soit  l'équation 

(l)  x3  +  /?ia:^+7?2.r-h7?3r=:o, 

et  posons 

V  =  a.TQ  -+-  bx^  -f-  cx^. 

En  transposant  les  lettres  x^  et  x^,  on  obtient  ces  deux 
valeurs  de  V, 

Vo  =  axQ  -4-  bx^^  +  CJC2, 


Vi  z=zaxQ  -f-  bx^  + 


crj; 


l'équation  en  V  sera  alors 

(V-Vo){V-VO  =  o, 


ou 


-h  [a^x]  -\-a[b-^c) x^ [x^  -f-  ^2)  +  bc[x\  +  ^^  )  _^  j^a  _|_  ^sj ^^^^ ■ 
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On  peut  chasser  Xi  et  X2  de  celte  équation  à  l'aide  des 
relations 

.rj  -f-  .^2  ^—       Pi        -^O' 

Xj  ^2  — /?2  —  «^0  (•^•1  H-  -^2)  —/^â  -^/^i  -^0  +  •'^•0^ 

et  l'on  aura 

y-—[[ia  —  b-~c) .^0  —  /7i  ( ^  -4-  c )] V 
+  [(«"-f-  ^"'  -4-  c^ —  ab  —  ac  —  bc).Tl 
4-  [b~-]-c'  —  ab  — ac)pi.r^^  -\-  bcp\  —  (Z>  — cYp?.  =:.-o. 

Il  faudra  maintenant,  pour  avoir  Xq,  faire  x  =  Xq  dans 
le  premier  membre  de  l'équation  (i)  et  chercher  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme  que  l'on  ob- 
tiendra ainsi  et  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  : 
il  n'y  a  même  aucun  calcul  à  faire  dans  le  cas  particulier 

où  ror\  a 

«'  4-  b-  +  c-  —  ab  —  ac  —  bc  z:^  o\ 

car  l'équation  (2)  ne  contient  plus  alors  que  la  première 
puissance  de  Xq,  et  elle  en  fait  connaître  immédialement 
la  valeur.  Ce  cas  simple  se  présente  si  l'on  prend  pour  ^^ 
bj  c  les  trois  racines  cubiques  de  l'unité. 

Soit  a  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité,  el 
posons 

rt  =r:  I ,        b  z=.  (/.,       C  z=z  a^, 

on  aura,  à  cause  de  a-  -h  a  -^-  1  r=:  o, 

504.  Le  théorème  démontré  au  n"  502  a  pour  com- 
plément la  proposition  suivante,  qui  n'a  pas  moins  d'im- 
portance dans  la  théorie  des  équations  : 

Théorème.  —  Soient 

{.)  /(x)=o 
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une  équation  de  degré  n  qui  na  pas  de  racines  égales, 
et 

une  fonction  rationnelle  des  racines  Xo,  ^1,  .  .  . ,  x,i^^ 
et  des  quantités  connues,  tellement  choisie,  que  les 
N  =  1 .  2 . 3 .  .  .  7z  fonctions  qu'on  en  déduit  par  les  sub- 
stitutions des  racines  aient  des  valeurs  numériques  illé- 
gales. Soient  aussi 

(3)  S?(V)=:0 

l'équation  de  degré  N  qui  a  pour  racines  les  N  valeurs 
de  V,  F(V)  un  diviseur  irréductible  de  degré  v  du 
poljnôme  5^(  V)  ;  désignons  enfin  les  racines  de  l'équa- 
tion 

(4)  F(V)=rO 

par 

(5)  Vo,  V„  V„    ...,  V,_,. 

Si  les  racines  de  V équation  proposée  (i)  sont  repré- 
sentées par 

elles  pourront  l'être  aussi  par 

(7)  ^o(V,),  f,(V,),    ...,   ^,_,(V,), 

V^-  désignant  l'une  quelconque  des  quantités  (5). 

En  effet,  l'équation  (1)  admet  par  hypothèse  la  racine 
(|^a(Vo);  on  a  donc/tJ;A(Vo)  =  o,  et,  par  conséquent, 
Vo  est  racine  de  l'équation 

Or  Vo  est  l'une  des  racines  de  l'équation  (4)  et,  comme 
celle-ci  est  irréductible,  toutes  ses  racines  doivent  satis- 
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faire  à  l'équation  précédente  :  on  a  doncy^fz/f  (V/)  =  o, 
ce  qui  exprime  que  les  quantités  (7)  sont  racines  de 
l'équation  (i). 

Pour  achever  la  démonstration  du  théorème  énoncé, 
il  reste  à  prouver  que  les  quantités  (7)  sont  distinctes. 
Je  dis  qu'on  ne  peut  pas  avoir  ^a(V/)  =  ^y  (V/),  si  y  est 
différent  de  /r;  en  effet,  si  cette  égalité  avait  lieu,  V^-  se- 
rait racine  de  l'équation 

-K(V)--j'y(V)  =  o, 

laquelle  admettrait  alors  chacune  des  racines  (  5)  de  l'é- 
quation irréductible  (4);  on  aurait  donc  en  particulier 
^a(Vo) — 4^7  (^0)  =  o?  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Corollaire.  — Les  substitutions  i,  S<,  S2,  .  .  .,  S^_i, 
par  lesquelles  on  passe  de  la  permutation  (6)  des  ra- 
cines Xq,  x^,  . ..,  Xn-\  ciux  V  permutations  ['j),  forment 
un  système  conjugué.  En  d'autres  termes ,  les  v  permu- 
tations (  7  )  constituent  un  groupe. 

En  effet,  on  a  Vf=6(Vo),  Q  étant  une  fonction  ra- 
tionnelle; il" s'ensuit  que  Vo  est  racine  de  F0(V)  =  o; 
cette  équation  admet  donc  la  racine  Vy,  et  ^(Vy)  est 
l'une  des  racines  Va  de  l'équation  (4)-  Cela  posé,  dési- 
gnons par  A/  la  permutation  (7),  on  aura 


S,- A 

0  —  -^i 

=:-i>0^(Vo), 

•^i^(Vo), 

et 

,  en 

faisant  la  substitution  Sy, 

Sy 

S,Ao  = 

=  -%^(Vy),    h 

^(Vy),    • 

=  ^o(v.),  U 

V,),  ..., 

d' 

où 

■^n 


SyS, 
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SECTION  V. 
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DES  ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  ET  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 
CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES  SUR  LA  RÉSOLUTION  ALGÉ- 
BRIQUE DES  ÉQUATIONS. 


Résolution  de  l'équation  générale  du  troisième  degré. 

505.  Méthode  de  Hudde.  —  Parmi  les  méthodes 
connues  pour  la  résolution  de  l'équation  générale  du 
troisième  degré,  la  plus  simple  est,  sans  contredit,  celle 
de  Hudde;  c'est  aussi  celle  que  nous  exposerons  la  pre- 
mière. 

Gomme  on  peut  toujours  faire  disparaître  le  deuxième 
terme  d'une  équation,  nous  considérerons  l'équation 

(1)  x}  -\- p X  -\-  q  ^=z  o 

débarrassée  du  terme  en  x^^  Posons 

(2)  ^izzijH-Z,  ,         - 

y  étant  une  nouvelle  variable  et  z  une  fonction  dej}/, 
que  nous  nous  réservons  de  déterminer,  de  manière  que 
l'équation  transformée  en  y  rentre,  s'il  est  possible, 
dans  les  classes  d'équations  que  nous  savons  résoudre. 
Remplaçons  dans  l'équation  (i)  x  par  sa  valeur  tirée 
de  (2),  on  aura 

[y-^zY  -+•■/?( J  -f-  z)  -;-  q^O, 

39» 
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OU 

(3)  (r^-\-z^-^q)^{x-\-z){Zyz-^p)  =  0. 

Si  maintenant  on  détermine  z  par  la  condition 

Zjz  -\-  p  =:o, 
ce  qui  donne 


z  =  - 

P 

"3^' 

ier 

idra 

I' 

p3 

-\-q-. 

y' 

-f-  qj^  - 

.El- 

27" 

ou 

(4)-  j«4-îJ=-^=0. 

Cette  équation  en  j  peut  se  résoudre  à  la  manière  des 
équations  du  deuxième  degré,  car  elle  ne  contient  que 
les  puissances  j^  et  j^.  Ensuite,  quand  y  sera  connu, 
on  aura  x  par  la  formule 

(5)  •  ■^=^-T/ 

L'équation  du  sixième  degré  (4)?  à  laquelle  nous  ra- 
menons ainsi  l'équation  proposée,  a  été  nommée  par 
Lagrange  la  réduite  ©u  la  lésoluante  de  l'équation  (1). 

Quoique  cette  résolvante  ait  six  racines,  la  formule  (5) 
ne  donnera  pourtant  que  trois  valeurs  de  x,  comme  cela 
doit  être.  En  eflfet,  la  résolvante  ne  change  pas  quand  on 

change  j'  en  —  — -»  en  sorte  que  ses  six  racines  forment 

trois  groupes  tels,  que  le  produit  des  deux  racines  de 

chaque  groupe  est  égal  à  — E,  et  il  est  évident  que  la 

formule  (5)  donnera  la  même  valeur  pour  x  quand  on 
remplacera  y  successivement  par  les  deux  racines  d'un 
même  groupe.  Gela  va  résulter,   au   surplus,   de  l'ex- 
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pression  même  des  valeurs  de  x  dont  nous  allons  nous 
occuper. 

De  l'équation  (4)  on  tire  cette  valeur  àe  j^ , 


---! 

V  4      27 

ou 

(6) 

r'  =  - 

-i±v/R, 

en  faisant. 

,  pour  abréger, 
R  = 

4+27' 

enfin,  on 

tire  de  l'équatic 

m  (6) 

(7) 

/-!±Va. 

Cette  expression,  à  cause  des  valeurs  multiples  des  radi- 
caux, donne  les  six  racines  de  l'équation  (4)  ;  mais  nous 

admettrons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  i  / ±  ^R 

représentera  seulement  l'une  des  trois  racines  cubiques 

de  —  -  ±  y/îï  :  ce  sera  celle  que  l'on  voudra,  mais  ce 

sera  toujours  la  même  ;  en  sorte  que,  si  a  et  S  désignent 
les  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité,  les 
six  racines  de  l'équation  (4)  pourront  être  représentées 
par 

(8)  yZ-l  +  s/R,    Y-ï^'    ^V'''--^- 

Et  comme,  des  deux  radicaux 


le  premier  nous  représente,  par  notre  convention,  celle 
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des  trois  racines  cubiques  de  —  -  -h  y/R  que  nous  vou- 
drons, le  second  également  celle  des  trois  racines  cu- 
biques de  — \JK  que  nous  voudrons,  et  qu'en  outre 

leur  produit  a  pour  cube  —  —,  nous  pouvons  choisir  les 
valeurs  de  ces  deux  radicaux  de  manière  que  leur  pro- 
duit soit  égal  à  —  4*,  on  aura  alors 


(9) 


V/-f^^«=-7 


3i/-lrbv^R 


Si  maintenant  on  porte,  dans  la  formule  (5),  chacune 
des  valeurs  (8)  de  j,  en  se  servant  de  la  formule  (9)  et 
en  se  rappelant  que  «^==1,  on  obtiendra  les  valeurs 
suivantes  de  x  :  ^  •  '^ 

qui  se  réduisent  évidemment  à  trois  distinctes,  savoir  : 
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Ces  trois  racines  de  l'équation  (i)  peuvent  être  repré- 
sentées par  la  formule  unique 


(10) 


=  y/-|WH-.y/-i-v/K; 


allé  formule  de  Cardan,  pourvu  qu'alors  on  laisse  aux 
radicaux  cubiques  toute  leur  généralité,  mais  qu'on  n'as- 
socie ensemble  que  les  valeurs  de  ces  radicaux  qui  donnent 

un  produit  égal  à  — ^' 

Si,  dans  la  formule  (lo),  on  combine  chaque  valeur 
du  premier  radical  cubique  avec  chaque  valeur  du  se- 
cond, on  aura  en  tout  neuf  valeurs  de  x,  qui  seront  les 
racines  des  trois  équations 

X^  -\-px  4-  ^  r:r  G, 
X^-\~  pcf.X  -h  q  =  0, 
a:^  -{- pQx  -{-  ^  =  O, 

ainsi  qu'on  s'en  assure  aisément  en  faisant  disparaître 
les  radicaux  de  l'équation  (lo). 

506.  L'analyse  qui  précède  s'applique  à  tous  les  cas, 
quelles  que  soient  les  quantités  p  et  q,  réelles  ou  imagi- 
naires. Nous  allons  ajouter  quelques  détails  relatifs  au 
cas  où  les  coefficients  sont  réels. 

Discussion  de  la  formule  de  Cardan.  — p  et  q  étant 
des  quantités  réelles,  supposons  R  >  o,  ou 

4jo3+27ç^>0; 

les  deux  radicaux  qui  figurent  dans  l'équation  (lo)  auront 
chacun  une  de  leurs  trois  valeurs  réelles.  Désignons 
par  A  la  valeur  réelle  du  premier,  par  B  celle  du  second  ; 
les  trois  valeurs  du  premier  radical  seront 

A,  A  a,  AS, 
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celles  du  second  seront 

B,   Ba,    Bg; 

et,  comme  les  valeurs  des  deux  radicaux  qu'il  faut 
prendre  ensemble  doivent  avoir  un  produit  réel,  on 
aura,  pour  les  racines  de  l'équation  (i), 

A-+-B, 

Aa  +  BS, 

AêH-Ba. 
D'ailleurs, 


-i  +  V-3         .        _i_y/_.  3 

a  = ,      s  =:  -1 : 

2  2  ' 

les  trois  racines  de  l'équation  (i)  seront  donc 

^       ^  A  +  B^A  —  B    , — - 

A  +  B     et dz i/— 3. 

2.  1  ^ 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'équation  (i)  a  deux  racines  ima- 
ginaires. 

Si  l'on  a  R  =  o,  ou 

il  en  résulte  B  =  A;  alors  l'équation  (i)  a  ses  trois  ra- 
cines réelles,  mais  deux  de  ces  racines  sont  égales  entre 
elles. 

Supposons,  enfin,  R<^o,  ou 

4/?M-  27<7^<;o; 

chacun  des  radicaux  qui  figurent  dans  la  valeur  de  x 
aura  ses  trois  valeurs  imaginaires  ;  mais  il  est  facile  de 
voir  que  l'équation  (i)  a  ses  racines  réelles  et  inégales. 
Soient,  en  effet, 

A-i-By/^i,      cK{A-hB^^),      e(A-f-B^^) 
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les  trois   racines  cubiques    de    l'expression  imaginaire 

h  y/R  ;  l'expression  imaginaire  conjuguée  —  -  —  \JR 

aura  évidemment  pour  racines  cubiques 

A  — Bv/^,     e(A  — By/^),      «(A  — By/^); 

et,  comme  les  valeurs  des  deux  radicaux  qui  composent 
la  valeur  (lo)  de  x  doivent  avoir  un  produit  réel,  on 
aura  les  trois  valeurs  suivantes  de  x  : 

(a-}-Bs/^)+  (a  — By/^), 
a(A  -h  B  y/"^)  -f-  S(a  —  B  y/^), 
ê(A  H-  B  y/^)  4-  «(a  —  B  y/^); 

ou,  en  remplaçant  a  et  S  par  leurs  valeurs, 
2A,     —  A  +  Bv%     —  A  — By/3. 

L'équation  (i)  a  donc  ses  trois  racines  réelles,  comme 
nous  l'avions  annoncé,  et  il  est  très-facile  de  montrer 
qu'elles  sont  inégales. 

En  effet,  on  ne  peut  avoir  d'abord 

—  A  -4-  B  y/3  =:  —  A  —  B  y/S, 

car  il  en  résulterait  B=:  o,  et  la  quantité —  -  -{-  y/R  serait 

égale  à  la  quantité  réelle  A'^,  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse. On  ne  peut  avoir  non  plus 

2A=:— AdbBy/3, 

car  il  en  résulterait  B  =  zt  A  y/3  ;  par  suite, 

A  H- B  y/^=  a(i  dz  v/^^)  =  —  2aA, 


et 


-  î  -f-  y/R  =r  -  Sa^A^^i  -  8  AS 
2 
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ce  qui  est  encore  contre  l'hypothèse,  puisque  le  second 
membre  est  réel. 

Le  cas  que  nous  examinons  ici  est  fort  remarquable; 
car,  bien  qu'alors  les  trois  racines  de  l'équation  du  troi- 
sième degré  soient  réelles,  la  formule  de  Cardan  pré- 
sente leurs  valeurs  sous  une  forme  compliquée  d'imagi- 
naires; et  si,  pour  faire  disparaître  ces  imaginaires,  on 
cherchait  à  mettre  les  radicaux  cubiques  qui  entrent 
dans  la  formule  de  Cardan  sous  la  forme  A  H-  B  sj —  i , 
on  trouverait  que  les  quantités  A  et  B  dépendent  d'une 
équation  toute  semblable  à  la  proposée.  L'équation  en  A, 
par  exemple,  aurait  ses  trois  racines  réelles,  et  l'on 
trouverait,  par  conséquent,  une  expression  de  A  égale- 
ment compliquée  d'imaginaires.  C'est  pour  cette  raison 
que  le  cas  dont  il  s'agit  ici  a  été  nommé  cas  irréductible. 

507.  Ainsi  la  formule  de  Cardan  ne  peut  servir  à  la 
résolution  numérique  de  l'équation  du  troisième  degré 
que  si  une  seule  racine  est  réelle  ;  mais,  dans  le  cas  irré- 
ductible, l'équation  se  résout  très-simplement  par  le 
moyen  des  fonctions  circulaires.  Si  l'on  pose,  en  effet, 

2  3 

4-  ^-  —  =  —  P^  sin^  w,     —  -  1—  p  cosw, 

4       27  2      ' 

la  quantité  p  et  l'angle  w  seront  déterminés  par  les  for- 
mules 

—_1 

p^  1 


H 


l—p'^ 


5        ces  w  =:: 

V       27 

et  la  formule  de  Cardan  donnera 


07  =r  vp  \YC0Sw  -I-  y  —  i  sinw  H-  ycosw  —  y  —  I  si 


smw 
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\p  désignant  une  quantité  réelle  ;  on  a  d'ailleurs 
Vcos&)  —  y/ — I  sinw  m  cos y  —  i  sm ? 

à  3 

Vcosw  +  y/ — I  smw  =  cos h  sj — I  sm r 1 

où  /r  a  l'une  des  trois  valeurs  o,  i ,  2.  On  doit  donner  à  k 
la  même  valeur  dans  ces  deux  formules,  car  il  faut  que 
le  produit  de  leurs  premiers  membres  soit  réel  ;  on  aura 
donc 

3/-           M  -{-  Q./riT 
,X=:  2y/  p  cos  — 5 

et  les  trois  racines  de  l'équation  seront 

3/-          w               3/-          &) -f-  2  7r  3-  M  -h  â-Tt 

2  yp  cos  - 5        2  Vp  cos 5        2  y/ p  COS 


3         ^^  3        '       -vr—        3 

On  pourra,  dans  chaque  cas,  calculer  par  logarithmes 
les  trois  racines  dont  nous  venons  de  donner  l'expres- 
sion. 

508.  Méthode  de  Lagrajvge.  —  Considérons  l'équa- 
tion complète  du  troisième  degré 

(1)  .r^' 4- Par- -4- Q.r -I- R  =  o, 

et  désignons  par  Xq,  x^,  X2  ses  trois  racines.  D'après  la 
théorie  exposée  aux  n"®  501  et  502,  on  pourra  déter- 
miner les  racines  Xq,  Xi,  x^,  si  l'on  parvient  à  connaître 
la  valeur  d'une  fonction  quelconque  de  ces  racines,  tel- 
lement choisie,  cependant,  que  les  six  valeurs  qu'elle 
peut  prendre  par  les  1.2. 3  substitutions  de  Xq,  X\, 
X2  soient  différentes.  La  méthode  de  Lagrange,  que 
nous  allons  exposer  ici,  consiste  à  déterminer  directement 
la  valeur  d'une  fonction  linéaire  des  trois  racines,  telle 
que 

(2)  t  =  a:Q-\r-Axi-hB.T^, 
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OÙ  A  et  B  désignent  des  constantes  quelconques,  et  à  dé- 
duire ensuite  de  cette  fonction  l'expression  des  racines 
elles-mêmes. 

Si  l'on  exécute  sur  les  indices  o,  i,  2  toutes  les  sub- 
stitutions qu'ils  comportent,  on  obtiendra  les  six  valeurs 
suivantes  de  la  fonction  t  : 

?o  —  .^0  H- A.r,  +B.r2, 
/j  =:  .Xq  -4-  A.r,  -V-  B.rj, 
,  ^2  =  -^i  -1-  A.r2  -f-  BjTo, 
^3  =:  .r^  -f-  Axq  -h  Bx,, 
?4  =  .^2  -+-  K.Tq  -4-  B  J^i, 
^5  ==  .272  -f-  AXj  4-  B.ro, 

et  cette  fonction  t  dépendra  de  l'équation  du  sixième 
degré 

(4)    [t-t,)[t-t,][t-t^)[t-t,)[t-t,)[t-t,)  =  o, 

que  l'on  ramènera  au  deuxième  degré,  si  l'on  peut  dis- 
poser des  constantes  indéterminées  A  et  B,  de  manière 
qu'elle  ne  renferme  que  la  sixième  et  la  troisième  puis- 
sance de  t.  Il  faut  et  il  suffît,  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
que,  t  désignant  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion (4),  a  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité, 
cLt  el  a'^L  soient  aussi  racines  de  l'équation  (4).  Voyons 
si  cette  condition  peut  être  remplie.  D'abord  olIq  et 
ol^Iq  ne  peuvent  être  égaux  ni  à  ii,  ni  à  ^3,  ni  à  ^5,  lors- 
qu'on regarde  Xq,  x^y  X2  comme  des  indéterminées,  car 
autrement  on  aurait  a  =  i\  il  faut  donc  que  l'on  ait 

a  ?o  =  ^2      ^t      a^  Iq  rzr  ^4, 

ou 

Ces  deux  dernières  équations  équivalent  aux  précédentes, 
puisque  rien  ne  distingue  les  racines  ce  et  a^  l'une  de 
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l'autre  ;  nous  adopterons  les  précédentes,  etcomme  celles- 
ci  doivent  avoir  lieu,  quelles  que  soient  jcq,  Xi,  X2,  nous 
en  déduirons  les  valeurs  suivantes  de  A  et  de  B  : 

Il  arrive  alors  que,  A  et  B  ayant  ces  valeurs,  on  a  aussi 

en  sorte  que,  si  l'on  prend  pour  valeur  de  L 

t=rz,TQ  -}-  a^i  H-  Cf.^X2, 

l'équation  en  t  aura  pour  racines 
et  elle  sera,  par  conséquent, 

[t^-.tl)(t^-t\)r=0, 
OU 

(5)  t^—[tl^t\]t^-^tlt\  =0, 

en  faisant 

?0  =  -^0  +  «'^1    +  «^-2^2. 


ti  =  jCq  -h  a^  .r  1  ■■+-  a  ^2  : 


ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  généraux  que  nous 
avons  obtenus  au  n°  494. 

Lorsque  les  valeurs  de  to  et  f<  seront  connues,  celles 
deoTo,  ^iy  X2  le  seront  aussi;  on  a,  en  effet, 

(7)  ,  —  P  —  Xo  +  Xi  4-^2, 

et,  en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (y),  il  vient,  à  cause 
de  a- -h  a  -I- 1  —  o, 

18)  ^0=  ■ 3 

Pour  avoir  a^j,  il  faut  ajouter  les  trois  équations  (6)  et  (7), 
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après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  «2,  a  et  i; 
on  a  ainsi 

(9)  .,=.^l±^h±^, 

et  enfin  on  obtient  la  valeur  suivante  d'e  ^2, 

(.0)  .r,=  Zll±^^, 

en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (7),  après  les  avoir  res- 
pectivement multipliées  para,  a^  et  i. 

Tout  est  donc  ramené  à  résoudre  l'équation  (5),  qui 
est  alors  une  réduite  ou  une  résolvante  de  l'équation  pro- 
posée. Cherchons  d'abord  à  exprimer  les  coefficients  de 
la  résolvante  par  ceux  de  l'équation  proposée,  ce  qui  est 
possible,  puisque  ces  coefficients  t^-h  t\  et  tlt\  sont  des 
fonctions  symétriques  des  racines. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  équations  (6)  l'une  par  l'autre, 
et  qu'on  ait  égard  à  la  relation  a^  -f-  «  -f-  i  ==  o,  il  vient 

^0^1  =  ^l  -^  x\  +  x'I  —  XqX^  —  .r^Xg  —  .r2.r0 

—  (.ro  -}-  xj  -f-  ^2  )2  —  3  (j^o^i  +  ^'1  ^2  -+-  ■^2"^o )  ; 
et,  par  conséquent, 
(ïi)  ^o^i----P'-3Q; 

si,  enfin,  on  ajoute  les  deux  équations  (6),  après  les  avoir 
élevées  au  cube,  on  obtient 

t\-\-t\  =  i[x\^x\-\-x\] 

—  3  (,rj  .rj  -F  x\  X,  -4-  x]  x^  +  .r ^  x^ -f-  xl  x^  -h  .r  J  x^)  -h  12x^X1  x, 
=:3(.r^  -+-  x\  +  xl)  —  (.ro  -i-  Xl  -f-  .r2)=^-^  iSx^x^x^ 

la  résolvante  (5)  devient  donc 
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En  posant 

elle  se  réduit  à  l'équation  du  deuxième  degré 

e^- -  (_  2P3  -f-  9PQ  -  27R)  9  -h  [r-  -  3Q)^  =:o; 

et,  si  l'on  nomme  9o  et  0j  les  deux  racines  de  cette  équa- 
tion, on  aura 

Les  équations  (8),  (9)  et  (10)  deviennent  alors 

-  P  -f-  'V^  H-  Wi 


3 

— -  ? 

—  p 

-t- 

a^v/^4 

-av/ë; 

3 

-p 

+ 

aV^-n 

c'.^V^i. 

on  prendra  pour  \/^o  l'une  quelconque  des  trois  valeurs 
de  ce  radical,  mais  la  même  dans  les  trois  formules  : 
quant  à  l'autre  radical  v^i  ,  sa  valeur  est  déterminée 
quand  on  a  fixé  celle  de  {/Ôq,  car  l'équation  (11)  nous 
donne 


v/Oo.v'Ê),  =3P2-3Q. 

Tl  suit  de  là  que  les  trois  racines  pourront  être  représen- 
.  tées  par  la  formule  unique 

j;, — , 


qui  n'a  que  trois  valeurs  distinctes,  si  l'on  considère  que 
vdi  y  est  mis,  pour  abréger,  à  la  place  de  - —     —  . 
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509.  Comparaison  des  deux  méthodes  précédentes. 
—  La  méthode  de  Lagrange,  que  nous  venons  d'expo- 
ser, est  moins  simple  que  celle  de  Hudde  ;  mais  elle  est 
plus  directe.  Toutefois,  ces  deux  méthodes  fournissent 
la  même  résolvante,  et  nous  allons  voir  qu'on  est  natu- 
rellement conduit  à  la  méthode  de  Lagrange,  en  étudiant 
à  fond  celle  de  Hudde. 

Reprenons  l'équation  générale  du  troisième  degré 

(l)  x3  -f-  Px"-  -4-  q.r  -+-  R  =  G. 

Pour  appliquer  la  méthode  de  Hudde,  on  commence  par 
faire  disparaître  le  deuxième  terme,  en  posant 

P 


ce  qui  ramène  l'équation  à  la  forme 
on  pose  ensuite 


2)  x'^ -f-/>.r'  -f-  </  =  G; 


P 

et  l'on  obtient  enfin  cette  résolvante, 

(3)  j^  +  ^j^-ÇL=,„. 

27 

Cela  posé,  si  j  0  désigne  l'une  des  trois  racines  cu- 
biques de  —  -  -+-  1/7-  H ^  Ji  celle  des  trois  racines 

cubiques  de  —  -  —  V/T  +       '  ^"^'  multipliée  par  7  q, 

donne   pour  produit  —:r-i  les    six   racines    de   l'équa- 
tion (3)  seront 
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et  celles  de  l'équation  (2) 

par  suite,  en  appelant  Xq,  Xi,  X2  les  trois  racines  de 
l'équation  (i),  on  aura 

P 

.^0  =  —  3  H-Jo  +J11 

^i  =  —  3  -^«Vo  +  «7ii 

P 

^2  —  -—  -  -f-  ajo  +  «  J'i- 

Si  l'on  ajoute  ces  équations,  après  les  avoir  respective- 
ment multipliées  d'abord  par  i,  a,  a-,  puis  ensuite  par 
I,  a^,  a,  il  vient 

Xq  -\~  (KXi  -4-  a^-r, 

r„- 3  , 

Xq  -f-  a^^i  H-  a.r-, 
Jl=  5 ^• 


On  voit  par  là  que  la  méthode  de  Hudde  revient,  au  fond, 
à  former  une  résolvante  en  j^  dont  la  racine  ait  pour  va- 
leur 

Xq  -h  aXi  -h  ck}x^_ 


et  que  cette  résolvante  ne  diffère  de  celle  de  Lagrange 
que  par  le  facteur  3  qui  divise  les  racines. 

510.  Méthodes  de  Tschirnaïis  et  d'Euler.  —  Nous 
avons  exposé  au  n"  190  la  méthode  générale  de  Tschir- 
naûs,  pour  faire  disparaître  d'une  équation  autant  de 
termes  que  l'on  veut.  Il  en  résulte  une  méthode  pour  la 
résolution  des  équations  du  troisième  degré  ;  mais  nous 
n'ajouterons  rien  ici  à  ce  que  nous  avons  dit  à  ce  sujet 
au  n«  191. 

S.  —  '^Ig'-  Slip.,  II.  >•  3o 
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La  méthode  d'Euler  ne  diffère  que  dans  la  forme  de 
celle  de  Tschirnaiis.  Elle  consiste  à  éliminer  r  entre 
deux  équations  de  la  forme 

aj^  -h  h  y  -x-  cz=z  x^     j^  z=z  J, 

et  à  identifier  l'équation  finale  en  x  avec  l'équation  pro- 
posée ;  la  résolution  de  celle-ci  s'ensuivra  évidemment. 
On  peut  disposer,  à  volonté,  de  la  valeur  de  l'une  des 
indéterminées  a,  h,  c,  d\  on  peut  faire,  par  exemple, 
a=zi  ou  d=^  i. 

Des  équations  du  troisième  degré  dont  deux  racines 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  la 
troisième  racine  et  des  quantités  connues. 

511.  Si  l'on  désigne  par  x,  x^ ,  x^  les  racines  de  l'équa- 
tion du  troisième  degré 

(  1  )  x^  -4-  P  j:^  ^"  Clx  -1-  R  ^  o, 

le  produit 

A  ==  (,r  -  x,Y  [x  -  x^f  [x,  -  x^f 

des  carrés  des  différences  des  racines  aura  pour  valeur 
(n«  179) 

i^-~  ;4Q^-r  27R^)  -!   18PQR  -;   P^Q^  -  4P^R. 
Gela  posé,  en  multipliant  par  Xx  — x^  l'identité 

sl'\  =1  (.r  —  x^  )  [x  —  x^  ]  [x^  —  Xy  ) , 
il  vient 

(x,  —  .ra)  ^Â  :irr  [  [x^  —  x]  [x,  —  ^2)  ]  [  [x,_  -  x]  [x^  -~    X,)  ] 
OU 

(.r,  -  x^)  v^Â  =  (3x]  -hiVxy  -1-  Q)  [3x1  -\-  -y-Vx.^  -\-  Q) 

=  9^'  -ri  -f-  6P.rj.r2  (.r,  -h  x^)  +  3Q  (.ri  ■+•  x^Y 
-f-  (4?^^  -  6 Q)  X,  X,  - !-  2  PQ  [x,  -:-  .z,)  -f-  Q«  ; 
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on  a  d'ailleurs 

(  2  )  Xi  -i-  .^2  rrr:  —  .X  —  P 

et 

.x^Xç,  =  — .  :  .^1  -h  .x^)  J7  +  Q  nzr  .r-  -f-  P .r  +  Q ; 

en  faisant  usage  de  ces  formules,  on  trouve 

[xi  —  ,x^)  v/Â  s=g,x'*  -I-  i2P.r3-.;-  ;i5Q  -!--  P2)  x^ 

+  (loPQ—  2P3).r    1-(4Q2— P2Q). 

On  peut  ramener  cette  expression  au  deuxième  degré, 
par  le  moyen  de  l'équation  (i),  et  il  vient  alors 

I    (.r,-.r2)v/Â:=:(6Q-2P)^^-(9R-7PQ  +  2F).r 

(  -{-  (4Q^  — P^-Q— 3PR). 

On  voit,  par  les  équations  (2)  et  (3),  que  les  racines 
Xi  et  Xo  seront  égales  aux  deux  valeurs  de  X  tirées  de  la 
formule 

(  X=  ---_.[(6Q-2P^)a.^~(9R-7PQ-h-2P  +  v'X)^ 
(4)    {  is/^ 

(  -l-(4Q^-P2Q-3PR-Pv'Â)], 

en  y  donnant  successivement  au  radical  y/'zi  ses  deux  va- 
leurs. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  comprend  ce  radical  \Ja 
parmi  les  quantités  qu'on  regarde  comme  connues,  les 
racines  x^  et  ^2  s'exprimeront  par  des  fonctions  ration- 
nelles de  X  et  des  quantités  connues. 

On  peut  aussi  représenter  ces  racines  par  des  fonctions 
rationnelles  et  linéaires  de  x,  en  suivant  la  marche  indi- 
quée au  n*'  183.  Effectivement,  si  l'on  divise  le  premier 
nombre  F[x)  de  l'équation  (i)  par  l'expression  (4)  deX, 
que  l'on  désigne  par  V  le  quotient  de  cette  division  et 
par  —  U  le  reste,  on  aura 

0=:F(.r)r=  VX  — U. 

3o. 
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d'où 

On  trouve,  en  faisant  le  calcul, 

2v^Â.V  =  (6Q-2P2)^+(9R-PQ  +  V^Â), 

:2v/I.U=:-(9R-PQ-v/^)-^  +  (^Q'      6Pï^)> 
par  conséquent,  si  l'on  pose 

V/Â-(9R-PQ) 

a  = ,-^  ' 

2  v^A 

2Q^-6PR 

b  z=: > 

2  s/a 

'^'  ^  6Q-2P^ 

«  =  - — î 

2  VA 

^.      v/Â  +  (9R_-PQ)^ 

2  V^A 

l'expression  de  X  sera 

ax  4-  ^ 

X=:     -^ 77  î 

a  ^  -+-  » 

et  l'on  en  conclura  les  racines  x^  et  x^  en  donnant  aja 

radical  y/A  ses  deux  valeurs.  Mais  quand  on  change  y/A 

en  —  y/Â,  «  et  b'  se  changent  l'une  dans  l'autre,  tandis 

que  b  et  o!  se  changent  en  —  Z»  et  —a';  donc  on  peut 

écrire 

__   ax-^b  _      b'x  —  h 

On  tire  des  équations  (5) 

(6)  «  +  ^^'  — I,      ab'  —  ba  z=^i, 
et  il  en  résulte  que,  si  l'on  pose 

ax  -\-  b 

(7)  ^"^=71^^' 
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on  aura 

(8)  0'^x=     ^'-^-^    ,       Q^x  =  x, 

^     '  —  a'x  +  a 

6^x,  Q^x  étant  mis  au  lieu  de  QQx  et  QQ'^x. 

Les  racines  de  l'équation  proposée  peuvent  donc  être 

représentées  par 

.r,    Qx,    e^x; 

j'ajoute  que,  si  une  fonction  linéaire 

.     .  a,r  +  € 

dont  le  déterminant  aê' — êa'peut  toujours  être  supposé 
égal  à  I,  représente  l'une  des  racines,  6x  par  exemple, 
on  aura  identiquement 

c'est-à-dire 

uz=z±:a,     €=±:è,     a'=dz«',     S'  =  ±:b'. 

En  effet,  l'équation  proposée  étant  irréductible,  elle 
ne  peut  pas  avoir  une  racine  commune  avec  l'équation 
(fx=Ôx  qui  est  du  deuxième  degré,  à  moins  que  celle-ci 
ne  soit  identique. 

512.  Nous  avons  rencontré  au  n°  166  une  équation  du 
troisième  degré  dont  les  racines  se  développent  en  des 
fractions  continues  susceptibles  d'être  terminées  par  un 
même  quotient  complet. 

L'analyse  qui  précède  nous  fait  connaître  toutes  les 
équations  du  troisième  degré  qui  possèdent  cette  pro- 
priété. En  effet,  pour  que  deux  irrationnelles  x  et  Xt 
soient  développables  en  des  fractions  continues  terminées 
par  les  mêmes  quotients,  il  faut  et  il  suffît  (n°  16)  que 
l'on  ait 

ax  -f-  b 
-^'"^  a'x  +  b'' 
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«,  h,  a',  h'  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  satisfai- 
sant à  la  condition 

ah'  ~ha!  —  ±.i^ 

Si  l'on  applique  ce  résultat  à  deux  des  racines  de  l'équa- 
tion (i),  X  et  Bx,  ou  X  et  B-x,  on  voit  que  la  condition 
relative  au  déterminant  est  satisfaite  quand  on  exprime 
QxoM  6^x  par  les  formules  (o),  (7)  et  (8)  ;  donc,  pour  que 
les  fractions  continues  dans  lesquelles  se  développent  les 
trois  racines  aient  un  même  quotient  complet  commun, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  formules  (0)  donnent  pour  a,  b, 
a! y  h'  des  valeurs  entières. 

Les  deux  dernières  équations  (5)  peuvent  être  rem- 
placées par  les  équations  (6),  et  celles-ci  donnent 

(9)  b  ~i-~a,      b~ ,- • 


en  même  temps   on  a,  par  les  deux  premières   équa- 
tions (5), 

(10)  9R  —  PQr=r(l  —  2fl)v/Â,        3Q  —  P^zrr^'v/^. 

et  l'expression  de  A  peut  être  mise  sous  la  forme 

|9A:r.--3(9R~PQ)^-i-4P(9R-PQ;(3Q-F; 

Des  équations  (10)  et  (11)  on  tire 

Q  ::^  _  3(r  — ^  -^-à')  ^  r  -  2«  p 
a'  ^  a'  ' 

12)  /       R:::^:    ^~^-^^-^)(^~^  +  ^')      ;     ^  (  "  ^  "^  ^)  p^ 

la  quantité  P  demeure  indéterminée. 
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D'après  cela,  la  forme  générale  des  équations  dont 
nous  nous  occupons  est 


/     o      T.  r  — 3(i  — «-f-«M         i  —  2al 

L  ^"  «"       J 


P  désigne  une  quantité  réelle  quelconque,  rationnelle  ou 
irrationnelle  ;  a  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif 
quelconque  ;   enfin  a'  est  un  diviseur  positif  ou  négatif 
quelconque  du  nombre  i  — a  -\-  a- . 
L'équation 

x^  —  n.r  -h  7  =  0, 

dont  nous  nous  sommes  occupé  au  n°  166,  répond  aux 

valeurs 

P:zro,     a  zz-i  —  4,     «' ==■ — 3. 

Résolution  de  l' équation  générale  du  quatrième  degré. 

513.  Méthode  de  Ferrari.  —  La  méthode  la  plus 
simple  pour  résoudre  l'équation  du  quatrième  degré  est 
aussi  la  plus  ancienne  ;  c'est  celle  de  Louis  Ferrari  :  elle 
consiste  à  faire  en  sorte  que  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion soient  des  carrés,  et  elle  ramène,  en  conséquence, 
la  résolution  de  cette  équation  à  celle  de  deux  équations 
du  deuxième  degré. 

Soit  l'équation 

( I )  x'  -\-  p :r) -h  q x"^  -\~  r.r  -+-  s  =  O; 

en  ne  conservant  dans  le  premier  membre  que  les  deux 
premiers  termes,  elle  devient 

x''  -\-  px^  =z  —  qx^  —  rx  —  s, 

T}^  X~ 

et,  en  ajoutant  aux  deux  membres  —j—i  afin  que  le  prc- 
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mier  membre  devienne  un  carré, 


(-?')■-(!-') 


rx  —  s. 


Mise  sous  cette  forme,  l'équation  proposée  se  résoudrait 
immédiatement,  si  le  second  membre  était  un  carré  ;  car 
il  suffirait  alors  d'extraire  la  racine  carrée  des  deux 
membres,  etl'équation  serait  abaissée  au  deuxième  degré. 
C'est  à  ce  cas  particulier  que  la  méthode  de  Ferrari  ra- 
mène tous  les  autres. 

Désignons  parj^  une  quantité  indéterminée,  et  ajoutons 
aux  deux  membres  de  l'équation  (2)  la  même  quantité 

.2 


(--^■)--V 


il  viendra 


Maintenant,  déterminons  j^,  de  manière  que  le  second 
membre  de  l'équation  (3)  soit  un  carré.  Il  suffit,  pour 


q^~i)[f-^sl 


l\s)x—  s  [p^  —  ^q)  —  r^  =-o 

et,  si  l'on  connaît  une  seule  racine  de  cette  équation  en  y, 
la  résolution  de  l'équation  proposée  (i)  s'ensuivra  immé- 
diatement, car  l'équation  (3),  qui  est  la  même  que  (i), 
peut  s'écrire  comme  il  suit  : 


cela. 

que  l'on  ait 

C^'-)' 

ou 

(4) 

1 /'  —  qf  +  [pr 

y\'     (p^ 


('''-' î-'^--.)-U-^-'- 


(? 


q-^j 


h 
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et  elle  se  décompose  dans  les  deux  suivantes,  qui  sont 
du  deuxième  degré  : 

L'équation  (4),  qui  est  du  troisième  degré,  sera  donc 
ici  la  reVZwïYe  ou  la  résolvante  de  l'équation  (i).  Nous 
avons  vu  qu'on  peut  exprimer  par  des  radicaux  les  racines 
de  l'équation  générale  du  troisième  degré  ;  il  s'ensuit  que 
l'équation  du  quatrième  degré  a  la  même  propriété,  car 
les  équations  (5)  donneront  les  quatre  racines  de  l'équa- 
tion (i)  en  fonction  des  coefficients  et  d'une  racine  quel- 
conque 7^  de  la  résolvante. 

514.  Étude  de  la  résolvante.  —  Nous  venons  de 
voir  que  les  quatre  racines  de  l'équation  proposée  peu- 
vent s'exprimer  en  fonction  d'une  seule  racine  de  la 
résolvante  :  nous  allons  étudier  à  son  tour  cette  résol- 
vante, et  examiner  de  quelle  manière  ses  racines  sont 
composées  avec  celles  de  la  proposée. 

Désignons  toujours  par  y  une  racine  quelconque  de 
la  résolvante,  et  par  Xq,  x^,  X2,  x^  les  quatre  racines  de 
Téquation  proposée,  savoir,  par.ro  eto^o  celles  qui  appar- 
tiennent à  la  première  des  équations  (5);  par  .ri  et  x^ 
celles  qui  appartiennent  à  la  seconde.  On  aura  alors 

>'  2  7  2 

Xq  ,r^  —  -  -I , •>      ^1  ^3  — 

2 


=  0. 


y^-?+7       '  y  ^4- 


~q-hy 
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et,  en  ajoutant, 

y      nm    Xf^   ÛCg     - -—    .7^J  •'^";>  . 

La  résolvante  a  donc  pour  racine  la  fonction 

des  quatre  racines  de  la  proposée,  fonction  qui  n'a  effec- 
tivement que  trois  valeurs,  par  ]es  substitutions  des  ra- 
cines. 
Posons 

t^^^l-^-^q-Uy^         dou        r^^-[j-qy, 

la  résolvante  en  y  se  transformera  dans  une  équation 
en  t,  qui  sera  du  sixième  degré,  mais  qui  ne  contiendra 
que  des  puissances  paires  de  t.  Cette  équation  ne  sera 
pas  plus  difficile  à  résoudre  que  l'équation  (4)  et  l'on 
peut  la  prendre  pour  résolvante  à  la  place  de  celle-ci. 
Les  équations  (5),  dans  lesquelles  se  décompose  l'équa- 
tion proposée,  deviennent  alors 


'-^^- 


ÀC 

'4 

A4 

p' 

4 

i2 


et  l'on  en  déduira  les  quatre  racines  de  la  proposée,  si 
l'on  connaît  une  seule  racine  de  la  résolvante  en  t. 

Les  équations  précédentes  ont  pour  racines,  la  pre- 
mière Xq  et  ^2,  la  seconde  X\  et  Xz\  on  a  donc 

p  -\-  t  p  —  t 

•^0  H-  -^2  == 5       -^1  H-  -^3  '"-  — ' 

2  2 

et,  en  retranchant, 

—  ?  1=  .ro  —  .r-j    -i-  .rg  —  œ.. 
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Telle  est  l'expression  de  la  racine  de  la  résolvante  en  t. 
C'est  une  fonction  linéaire  des  racines  de  la  proposée, 
qui  peut  prendre  effectivement  six  valeurs  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires,  par  les  substitutions  des 

racines  Xo,  X;,  x^,  x-). 

515.  Méthode  de  Lagkange.  —  D'après  la  théorie  gé- 
nérale que  nous  avons  exposée  aux  n°^  501  et  502,  on  peut 
exprimer  rationnellement  les  quatre  racines  de  l'équa- 
tion du  quatrième  degré  par  une  fonction  de  ces  racines 
telle,  que  les  1.2.3.4  valeurs  qu'on  en  déduit  par  les 
substitutions  soient  différentes.  Une  pareille  fonction 
dépend  d'une  équation  du  vingt-quatrième  degré  ;  mais 
nous  venons  de  voir,  par  l'analyse  de  la  méthode  de  Fer- 
rari, qu'il  suffît,  pour  résoudre  l'équation  du  quatrième 
degré,  de  connaître  une  fonction  des  racines  qui  ait  seu- 
lement trois  valeurs  distinctes,  ou  six  valeurs  égales 
deux  à  deux  et  de  signes  contraires. 

La  formation  directe  de  l'équation  dont  dépend  une 
pareille  fonction  des  racines  de  la  proposée  et  la  déter- 
mination subséquente  de  ses  racines  constituent  une 
nouvelle  méthode  due  à  Lagrange,  et  que  nous  allons  ac- 
tuellement développer. 

Soit  l'équation 

(  I  )  .t''  -t-  p  X"  -r-  «/.r-  H-  /-.r  -f-  ,<f  ::  z  O, 

et  désignons  par  Xo,  X\^  x^,  x-^  ses  quatre  racines.  La 
fonction  la  plus  simple  de  ces  racines,  parmi  celles  qui 
ne  peuvent  acquérir  que  trois  valeurs,  est:rg  x.2  -i-  XiX^; 
posons  donc 

et  commençons  par  chercher  la  valeur  de  j^",  ou  plutôt 
l'équation  du  troisième  degré  dont  dépend  cette  quantité. 
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Soient  j)o,  ji ,  j  2  les  trois  valeurs  que  peut  acquérir  j^, 
on  aura 

jo  —  Xq x^_  h-  Xy  x^,     ji  =  .ro ^3  -{-  .rj  x^,     jr^  ■=z  Xç, x^  -\-  x^x^, 

et  l'équation  en  r  sera 

{2  )  f—  (jo+riH-72)  J^H-  (jo7i4- Jo72+Jij2)j— Jorir2=0- 

Les  coefficients  de  cette  équation  (2)  sont  des  fonc- 
tions symétriques  des  racines  de  l'équation  (i)  et  ils 
peuvent,  en  conséquence,  s'exprimer  parles  coefficients 
p,  <7,  7%  s.  On  a 

JO  H- Jl  +J2  =  {-^0  ^\  +  -^0  -^2  H-  -^0  -^3  +  -^i  -^2  -t-  -^1  -^3  +  -^2 "^3  )  =  ^i 

J0J1+J0J2+J1J2 

— ^  ('^0  ■^~  -^1  H-  ^2  "+  -^3  )   (-^0  -^l  "^2  ~î~  -^0  "^1  -^S  ~^  «^0  -^2  '^3  "T"  '^i  -^2  "^3  ] 
4  «^0 -^l -^2 -^3 

j^y  xyi = -^0  -^1  -^2  -^3 

X[(^0+-^l  +  -'^2  +  '^3)" 4('^0-^l+-^0^2+-^0'^3+-^l-^2+'^l«^3  +  -^2'^3)] 

+  ( jCq  .r  1  .r  2  -1-  .ro  .r^  .rg  -h  x^  X^  x^,  -f-  x^  x^  x^  )  ^ 

l'équation  résolvante  enj  est  donc 

(3)       j3_^^2_^   (^^_^^)^_  [^ç(^2__/^^)  _^^2J  _o^ 

Nous  savons  résoudre  cette  équation,  qui  est  du  troi- 
sième degré;  voyons  maintenant  comment  on  obtiendra 
les  valeurs  des  racines  Xq,  jc^,  X2,  X3. 

Soitj^o  une  racine  quelconque  de  l'équation  (3),  on 
aura 

Xq  x^  -4-  x^  x^  =r  Jq  ; 
d'ailleurs 

donc  Xq  a::o  et  OTi  x^  sont  les  racines  de  l'équation  du  second 
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degré 

(4)  z'^—jQZ-i-S  =  0. 

Soient  Zq  et^<  les  racines  de  celte  équation  (4),  on  aura 

a^Q  X^  z=i  Zq,       J?i  J?3  :=  Zj  ; 

connaissant  ainsi  les  valeurs  des  fonctions  X0X2  et^iXg, 
on  voit  de  suite  qu'on  doit  en  déduire  rationnellement  les 
sommes  Xq  -h  x^  et  X\  -f-  ^3,  qui  sont  des  fonctions  res- 
pectivement semblables  à  XqX2  et  Xi  X3.  On  a  effective- 
ment 

■^1  -^3  (-^0  -+-•  -^2  )   -^  -^0  -^2  (  -^1   +  -^3  )  =  —  ^ 

OU 

Zy  (.ro  -\-x^]-]r  Zq  (.r,i  -\-x^)=—r\ 

d'ailleurs 

(.ro -4- .r2  )  H-  (.^1  +  X3  )  =  — /?, 

donc 

_  ^  —  P^\  ,        _  P^^  —  ^^ 

Xq  ~\r  X^ î        Xy  -f-  X^  —  • 

Connaissant  a?o  H- .3:^2  et  0^0^27  X\  -{- x^  et  a:<  x^,  on 
peut  former  deux  équations  du  deuxième  degré,  ayant 
pour  racines,  la  première  Xq  et  X2,  la  seconde  X\  et  x.j, 
et  le  problème  peut  être  regardé  comme  résolu. 

516.  On  résout  plus  facilement  l'équation  du  qua- 
trième degré,  en  prenant  une  résolvante  dont  la  racine 
soit  une  fonction  linéaire  des  racines  de  l'équation  pro- 
posée, ayant  six  valeurs  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires. 

Soit 

t  -=i  Xq  —  Xi  -{-  x^        X-^; 

cette  fonction  ayant  six  valeurs,  elle  dépendra  d'une 
équation  du  sixième  degré;  mais  parce  que  les  valeurs 
de  t  sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires,  l'é- 
quation s'abaissera  au  troisième  degré,  en  posant  t-  =9. 
On  peut  former  directement  l'équation  en  6,  puisqu'on 
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connaît  la  composition  de  ses  racines  ;  mais  on  peut  aussi 
la  déduire  de  la  résolvante  (3)  en  j.  Il  est  facile,  en  effet, 
de  voir  que  l'on  a 

j^^ , 

et  la  résolvante  en  9  est 

(5)       I      -i  ;3p*  - 16/>2^  -h  i6</2-x-  iSpi—  6^s)  0 

On  pourrait  exprimer  les  quatre  racines  x^,  JCt,  X2,  x^ 
de  la  proposée  par  une  seule  des  racines  Q  de  cette  équa- 
tion ;  mais  on  obtient  des  résultats  plus  simples  en  em- 
ployant les  trois  racines. 

Soient  0,)?  ^o  ^2  les  trois  racines  de  l'équation  (5),  on 
aura 

I   .r^  --  .r,  -'-  ^2   -  -^3  ■"—  v/'^o, 

(6)  ■     x^      -  .^2    -r-   .^3  —  ^j  :-  y/^,, 

\  -^0  --  -^3  -^'-  ^1  -"  -^2  -■  v^^2; 

d'ailleurs 

{  7  )  -^0  +  -^1  -f-  ^2  H-  -^3  "     —  P^ 

et  les  équations  (6)  et  (7),  qui  sont  du  premier  degré, 
donneront  les  valeurs  suivantes  des  quatre  racines  ; 


X 


(B)  \ 


~  4 

_4 

4 

4 
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Ces  quatre  racines  peuvent  être  représentées  par  la  for- 
mule unique 

(9)  ..^ZZJL±.^lh±Jh±^l, 

puisque  chaque  radical  a  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  Mais  ici  se  présente  une  difficulté,  car  l'ex- 
pression de  X,  donnée  par  la  formule  (9),  a  huit  valeurs, 
tandis  que  l'équation  proposée  ne  peut  avoir  que  quatre 
racines.  Il  est  aisé  de  faire  disparaître  cette  ambiguïté; 
on  peut  prendre  à  volonté  l'une  des  deux  valeurs  de  sJBq 
et  de  sJQ\  ;  mais  quand  on  a  fixé  ces  valeurs,  celle  du 
troisième  radical  sjQ-^  se  trouve  par  cela  même  déter- 
minée. En  effet,  en  multipliant  les  trois  équations  (6), 
on  trouve 


'60  V^^  \l'i 


.X ,  -;-  .T., 


1   .Tq  .rj  .T^  -i-  .7-0  Xi  .r.  -+-  .Tq  jc^_  x^  H-  .r^  a: 


—  —  p^-i-^pq  —  ^r, 


d'où 


(10)     .  ^,^zi^l±fc:^' 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  x,  donnée  par  la  for- 
mule (9),  a  précisément  quatre  valeurs,  et  que  cette  for- 
mule fait  connaître,  en  conséquence,  les  quatre  racines 
de  l'équation  proposée. 

Il  est  important  de  remarquer  que  le  succès  des  mé- 
thodes de  Ferrari  et  de  Lagrange  est  dû  à  cette  seule  cir- 
constance, que  Von  peut  former  des  fonctions  de  quatre 
variables,  qui  n  ont  que  trois  valeurs . 
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517.  La  discussion  des  cas  particuliers  de  l'équation 
du  quatrième  degré  n'offre  aucune  difficulté.  Les  for- 
mules (6)  ou  (8)  donnent  immédiatement  les  résultats 
suivants. 

i^  Si  la  réduite  a  deux  racines  égales  différentes  de 
zéro,  la  proposée  a  deux  racines  égales;  les  deux  autres 
racines  sont  différentes  de  celles-ci,  et  différentes  entre 
elles. 

2°  Si  la  réduite  a  deux  racines  nulles,  la  proposée  a 
deux  couples  de  racines  égales. 

3''  Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  égales  entre 
elles  et  différentes  de  zéro,  la  proposée  a  trois  racines 
égales. 

4^  Si  la  réduite  a  trois  racines  nulles,  les  quatre  ra- 
cines de  la  proposée  sont  égales  entre  elles. 

Lorsque  les  coefficients  p,  q,  r,  s  sont  réels,  la  nature 
des  racines  de  la  réduite  fait  connaître  celle  des  racines 
de  la  proposée. 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  réelles,  et  qu'au- 
cune d'elles  ne  soit  négative,  il  est  évident,  par  les  for- 
mules (8),  que  les  quatre  racines  de  la  proposée  sont 
réelles  ;  si  au  contraire  la  réduite  a  une  ou  deux  racines 
négatives,  les  quatre  racines  de  la  proposée  sont  imagi- 
naires :  toutefois  deux  de  ces  racines  deviennent  réelles 
et  égales  lorsque  la  réduite  a  deux  racines  négatives 
égales  entre  elles.  Le  dernier  terme  de  la  réduite  (5) 
n'étant  jamais  positif,  cette  réduite  ne  peut  avoir  une 
seule  racine  négative  que  dans  le  cas  où  elle  a  une  racine 
nulle.  Si  la  réduite  a  deux  racines  imaginaires,  on  peut 
supposer  que,  dans  les  formules  (8),  y/^o  ^^  \/^\  soient  des 
imaginaires  conjuguées,  et  que  \/62  soit  réelle;  on  voit 
alors  que  la  proposée  a  deux  racines  réelles  et  deux 
racines  imaginaires. 
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518.  Méthodes  de  Descartes,  de  Tschirnaus  et 
d'Euler.  —  La  méthode  de  Descartes  consiste  à  iden- 
tifier l'équation  proposée 

avec  cette  autre 

dont  les  racines  peuvent  être  considérées  comme  connues . 

Au  lieu  d'employer  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés, comme  fait  Descartes,  on  peut  exprimer  que 
x^-h  fx  -\-  g  est  un  diviseur  du  premier  membre  de 
l'équation  proposée,  en  effectuant  la  division  et  en  éga- 
lant à  zéro  les  deux  termes  du  reste  qui  est  du  premier 
degré  en  x.  On  obtient  ainsi  deux  équations  entre  les 
deux  inconnues  y  et  g,  et,  en  éliminant  g  ou  f,  on  a  une 
équation  du  sixième  degré  qu'on  ramène  aisément  au 
troisième,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n^  99.  Cette  méthode 
ne  se  distingue  pas,  au  fond,  des  précédentes;  car  la  ré- 
solvante à  laquelle  elle  conduit  ne  diffère  de  celle  de 
Lagrange  (n''  99)  que  par  le  facteur  2  qui  divise  ses 
racines. 

Je  n'ajouterai  rien  à  ce  que  j'ai  dit  au  n^  191  rela- 
tivement à  la  méthode  de  Tschirnaus,  qui  ramène  l'é- 
quation 

.r*  -hp-x'^  -1-  qx^-+-  rx  -\~  s  rrr  O 

à  la  forme 

jM  Pjr^+Q^o, 

en  employant  la  transformation 

et  en  disposant  convenablement  des  indéterminées  aelb. 
La  méthode  d'Euler  consiste  à  éliminer  y  entre  les 
deux  équations 

xzzz  a  -{-  bjr  -{-  cy^  H-  dy^,     j*  z=z  e, 
S.  — Alg.  sup.,  II.  3i 
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et  à  identifier  Téquation  finale  en  x  avec  la  proposée 
dont  les  racines  seront  alors  données  par  la  formule 

X  zrzz  a  H-  b  ve  -h  c{yfeY  -h  d[y~e)\ 

Tout  revient  donc  à  déterminer  les  valeurs  des  indéter- 
minées a,  b,  c,  dj  e,  dont  l'une  peut  être  choisie  arbi- 
trairement. 

Sur  la  résolutioji  algébrique  des  équations. 

519.  Toutes  les  méthodes  connues  que  les  géomètres 
ont  essayé  d'appliquer  à  la  résolution  algébrique  des 
équations,  et  il  en  serait  nécessairement  de  même  des 
nouvelles  qu'on  pourrait  imaginer,  reviennent  à  faire 
dépendre  la  résolution  de  l'équation  proposée  de  celle 
d'une  autre  équation  plus  facile  à  résoudre,  et  dont  les 
racines  soient  des  fonctions  de  celles  de  la  proposée. 

C'est  ainsi  que  l'équation  du  deuxième  degré  peut 
être  résolue  en  déterminant  la  fonction  Xi  — x^  de  ses 
deux  racines.  Le  carré  de  cette  fonction  est  une  fonction 
symétrique,  et,  sa  valeur  étant  connue,  la  résolution  de 
l'équation  en  résulte  par  l'extraction  d'une  racine  carrée. 

C'est  encore  ainsi  que  nous  avons  pu  résoudre  l'équa- 
tion du  troisième  degré  en  déterminant  la  valeur  d'une 
fonction  linéaire  des  racines  Xo,  x<,  X2,  savoir  : 


a  désignant  l'une  des  racines  imaginaires  de  l'équation 
.r''  =r  I .  Le  cube  t^  de  cette  fonction  ne  peut  prendre 
que  deux  valeurs  distinctes  par  les  substitutions  des 
racines  Xq,  x^,  X2,  et  il  dépend,  par  conséquent,  d'une 
équation  du  deuxième  degré. 

Enfin    nous    avons  résolu   l'équation  du    quatrième 
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degré  en  déterminant  la  valeur  de  l'une  des  deux  fonc- 
tions suivantes  de  ses  racines  Xq,  x<,  x^i  x^  : 

j  —  .ro  Jr.j,  4-  Xi  0-3, 

La  première  de  ces  deux  fonctions  ne  peut  acquérir  que 
trois  valeurs,  et  elle  dépend,  par  conséquent,  d'une 
équation  du  troisième  degré,  qu'on  sait  résoudre;  la  se- 
conde fonction  peut  prendre  six  valeurs,  et  elle  dépend 
d'une  équation  qui  est  du  sixième  degré,  mais  qui  peut 
être  abaissée  au  troisième,  parce  qu'elle  ne  contient  que 
des  puissances  paires  de  l'inconnue.  Nous  avons  vu  que 
la  résolvante  en  t  conduit  plus  aisément  que  celle  Guy  à 
la  résolution  de  la  proposée  ;  elle  a  aussi  cet  avantage, 
que  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré, 
qu'on  en  déduit,  présente  la  plus  complète  analogie  avec 
celle  de  l'équation  du  troisième  degré.  La  fonction  t 
peut,  en  effet,  s'écrire  ainsi  : 

t  z=z  a-Q  -t-  oc.r^  -}-  a}.T^  -f-  a^-rg, 

a  désignant  la  racine  réelle  —  i  de  l'équation  x''  =  i . 

Dans  les  Mémoires  de  l' académie  de  Berlin  (années 
1770  et  1771)  (^),  Lagrange,  prenant  pour  point  de  dé- 
part les  résultats  qui  précèdent,  a  cherché  à  opérer  la 
résolution  de  l'équation  de  degré  n  dont  Xq,  X\,  Xo,  ..., 
Xn-\  sont  les  n  racines,  en  eniiployant  une  fonction  de 
la  forme 


où  a  désigne  une  racine  de  l'équation  x"=i. 

Quoique   ces  recherches  de  Lagrange  n'aient  pu  le 


('  )  Lagrange  a  donné  un  extrait  de  son  Mémoire  dans  la  Noie  XIII  de 
son  Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques,  3*  édition,  p.  2^2. 

3f. 
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conduire  à  la  résolution  des  équations  générales  d'un 
degré  supérieur  au  quatrième,  problème  dont  l'impossi- 
bilité est  aujourd'hui  démontrée,  les  développements 
qu'il  a  donnés  à  ce  sujet  ont  une  importance  considé- 
rable, et  nous  allons  les  présenter  ici. 

Nous  suivrons  la  marche  tracée  par  l'illustre  auteur, 
et  nous  distinguerons  avec  lui  le  cas  où  le  degré  de 
l'équation  est  un  nombre  premier,  et  le  cas  où  ce  degré 
est  un  nombre  composé. 

Des  équations  dont  le  degré  est  un  nombre  premier. 
o20.   Désignons  par 

.^Q,    Xj,    .>"2,      .  .  .,    ^n—\ 

les  n  racines  d'une  équation 

{.)  V  =  o, 

d'un  degré  premier  n,  par  a  une  racine  quelconque  de 
l'équation  x^^  =■-  i,  et  posons 

(2)  ^=:  Xq -h  a.rj  -f- a-X2  -h.  .  . -I- «'^~^^„_i. 

Si  a  n'est  pas  égal  à  i ,  tz  étant  premier,  les  puissances 

de  a,  savoir  : 

I,    a,    a^,    .  .  .  ,    a"-\ 

sont  les  n  racines  de  l'équation  a:"=i,  et  par  consé- 
quent elles  sont  distinctes.  Il  résulte  de  là  que  la  fonc- 
tion t  prendra  1.2.3...72  valeurs  distinctes,  par  les 
substitutions  des  racines,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit 
au  n*'  494;  cette  fonction  dépend  donc  d'une  équation 
du  degré 

I  .2, .3.  .  .«, 

qu'on  peut  former  par  la  méthode  du  n°  180,  puisqu'on 
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connaît  la  composition  de  ses  racines.  Mais  d'après  les 
développements  présentés  au  n''  494,  la  résolution  de 
cette  équation  de  degré  i .  2 . 3  .  .  .n  peut  être  ramenée 
à  la  résolution  d'une  équation  du  degré  n — -i,  dont 
les  coefficients  dépendent  d'une  équation  du  degré 
1.2.3.  .  .[n  —  2). 

En  effet,  si  z  désigne  successivement  tous  les  indices 


à  des  multiples  près  de  n,  que  l'on  néglige,  la  substitu- 
tion circulaire 


(-:■) 


exécutée  sur  la  fonction  t,  équivaut  (n°494)  à  la  multi- 
plication de  t  par  a,  et  il  en  résulte  que  l'équation  dont  t 
dépend  ne  renferme  que  des  termes  dont  les  degrés  sont 
divisibles  par  /z;  cette  équation  s'abaissera  donc  au  degré 
1 .2.3  ...  (tz  — - 1),  si  l'on  pose 

Soient 

(3)  Qq,    ^1,    Ç,,     .  .  .,    ô„_2 

les  résultats  que  l'on  obtient  en  remplaçant  a  par  cha- 
cune des  racines 

a,   S,  7,    .  .  . ,   w 

de  l'équation 

'■ =rO, 


dans  l'expression 

(4)  0  =  {.Tq  h-  a.r^  4-  u^.r^  -f- .  .  .  +  a"-i.r-„_i  j'^. 

On  a  vu  au  n^  494  que,  si  /•  désigne  une  racine  primi- 
tive pour  le  nombre  premier  n,  les  quantités  (3)  sont 
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précisément  les  valeurs  que  prend  Q  quand  on  exécute 
dans  cette  fonction  les  n — 2  puissances  de  la  substi- 
tution circulaire 


rz 


et  nous  avons  conclu  de  ce  fait  que  toute  fonction  symé- 
trique 0  des  quantités  (3)  est  invariable  par  les  deux 
substitutions  circulaires 


('*!)■  (■:) 


Cela  posé,  une  substitution  quelconque  peut  être  re- 
gardée comme  le  produit  de  trois  substitutions,  savoir  : 

i*^*  une  puissance  de  (       '      1  :  2°  une  puissance  de  1       j 

qui  ne  déplace  pas  l'indice  o  ;  3°  une  substitution  qui  ne 
déplace  aucun  des  indices  o  et  i .  Les  deux  premières  de 
ces  substitutions  ne  produiront  aucun  changement  dans  0, 
et,  par  conséquent,  on  obtiendra  toutes  les  valeurs  dis- 
tinctes de  cette  fonction  en  exécutant  les  i.2.3...(/i- — 2) 
substitutions  des  n — 2  indices  2,  3,  ...,  [n — i). 
D'après  cela,  si  l'on  représente  par 

(  5  )        Qn-l  _^.  p^  0«-2  _.,_  p^  ç«-3  _!_....;.  p^^_^  Q  _;_  p^^_j  ^  q 

l'équation  qui  a  pour  racines  les  n —  i  valeurs  (3)  de  0, 
chacun  des  coefficients  P^,  P2,  ...,  dépendra  d'une 
équation  du  degré  i.2.3...(/2 — 2),  et  l'on  pourra 
former  ces  diverses  équations  par  la  méthode  du  n*'  180, 
puisqu'on  connaît  la  composition  de  leurs  racines.  Mais 
on  aperçoit  immédiatement  que  tous  ces  coefficients  Pi , 
P2,  .  .  .  ne  dépendent  que  d'une  seule  équation  du  degré 
i.2.3...(72 — 2),  car  ce  sont  évidemment  des  fonctions 
semblables  des  racines  Xq,  x^,  •    .,  :r,/_,  de  l'équation 
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proposée,  et  si  l'on  se  donne  la  valeur  de  l'un  d'eux, 
celles  de  tous  les  autres  s'en  déduiront  rationnellement. 
Voici  comment  on  peut  opérer  pour  former  l'équa- 
tion dont  P<  dépend,  et  pour  exprimer  en  fonction  de 
P<  les  autres  coefficients  P2,  P3,  ....  On  calculera  l'é- 
quation de  degré  1.2. 3.  .  -(n  —  i),  qui  a  pour  racines 
toutes  les  valeurs  de  9  et  dont  les  coefficients,  fonctions 
invariables  des  racines  de  la  proposée,  sont  exprimables 
rationnellement  par  ses  coefficients.  Le  premier  membre 
de  l'équation  (5)  étant  un  diviseur  du  premier  membre 
de  cette  équation  complète  en  0,  on  fera  la  division  à  la 
manière  ordinaire,  et  l'on  égalera  à  zéro  les  tz  —  i  termes 
du  reste.  Les  n  —  2  premières  des  équations  ainsi  obte- 
nues serviront  à  déterminer  les  coefficients  Po,  P3,  •  •  •? 
en  fonction  de  P<,  et  l'on  aura  ensuite  l'équation  en  P| 
de  degré  i.2.3...(/i  —  2),  en  remplaçant  dans  la 
[n  —  i)i^™c^  P2,  P3 ,  ...  par  les  valeurs  qu'on  aura 
trouvées. 

Lagrange  a  cherché  à  simplifier  les  calculs,  presque 
impraticables  dès  le  cinquième  degré,  auxquels  conduit 
l'application  de  la  théorie  précédente  ;  il  a  effectivement 
imaginé  un  artifice  ingénieux  pour  exprimer  les  coeffî-* 
cients  de  l'équation  (5),  en  fonction  des  racines.ro,  Xo  — 
Je  vais  le  rapporter  ici. 

Pour  avoir  l'expression  de  0,  il  faut  élever  à  la  tz^^"*^ 
puissance  la  quantité 


Xn    — i-    V.Xi 


en  faisant  ce  calcul,  et  ayant  soin  de  rabaisser  les  expo- 
sants de  a  au-dessous  de  n,  on  a  un  résultat  de  la  forme 

(6)  ^  =  l,-\-  «-:i  -f-  a2>,  +.  .  .  -f-  ««-i?„_i. 

La  formule  (6)  donne  les  valeurs  de  0o,  ^n  •  •  •?  ^/?-27 
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quand  on  substitue  à  a  chacune  des  racines  imaginaires 
a,  ^,  y,  .  .  .,  w  de  l'équation  x"=  i.  En  outre,  si  l'on 
remplace  a  par  i,  le 'second  membre  de  l'équation  (6)  a 
pour  valeur  (xo-hx,  -^.  .  .  -^x,,_,)«  ou  A'%  en  désignant 
par  A  la  somme  connue  des  racines  de  l'équation  pro- 
posée (i).  On  a  donc 

A"=.?o-H    ?i-f-      ?,+... -h  ?„_!, 

^0  =  Ço  +  «?i  4-  «^?2  H- .  •  -  -h  ^"-'1,-1- 

01  ==  ?o  -+-  eçi  +  g^ç^  -^- . . .  -i-  e"-'?„-i, 


^i-2 


?o  H-  «^?i  +  w-?2  -f-.  .  .  -i-  w'^-^Ç„_i. 


Ajoutons  ces  équations  et  désignons  par  Si  la  somme 
des  racines  de  l'équation  (5)  ;  on  aura,  d'après  les  pro- 
priétés des  racines  oc,  S,  .  .  . , 

ou 

Désignons  généralement  par  S,  la  somme  des  v^^'"'^'  puis- 
sances des  racines  de  l'équation  (5);  élevons  l'expres- 
sion (6)  à  la  puissance  v,  et  rabaissant  les  exposants 
de  oc  au-dessous  de  7i,  représentons  le  résultat  par 

remplaçons  ensuite  ce  successivement  par  i,  a,  ^,  .  .  . ,  w, 
et  ajoutons  les  résultats,  on  aura 

ou 

S,  =  «?;;)— A^«. 

On  pourra  calculer  de  cette  manière,  en  fonction  des 
racines  Xo,  x<,  .  .  .,  x,,_,,  les  sommes  So,  Sg,  .  .  .,  S,/_,, 
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et  l'on  en  déduira  ensuite  les  valeurs  suivantes  des  coef- 
ficients Pi,  Poj  ...  de  l'équation  (5)  : 

P,  =.-(/z?o-A«), 


Pg  —  -f- 

P.  :=:  - 


(«?o-A 


n\2 


n~ 


1  2 


2.3  2  3 


—  , 


Voilà  donc  les  coefficients  Pi,  Po,  ...  de  l'équation  (5) 
exprimés  en  fonction  des  racines  Xo,  .Ti,  .  .  .,  x„_i  de 
l'équation  proposée,  et  si  l'on  fait  dans  l'expression  de 
l'un  d'eux,  dans  celle  de  P<  par  exemple,  toutes  ces  substi- 
tutions des  racines,  on  ne  trouvera  que  i .  2 .  3  .  .  .{n —  2) 
valeurs  distinctes.  On  pourra  ainsi  former  directement 
l'équation  en  Pi,  et  l'on  exprimera  ensuite  les  valeurs 
des  autres  coefficients  en  fonction  rationnelle  de  P<, 
par  le  procédé  indiqué  plus  haut . 

Si  l'on  connaît  un  seul  système  de  valeurs  des  coeffi- 
cients Pi,  P2,  .  .  .,  et  si  l'on  peut  résoudre  l'équation 
en  0  correspondante  de  degré  n  —  1 ,  la  résolution  de 
réquationproposée(i)s'ensuivraimmédiatement,  comme 
nous  allons  le  faire  voir. 

Dans  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  les  quantités 
00?  ^1,  .  •  •  j  ^n~\  sont  connues,  et  l'équation  (4)  donne, 
en  mettant  a,  ê,  y,   ,  .  . ,  w  au  lieu  de  a, 


«.rj  +  a^ ^r^  -4-  .  .  .  -f-  a"~'^r,^_i  =  y'ô 


(7) 


g.ri  -t-  ê2.r,  -^  .  .  .  +  ê^-^r,,_i  —  y  ^j, 


on  a  d'ailleurs 

J^o  +  -^1  -H  -^2  -f- .  .  .  +  ^n-i  =  A  ; 
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donc,  en  ajoutant  ces  équations,  et  en  ayant  égard  aux 
propriétés  des  racines  a,  ô,   .  .  . ,  on  aura 

,Q.  _  A  -t-  v^ë;  -1-  ^6;  H- . . .  H-  yê;;i; 


ajoutant  aussi  ces  mêmes  équations  respectivement  mul- 
tipliées par  a%  d%  .  .  . ,  w''  et  i,  il  viendra 

(  9  )  ^„„,  =:  ^ 

Mais,  comme  rien  ne  détermine  celle  des  valeurs  de 
chaque  radical  qu'il  faut  prendre,  le  second  membre  de 
l'équation  (9)  ne  diffère  pas  du  second  membre  de  l'é- 
quation (8).  Aussi  doit-on  se  borner  à  dire  que  les  n 
racines  de  l'équation  proposée  sont  données  par  la  for- 
mule unique 

(,o)  x=.  A -1-2^; +J^ +^.+l'C;. 

A  la  vérité,  cette  formule,  à  cause  de  la  multiplicité  des 
valeurs  de  chaque  radical,  donne  pour  x  un  nombre  de 
valeurs  égal  à  tz'^"'  ;  mais  on  peut  faire  disparaître  l'am- 
biguïté qui  en  résulte.  En  effet,  les  premiers  membres 
des  équations  (7)  sont  des  fonctions  semblables  des  ra- 
cines Xo,  x< ,  .  .  .  ;  on  pourra  donc,  si  l'on  se  donne  l'une 
de  ces  fonctions,  en  déduire  rationnellement  toutes  les 

autres.  Ainsi,  on  pourra  exprimer  y  0,,  (^2?  •  •  •?  S^n-\ 
rationnellement  en  fonction  de  y^o?  et  la  formiile  (10) 
ne  donnera  alors  pour  x  que  n  valeurs,  comme  cela  doit 
être. 

Par  cette  méthode,  la  résolution  de  l'équation  du  cin- 
quième degré  se  ramène  à  celle  d'une  équation  du  qua- 
trième degré,  dont  les  coefficients  dépendent  d'une 
équation  du  sixième. 
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Des  équations  dont  le  degré  est  un  nombre  composé, 

521.  L'analyse  précédente  n'est  pas  applicable  aii:x 
équations  dont  le  degré  est  un  nombre  composé,  et  il 
est  nécessaire  d'employer  ici  des  considérations  nou- 
velles. La  méthode  que  Lagrange  a  proposée  pour  ce  cas 
revient  au  fond  à  décomposer  l'équation  proposée 

(l)  V--_:0, 

de  degré  m=np,  n  étant  un  nombre  premier,  en  n  équa- 
tions du  degré  p;  et  cette  méthode  n'exige  pour  cela  que 
la  résolution  d'une  équation  du  degré 

I .2. . .m 


ij  /?(l  .2.  .  .p)"- 


et  celle  d'une  équation  du  degré  n  —  i,  tandis  que  si  l'on 
cherchait  à  faire  la  décomposition  par  la  méthode  ordi- 
naire, il  faudrait  résoudre  une  équation  du  degré 

m  [m  —  I  ) .  .  .(m—p~\-i) 

1.2.../? 

Cette  décomposition  de  l'équation  (i)  en  ji  équations 
de  degré  p  ayant  été  effectuée,  on  pourra  appliquer  à 
chacune  de  ces  dernières  la  méthode  exposée  précédem- 
ment, si  p  est  un  nombre  premier.  Dans  le  cas  contraire, 
si  p  =  n'p\  n'  étant  un  nombre  premier,  on  ramènera 
la  résolution  de  chaque  équation  de  degré  p  à  celle  de  n^ 
équations  du  degré  p',  en  opérant  de  la  même  manière 
que  pour  la  proposée;  et  ainsi  de  suite.  Entrons  main- 
tenant dans  les  détails. 

Soit  m=-.7ip,  n  étant  un  nombre  premier,  et  posons, 
comme  précédemment, 

t  z:^:  Xq  H-  «.ï^i  -f-  a^  J?2  -i-  .  .  .  -I-  a"'"~'x,„_i, 

Xo,  Xi  ,  . . . ,  Xjn-.\  désignant  les  m  racines  de  l'équation  (  i  ) 
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et  a  une  racine  de  x'"=  i,  mais  qui  appartienne  aussi  à 
l'équation  x"  =  i.  Alors,  comme  on  a  généralement 

la  valeur  précédente  de  t  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

t  ~  [.ro  4-  J-,,  -f-  x,„  -h  ...  H-  ^(p-i)n\ 

ou 

^==:  X,  -h  «Xi  -h  a^X,  4-  .  .  .  -f-  a'^-'X„_i, 

en  faisant,  pour  abréger, 

Xo  —  .ro  H-  J^,,  H-  Xj„  H-  .  .  .  +  J.\ /,_!)„, 

Xi  =  .Ti  H-  .r,,^_.  -h  x,^^..  -f-  .  .  .  -f-  a:(^_i ;,,+,, 


I 

Représentons  par 

(3)  W  =  o 

l'équation  qui  a  pour  racines  Xo,  X,,  .  .  .,  X//_,  ;  on 
pourra  appliquer  à  cette  équation  (3)  la  méthode  exposée 
précédemment  pour  les  équations  de  degré  premier. 
Faisons  6  :=  t",  ou 

(4)  0  =  (Xo  +  aXi  H-.  .  .  +  a"-^X,_i)''; 

9  dépend  d'une  équation  du  degré  i .  2 . 3  .  .  .  (/z  —  i  )  dont 
les  coefficients  peuvent  s'exprimer  rationnellement  par 
ceux  de  l'équation  (3);  et  si  l'on  représente  par  Oq,  0,,  ..., 
On-2  les  71 — I  valeurs  que  prend  9,  quand  on  remplace 
a  par  les  n —  i  racines  imaginaires  de  x"  =  1,  on  pourra 
former  l'équation  de  degré  n —  i  qui  a  ces  /z  —  i  valeurs 
de  9  pour  racines  :  représentons  cette  équation  par 

{ 5  )       e^-'  +  Pi  0'^-^-  4-  p^  Qn-'i  _._...  +  p^^__^  0  +  P„_,  =  G  ; 
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ses  coefficients  Pi,  P2,  ...  dépendent  d'une  seule  équa- 
tion de  degré  i.2.3...(/2  —  2)  dont  les  coefficients 
s'expriment  rationnellement  par  ceux  de  l'équation  (3), 
ainsi  que  nous  l'avons  établi  précédemment. 

Soient  j)'^  l'un  quelconque  des  coefficients  P,,  Po,   ... 
et 

(6)  /(j)-o 

l'équation  de  degré  i.2.3-..(^ — 2)  dont  j^  dépend. 
Les  coefficients  de  cette  équation  (6)  sont  exprimables 
rationnellement  par  ceux  de  l'équation  (3),  mais  ces 
derniers  ne  sont  pas  connus,  il  n'y  a  que  ceux  de  l'équa- 
tion (i)  qui  le  soient;  voici  comment  on  peut  former 
une  équation  en  j  dont  les  coefficients  soient  exprimés 
parles  quantités  connues. 

f{j)  est  une  fonction  de  j^"  qui  contient  symétrique- 
ment les  quantités  Xo,  Xj,  ...,  X/^_i,  et,  si  l'on  y 
remplace  Xq  ,  X,  ,  ...  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  (2),  elle  deviendra  une  fonction  entière  non 
symétrique  des  racines  Xq,  Xy,  ...,  jr„i_i  de  l'équa- 
tion (i).  Effectuons  dansy'(j)  toutes  les  substitutions 
des  racines  Xq,  Xi,  .  .  . ,  x,„_  1 ,  et  désignons  par 

les  [JL  valeurs  distinctes  que  prend  ainsi  f{j)  ;  le  produit 
de  toutes  ces  valeurs  est  une  fonction  symétrique  des 
racines  Xq,  x^,  .  .  .,  x„i-\,  exprimable  rationnellement 
par  les  coefficients  de  l'équation  proposée.  On  a  donc, 
pour  déterminer  j,  Féquation 

(7)  Â[x]Â[y]fAr)---f,-i[x)  =  o, 

dont  les  coefficients  peuvent  être  considérés  comme 
connus. 

Le  degré  de  cette  équation  (7)  est  i.2.3...(/z  —  2)xa, 
|ui  désignant  le  nombre  des  valeurs  distinctes  que  prend 
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/{y)  par  les  substitutions  des  racines  x^^x^,  .  .  . ,  Xm^\  ; 
nous  savons  que  ce  nombre  [k  est  un  diviseur  du  produit 
1 .  2 . 5  ...  m,  et  si  l'on  fait 

I  .  2  . 3 .  .  .  /?2 

V  sera  le  nombre  des  substitutions  qui  appartiennent  à 
la  fonction  f{j)-  Or  f{j)  ne  change  pas  quand  on 
change^  les  unes  dans  les  autres,  les  racines  qui  figurent 
dans  l'une  des  expressions  Xo,  Xi,  .  .  . ,  X„_i,  non  plus 
qu'en  échangeant  les  quantités  Xo,  X^,  ...,  les  unes 
dans  les  autres  5  mais  toute  substitution  qui  fait  passer 
quelques-unes  des  racines  contenues  dans  X,,  ou  X2, 
ou  .  .  . ,  dans  l'une  des  autres  fonctions,  change  évidem- 
ment la  fonction  y (j).  On  conclut  aisément  de  là  que 

V~  (1.2.3.  .  ./?)"(l.2.  .  ./Z), 

et,  par  conséquent, 

1 .  2.3.  .  .m 

^  "^  fr:T;3.../2)(i.273.../?)«  * 

Le  degré  de  l'équation  (7)  est  donc 

1 . 2 . 3 ...  m 

1.2.3...     «  —  2      7 -_ ^. r-> 

^  ^    (l  .2.3.  .  ./Z)  (1.2.  .  ./?)'* 

OU 

I .2.3. . .m 


(«  —  i)  «(1 .2.3.  .  ./?)" 

ce  qui  s'accorde  avec  la  proposition  établie  au  n°  439 
(corollaire  II). 

Si  l'on  connaît  une  seule  racine  de  l'équation  (7),  on 
aura  un  système  de  valeurs  des  coefficients 

"ij  ^2?    •  •  •  j   "11— \ 
de  l'équation  (5),  car  ces  coefficients  sont  des  fonctions 
semblables  des  racines  de  l'équation  proposée,  et,  par 
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conséquent,  ils  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  et  des  quan- 
tités connues. 

On  résoudra  ensuite  l'équation  (5),  qui  n'est  que  du 
degré  n  —  i ,  et  l'on  aura  alors  aisément  les  racines  de 
l'équation  (3).  Désignons,  en  effet,  par 

les  n  —  I  racines  de  l'équation  (5);  ces  valeurs  de  0 
étant  précisément  celles  qu'on  déduit  de  l'équation  (4), 
en  remplaçant  a  par  chacune  des  racines  imaginaires 
de  x"  =  I ,  on  aura 

Xi  +  «X,  -H  a^X-,  4-  ...  -h  a"-iX,,  =  v'ê^, 

Xi  +  6X,  4-  6^X3  -4-  ...  -h  g«-^X„  =  'sjT^, 

Xi  -h  wX^  -i-  e«>^X3  H-  .  .  .  -+-  w'^~^X„  t=  V/6^_2. 

D'ailleurs,  la  somme  des  racines  X^  X^,  .  .  .,  X,^  est 
connue,  car  elle  est  la  même  que  celles  des  racines  x^^ 
jOi,  .  .  . ,  Xr}l^^  ;  en  désignant  donc  par  A  cette  somme, 
on  aura 

Xo  -f-  Xi  -I-  X2  +  .  .  .  -f-  X„_i  =:  A . 

Des  équations  qui  précèdent,  on  tire  cette  expression 
générale  des  racines  Xq,  X,,  .  .  . , 

A.  —  — — • 


Il  ne  reste  plus,  maintenant,  qu'à  trouver  les  racines 
0:0  >  ^ij  •••  elles-mêmes;  pour  cela,  on  considérera 
l'équation  qui  a  pour  racines  celles  de  la  proposée  dont 
la  somme  est  Xq  ou  X,,  ou  .  .  . ,  Xq  par  exemple  :  soit 

a:P  —  Xo  Xl>-'  4-  Q2  XP~'~  4-  ...  -h  Q^_i  .^■  -h  Q,,  =::  O 

cette  équation,  dont  le  premier  membre  est  un  diviseur 
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du  premier  membre  V  de  la  proposée.  On  fera  la  divi- 
sion à  la  manière  ordinaire  et  l'on  égalera  à  zéro  les  p 
termes  du  reste;  on  aura  ainsi  p  équations  dont  les  /?  —  i 
premières  détermineront  Q2,  Q3,  .  .  . ,  en  fonction  de  X^, 
la  dernière  étant  alors  satisfaite  d'elle-même.  Il  est  évi- 
dent que  Q2,  Q3,  .  •  .  doivent  s'exprimer  rationnelle- 
ment en  fonction  de  Xq,  puisque  toutes  ces  fonctions 
sont  semblables.  On  aura  donc  enfin,  par  ce  moyen,  les 
n  équations  de  degré  p  dans  lesquelles  peut  se  décom- 
poser l'équation  proposée. 

Tel  est  le  point  où  les  travaux  de  Lagrange  ont  ramené 
la  question  de  la  résolution  algébrique  des  équations. 
La  fonction  résolvante  nous  a  donné  la  résolution  des 
équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  ;  mais  elle 
n'est  d'aucune  utilité  pour  les  équations  générales  de 
degré  supérieur  au  quatrième,  dont,  au  surplus,  la  réso- 
lution est  aujourd'hui  démontrée  impossible.  Toutefois 
on  verra  plus  loin  que  la  considération  de  cette  fonction 
résolvante  conduit  à  la  résolution  algébrique  d'une  classe 
fort  étendue  d'équations  de  degrés  quelconques. 

A  la  même  époque  où  Lagrange  publiait,  à  Berlin,  le 
Mémoire  dont  nous  venons  de  présenter  les  résultats 
principaux,  Vandermonde  s'occupait  de  la  même  ques- 
tion et  présentait  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  un 
beau  Mémoire  où,  par  des  considérations  différentes  de 
celles  de  Lagrange,  il  arrivait  pourtant  aux  mêmes  con- 
séquences. Je  me  borne  ici  à  indiquer  ce  travail  de 
Vandermonde,  imprimé  dans  les  Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris  (année  1771). 


SECTIOK     V.   CHAPITRE    II.  497 


CHAPITRE  IL 

DE   L'IMPOSSIBILITÉ    DE    LA    RÉSOLUTION    ALGÉBRIQUE   DES 
ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  AU  DELA  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ. 


Des  fonctions  algébriques. 

522.  Les  considérations  que  nous  avons  développées 
dans  le  Chapitre  précédent  donnent  lieu  de  penser  qu'il 
est  impossible  de  résoudre  algébriquement  les  équations 
générales  de  degré  supérieur  au  quatrième.  Abel  est 
parvenu  à  démontrer  rigoureusement  cette  impossibilité 
par  une  méthode  qui  a  été  simplifiée  ensuite  par  Wantzel 
dans  quelques-unes  de  ses  parties. 

Résoudre  une  équation  algébriquement,  c'est  former 
une  fonction  algébrique  des  coefficients  qui,  substituée 
à  l'inconnue,  satisfasse  identiquement  à  l'équation;  la 
première  chose  à  faire,  pour  reconnaître  si  une  équation 
est  soluble  ou  non  algébriquement,  est  donc  d'étudier 
la  forme  générale  des  fonctions  algébriques.  C'est  cette 
étude  que  nous  allons  faire  ici,  et  nous  en  conclurons 
ensuite  facilement  l'impossibilité  de  résoudre  algébri- 
quement les  équations  générales  de  degré  supérieur  au 
quatrième. 

Soient 

.^1,     ^-2,     ^3,      .    .   .,     X^ 

h  quantités  quelconques  indépendantes,  et  v  une  fonc- 
tion de  ces  quantités;  casera  une  fonction  algébrique, 
si  on  peut  l'exprimer  en  x^,  x^,  x^,  .  .  . ,  par  le  moyen 
des  opérations  suivantes,  effectuées  un  nombre  fini  de 
S.  —  Jlg.  sup.,  II.  32 
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fois  :  i*^  l'addition  ou  la  soustraction;  2°  la  multiplica- 
tion; 3°  la  division;  4°  l'extraction  des  racines  d'indices 
premiers.  Nous  ne  comptons  pas  l'élévation  aux  puis- 
sances entières  et  l'extraction  des  racines  de  degrés 
composés,  parce  que  ces  opérations  sont  évidemment 
comprises  dans  les  quatre  que  nous  avons  mentionnées. 

Des  Jonctions  entières, 

523.  Lorsque  la  fonction  p»  peut  se  former  par  les 
deux  premières  des  quatre  opérations  mentionnées  ci- 
dessus,  elle  est  dite  rationnelle  et  entière  ou  simplement 
entière. 

Désignons  par 

J  [•'^If  X<2i  ^3i    •  •   •  ) 

une  fonction  qui  peut  être  exprimée  par  une  somme 
d'un  nombre  limité  de  termes  de  la  forme 

./  j     ./-g       •  •  •  7 

A  désignant  une  constante,  et  m^,  mo,  ...  étant  des 
exposants  entiers  et  positifs.  L'opération  désignée  pary 
fournit  une  fonction  entière,  conformément  à  la  défini- 
tion précédente  ;  et  l'on  peut  généralement  considérer 
toutes  les  fonctions  entières  comme  obtenues  en  répé- 
tant cette  opération  un  nombre  limité  de  fois.  Soient  v^ , 
P'o;  .  •  •  plusieurs  fonctions  Aq  X\j  x^^  .  .  . ,  de  la  même 
forme  que  f,  la  fonction 

seraévidemmentdelamêmeforme.D'ailleurs/(v'i,  i^o;  •••) 
est  l'expression  des  fonctions  obtenues  en  répétant  deux 
fois  l'opération /"(xi,  Xo,  .  .  .)  ;  d'où  il  suit  qu'on  trou- 
vera toujours  un  résultat  de  même  forme    en  répétant 
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cette  même  opération  autant  de  fois  que  l'on  voudra, 
et  que  toute  fonction  entière  de  x^,  Xo,  .  .  .  peut  être 
exprimée  par  une  somme  de  termes  de  la  forme 


A.r;"'^^^ 


Des  fonctions  rationnelles. 

524.  Une  fonction  v  des  quantités  x^,  X2,  x^,  ... 
est  dite  rationnelle  lorsqu'elle  peut  être  exprimée  par 
les  trois  premières  des  quatre  opérations  algébriques 
ci-dessus  désignées. 

Soient 

/(.ri,  .r^,  .rs,   .  .  .  ),      F  {a:^,  .r^,  .rg,  .  .  .) 

deux  fonctions  entières,  le  quotient  de  ces  fonctions 

/(.r^,.r,3,  .  .  .) 
•i,.r,,  .  .  .) 


F  1  Xi ,  .r. 


sera  évidemment  un  cas  particulier  des  fonctions  ration- 
nelles non  entières,  et  l'on  peut  considérer  toute  fonc- 
tion rationnelle  comme  obtenue  en  répétant  plusieurs 
fois  l'opération  précédente;  mais,  en  désignant  par  Vi, 

t^2,  ...  plusieurs  fonctions  de  la  forme  ^  ;    ^'  "^-^  '  '  '  1  , 

F  (.ri,  0^2,   .  .  .  ) 

il  est  évident  que  la  fonction 

F(('i,(^,  ...) 

peut  être  réduite  à  la  même  forme  ;  d'où  il  suit  que  toute 
fonction  rationnelle  se  réduira  à  la  forme 


F(x.i,.r2,    ..  . 


/et  F  désignant  des  fonctions  entières. 

32. 
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Classification  des  fonctions  algébriques 
non  rationnelles . 

525.  Soit 

/(.ri,.r„  ...) 

une  fonction  rationnelle  quelconque;  il  est  évident  que 
toute  fonction  algébrique  s'obtiendra  en  combinant  l'opé- 
ration désignée  par  y  avec  l'opération  désignée  par  y  ? 
m  étant  un  nombre  premier.  Si  donc  p^,  p2,  -  .  .  dé- 
signent des  fonctions  rationnelles  de  x^,  X2,  .  .  •;  «o 
«2,  ...   des  nombres  premiers,  et  qu'on  fasse 

p'=fÇTy,  a:,_,    .  .  .,  "i'pi,  Y/^2,    .  .  .), 

p'  sera  la  forme  des  fonctions  algébriques  dans  lesquelles 

1  opération  désignée  par  y  ne  porte  que  sur  des  fonc- 
tions rationnelles.  Nous  appellerons,  avec  Abel,  fonc- 
tions algèhriipies  du  premier  ordre  les  fonctions  de  la 
forme  p' . 

Soient// ,  //, ,  .  .  .  des  fonctions  algébriques  du  pre- 
mier ordre,  7z',,  7/2,  .  .  .  des  nombres  premiers  ;  et  posons 

p     =/Ui,^2.     •••.      SPU     V>2,    ..-,       VT^i,       SP,^    .-./, 

p^'  sera  la  forme  générale  des  fonctions  algébriques  dans 
lesquelles  l'opération  désignée  par  y  ne  porte  que  sur 
des  fonctions  rationnelles  ou  sur  des  fonctions  algé- 
briques du  premier  ordre.  Nous  appellerons  fonctions 
algébriques  du  deuxième  ordre  les  fonctions  de  la 
forme  p" . 

De  même,  si  //, ,  p[,  ...  désignent  des  fonctions  algé- 
briques du  deuxième  ordre,  Ji\,  Ji[,  .  .  .,  des  nombres 
premiers,  et  qu'on  fasse 

/y"=/(.r„^„  ...,"v^,7,  ...,  "■//T;,  ...,  1//7;V...), 
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p'"  sera  la  forme  des  fonctions  algébriques,  où  l'opéra- 
tion désignée  par  V  ne  porte  que  sur  des  fonctions  ra- 
tionnelles et  sur  des  fonctions  des  deux  premiers  ordres. 
Les  fonctions  de  la  forme  jJ"  seront  les  fonctions  algé- 
briques du  troisième  ordre. 

En  continuant  ainsi,  on  formera  des  fonctions  algé- 
briques du  quatrième,  cinquième,  .  .  . ,  ^j}^"^^  ordre,  et  il 
est  évident  que  l'expression  générale  des  fonctions  du 
^iéme  Qfjjpg  sera  l'expression  générale  des  fonctions  algé- 
briques. 

Il  suit  de  là  qu'en  désignant  par  p»  une  fonction  algé- 
brique du  ^^^'^^  ordre,  v  aura  la  forme 

oùjTdésigne  toujours  une  fonction  rationnelle,  /?<,  /^o,  ••• 
des  fonctions  de  l'ordre  ^x —  i ,  72, ,  zzo,  ...  des  nombres 
premiers,  et  r^,  i\,  .  .  .  des  fonctions  de  l'ordre  \i. —  i 
ou  d'un  ordre  moins  élevé. 

On  peut  évidemment  supposer  qu'aucun  des  radicaux 

V^Po  \ P'ii  ...  ne  soit  exprimable  rationnellement  en 
fonction  des  autres  radicaux  et  des  quantités  i\,r<x^  .... 

Si,  en  effet,  sjp^  était  dans  ce  cas,  en  portant  sa  valeur 
dans  l'expression  de  v^  on  aurait  une  valeur  de  v 

de  la  même  forme  que  la  précédente,  mais  plus  simple, 

puisqu'elle  contiendrait  le  radical  sjp^  de  moins.  Si,  de 
même,  l'un  des  radicaux  qui  restent  pouvait  s'exprimer 
en  fonction  rationnelle  des  autres  radicaux  et  des  quan- 
tités zr, ,  /'o,  .  .  . ,  on  pourrait  chasser  ce  radical  de  l'ex- 
pression de  P",  qui  conserverait  4'ailleurs  la  même  forme  ; 
et  si  l'on  pouvait  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  eût 
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éliminé  tous  les  radicaux  v'/?4,  Slfi,  •  •  -,  la  fonction  v 
serait  réduite  à  l'ordre  [k  —  i . 

Si  donc  la  fonction  v  est  effectivement  du  jj}""^^^  ordre, 
on  peut  supposer  que  les  radicaux  \ip\,  \p2,  -  •  .  aient 
été  réduits  au  plus  petit  nombre  possible,  et  qu'il  soit 
impossible  d'exprimer  l'un  de  ces  radicaux  en  fonction 
rationnelle  des  autres  et  de  fonctions  algébriques  d'ordre 
inférieur.  Et  si  m  désigne  alors  le  nombre  de  ces  radi- 
caux qui  affec  tent  des  fonctions  algébriques  d'ordre  ^ — i , 
nous  dirons  que  la  fonction  v  d'ordre^  est  du  degré  m. 

D'après  cette  définition,  une  fonction  d'ordre  u  et  de 
degré  zéro  n'est  autre  qu'une  fonction  d'ordre  p  —  i,  et 
une  fonction  d'ordre  zéro  est  une  fonction  rationnelle. 

Il  résulte  de  là  que,  si  v  désigne  une  fonction  algé- 
brique d'ordre  ^i  et  de  degré  m,  on  aura  généralement 

y  désignant  une  fonction  rationnelle,  p  une  fonction  al- 
gébrique d'ordre  ^  —  i ,  /z  un  nombre  premier,  et  i\ , 
/'o,  .  .  .  des  fonctions  d'ordre  f/,  mais  de  degré  m  —  i. 
En  outre,  d'après  ce  qui  précède,  on  peut  toujours  sup- 
poser qu'il  soit  impossible  d'exprimer  \lp  en  fonction 
rationnelle  de  /'h,  /'o,   .... 

Forme  générale  des  fonctions  algébriques. 

526.   Dans  l'expression  précédente  de    t^,  f  désigne 

une  fonction  rationnelle  des  quantités  r^ ,  /o ,  .  .  •  et  \Jp, 
mais  toute  fonction  rationnelle  de  plusieurs  quantités 
peut  être  représentée  par  le  quotient  de  deux  fonctions 
entières;  nous  pouvons  donc  poser 
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cp  et  4^  désignant  des  fonctions  entières,  et  si  l'on  ordonne  9 

_  i 

et  ^  par  rapport  aux  puissances  de  \p  ou  p'\  on  aura 
pour  i^  une  valeur  de  la  forme 

,Ço  4-  Si  P"  -+-  s\  p"-h...-\-  s,  p^        S 


^0   +  ^1  P"  +  f2P"  -»-..•  +  t^'P" 


ï' 


ovL  So,  Si,  .  .  .,  s^  et  fo,  ^4,  .  .  .,  fy  sont  des  fonctions 
entières  de  7-^,  r^,  .... 

Soit  a  une  racine  imaginaire  de  l'équation 

a"  =:  I  ; 
désignons  par 

Tj,    ±2,     .  .  .  î    !«— 1 

les  /z  —  I  valeurs  qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  T, 

1 
p"  successivement  par 

1  1  *  1 

a/?«,      u^p",      a^/?"',    ...,    «"-\/.«, 

et  multiplions  par  T<  T2. .  'T,i-i  les  deux  termes  de  la 
valeur  de  ç»,  on  aura 

'"ÏT,T,...T„_/ 

Le  produit  TT<  T2 . .  .T„_i  peut  évidemment  s'exprimer 
en  fonction  entière  de  p  et  des  quantités  r^  /'o,  ...  ;  il 
est  donc  une  fonction  algébrique  d'ordre  /jt  et  de  degré 
m  —  I  au  plus,  que  nous  désignerons  par  u.  Pareille- 
ment, le  produit  STi  T2.  .  .T„_,  est  une  fonction  en- 
tière de  7\ ,  7'o  .  . . ,  et  v;?;  nous  représenterons  sa  valeur 
par 
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et  l'on  aura 


v  = 

«o_ 

-f- 

1 

-4-  iij,p"  -+■  .  . 

.  -h 

i 

u 

' 

ou 

simplement 

1 

2 

i 

v  = 

^0 

-f- 

^IP" 

-^q,p^-\-.. 

_j_ 

niP^> 

en 

mettant  {Jq, 

^ 

1?  • 

...au 

lieu  de  -% 

u 

'   •  ■  •  * 

;  'Zo^  q^  ••• 

désignent  ici  des  fonctions  rationnelles  de  /'i,  r2  7  •  •  • 
et/?. 

On  peut  chasser  de  l'expression  précédente  de  v  les 

puissances  de /?"  supérieures  à  la  (/z  —  lyème  gj^  gj^ 
effet,  /  désigne  un  nombre  qui,  divisé  par  tz,  donne  le 
quotient  g-  et  le  reste  h,  on  a 

L  ^ 

et,  en  se  servant  de  cette  formule,  on  pourra  mettre  v 
sous  la  forme 

1  2  /?  —  1 

(  I  )  v—q,,  H-   ry  1  /;"  -f-  q^  p'  -|-  .  .  .  -]-  q„  ..,p    "    , 

(Jq,  <7,,  q^y  .  .  . ,  qn~i  étant  toujours  des  fonctions  ration- 
nelles de  py  /'i ,  7  2?  .  .  .?  et,  par  conséquent,  des  fonc- 
tions algébriques  d'ordre  //  et  de  degré  m  —  i  au  plus, 

telles,  en  outre,  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  ration- 

l 
nellement  p"  en  fonction  rationnelle  des  quantités  dont 
elles  dépendent. 

Dans  l'expression  (i)  de  i^,  on  peut  supposer 

Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  que  qi  ne  soit 
pas  nul,  et  posons 

Pi  =^P^1^ 
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I  '     ' 
(I  OU 

1 
1 


l'expression  de  t^  devient 

ou  plus  simplement 

(  2  )  ''  =  <7o  -^-  P"  -^  fhJ>"  -f- . .  .  +  qn-i  P  "  . 

en  écrivant  p  au  lieu  de  774  ;  q^,  </3,   ...  .  au  lieu  de   4» 

'/;' 

Dans  cette  nouvelle  expression  (2)  de  p»,  qui  se  déduit 
de  (i)  en  faisant  </,  =1,  les  quantités  q^,  (j^,  .  .  .  dési- 
^ment  toujours  des  fonctions  algébriques  d'ordre  fx  et  de 
degré  m  —  i . 

Supposons  maintenant  que  dans  l'expression  (i)  de  v 
on  ait  q^  =:  o;  désignons  par  qj^  l'une  des  quantités  q^y 
q-ii  •  •  •  j  qui  n'est  pas  nulle,  et  posons 


d'où 


p-=qlp- 


n  étant  premier  et  h  étant  moindre  que  «,  on  peut  tou- 
jours trouver  deux  entiers  a  et  6  tels,  que 

h  V.  —  Jl^j  r=i  )>, 

X  étant  un  nombre  entier  quelconque  donné;  alors  on 
aura 

a  \ 

p}=qlp'p'\ 
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d'où 

X  a 

On  a,  en  particulier  et  par  hypothèse, 

qk 
les  deux  formules  précédentes  permettent  de  substituer 

aux  puissances  de  ^" ,  dans  la  valeur  (  i  )  de  t^,  celles  de  y'[ , 
et,  après  cette  substitution,  il  est  évident  que  la  forme 

de  V  n'aura  pas  changé,  mais  que  le  coefficient  de  p'^  sera 

k 

l'unité;  car,  dans  l'expression  primitive  de  v^  p"  a  pour 
coefficient  qj^.  Les  développements  qui  précèdent  peuvent 
être  résumés  par  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Toute  fonction  algébrique  cV ordre  ^n 
et  de  degré  m  peut  être  mise  sous  la  forme 

V  =  qo-h  p"  +  y 2  /;«-;-...  -{-  r/„_i  p   "    , 

oii  n  est  un  nombre  premier,  q^,  q^,  .  .  .  des  fonctions 
algébriques  d'ordre  ^,  mais  de  degré  m  —  i ,  et  p  une 
fonction  d'ordre  ^  —  i ,  dont  la  racine  n^ème  ^^ peut  être 
exprimée  rationnellement  par  les  quantités  q^,  q^,  •  -  " 

Propriétés  des  fonctions  algébriques  qui  satisfont 
à  une  équation  donnée. 

527.   Il  importe  de  rappeler  ici  les  définitions   que 
nous  avons  présentées  au  n°  100. 

Si  l'on  considère  un  polynôme  entier  et  rationnel 
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dont  les  coefficients  a^ ,  «2?  •  •  •  soient  des  nombres  com- 
mensurables  donnés,  tout  diviseur  de  ce  polynôme  dont 
les  coefficients  sont  commensurables  est  dit  un  dwiseur 
commensurah  le . 

Plus  généralement,  si  les  coefficients  «<,  ^ïo?  •  •  •  du 
polynôme  sont  des  fonctions  rationnelles  de  quantités 
quelconques,  qu'on  regarde  comme  connues,  tout  divi- 
seur de  ce  polynôme  qui  a  pour  coefficients  des  fonctions 
rationnelles  des  quantités  connues  est  appelé  un  diviseur 
commensurahle . 

On  nomme,  dans  tous  les  cas,  équation  irréductible 
toute  équation  dont  le  premier  membre  n'admet  aucun 
diviseur  commensurable. 

Dans  le  cas  de  l'équation  générale  de  degré  quel- 
conque, dont  les  coefficients  sont  indéterminés,  les 
quantités  connues  ne  sont  autres  que  les  coefficients 
eux-mêmes;  l'équation  est  nécessairement  irréductible. 

Gela  posé,  soit  une  équation  de  degré  ni 


dont  les  coefficients  sont  considérés  comme  des  fonctions 
rationnelles  de  quantités  connues,  et  supposons  qu'elle 
soit  résoluble  algébriquement. 

D'après  la  classification  des  fonctions  algébriques 
établie  précédemment,  si  la  racine  x  est  une  fonction 
algébrique  d'ordre  \l  des  quantités  connues,  on  pourra 
poser 

L  2  n-  1 

(2)  .^=:7o+P"-4-'Z2/^"-+----  +  'Z.-i 

n  est  un  nombre  premier;  p  désigne  une  fonction  d'ordre 
f/  —  i;  <7o,  //o,  •  .  •  peuvent  être  de  l'ordre  /:/,  mais  sont 
d'un  degré  moindre  que  celui  de  x.  Enfin  on  peut  sup- 
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poser  qu'il  soit  impossible  d'exprimer  p"  en  fonction 
rationnelle  de  /?,  q^,  q^,  .... 

En  substituant  cette  expression  (2)  de  x  dans  l'équa- 
tion (i),  on  aura  un  résultat  qui  pourra  évidemment  se 
réduire  à  la  forme 

1  2  /i  — 1 

(3)  r^-V-r,p''-^r,^p''-\-...-V-r„_,p   «    r=  o, 

OÙ  /(,,  /',,  7'2,  .  .  .,  /■//_!  désignent  des  fonctions  ration- 
nelles des  quantités  /?,  q^,  q-^,  •  •  • ,  qn-K-  Or  je  dis  que 
l'équation  (3)  exige  que  Ton  ait  en  même  temps 

'0  =  0,      ^1  —  0?      ri  =  o,      .  .  . ,      /'„_i  —  o. 

En  effet,  dans  le  cas  contraire,  les  deux  équations 

z"  —  p  z=z  o, 

auraient  une  ou  plusieurs  racines  communes.  Soit  h  le 
nombre  de  ces  racines,  on  pourrait  former  une  équation 
de  degré  k  ayant  pour  racines  ces  k  racines  communes, 
et  pour  coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  p,  q^, 
<72,  .  .  -,  (jn~\'  Soit 

.Vo  4-  ^1  3  H-  s^  z^  -h  ...  H-  sj.  z''  =  o 
cette  équation,  et  désignons  par 

?o  H~  ^1  2  +  ^2  -'  +  .  •  •  +  ^i  2' 

un  diviseur  irréductible  de  son  premier  membre,  dont 
les  coefficients  t^,  Z, ,  .  .  . ,  ti  soient  des  fonctions  ration- 
nelles de  p,  <7q,  <yo,  .  .  . ,  >//;_,.  L'équation 

(4)  h  H-  ^1  ^3  -f-  t.^  3-  -+-...  -h  ^,  5'—  o 
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a  toutes  ses  racines  communes  avec 
(5)  z^-p  =  o- 

d'ailleurs  son  degré  i  est  au  moins  égal  à  2,  car,  autre- 

1 

ment,  on  pourrait  exprimer  z  ou  /;"  en  fonction  ration- 
nelle dep,  c/q,  q2^  •  •  •  >  '/«-f  Si  donc  z  désigne  une  racine 
quelconque  de  l'équation  (4),  cette  équation  aura  au 
moins  une  autre  racine  de  la  forme  cxz,  oc  étant  une  ra- 
cine de  l'équation 

«"rzzi; 

l'équation  (4)  aura  donc  une  racine  commune  avec 

(  6  )  Iq  -{•    t^aZ  -^  t^  ry}  z'-[~  .  .  .-^  ti  V}Z'  Z=  G, 

et,  par  conséquent,  avec  l'équation 

(7)       (l  —  «'>0+(«— «'>!-+•  .   .-+-{«'-'  — «'>/_i3'-l=0, 

que  l'on  obtient  en  retranchant  de  l'équation  (6)  l'équa- 
tion (4)  multipliée  par  a^  Mais  l'équation  (4)  est  sup- 
posée irréductible;  il  est  donc  impossible  qu'elle  ait  une 
racine  commune  avec  l'équation  (y),  qui  est  d'un  degré 
inférieur  au  sien  :  d'où  il  suit  qu'on  a  nécessairement 

rQ=o,      Al  r=  o,       .  .  . ,      /•„_!  —  0. 

Les  équations  précédentes  ayant  lieu,  l'expression  (2) 

de  X  satisfera  encore  à  la  proposée  (i),  quand  on  y  aura 

i_ 

substitué  à  //'  chacune  des  n  valeurs 

111  1 

/?«,      «/?«,       ep'\       ...,      «y?«, 

où  I,  a,  G,  .  .  . ,  fj)  désignent  les  racines  /z'^^'^^s  (]e  l'unité. 
On  aura  ainsi  Ji  racines  de  l'équation  (i),  que  nous  re- 
présenterons par 
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et  dont  les  valeurs  seront 


i  - 

1  1         1 

(8)       \  1  1 


n  —  l 

+  1n~lP    "     , 

n-i 

?7  —  1 


•^/t  =  ^0  +  ^P"  +  ^^>'  ^2/^"  H-  ...  4-  0^^-^  qn~iP   "    . 

On  voit  que  ces  racines  sont  différentes,  car,  si  deux 
d'entre  elles  étaient  égales,  il  résulterait  de  cette  égalité 
une  équation  qui  aurait  la  même  forme  que  l'équa- 
tion (3),  ce  qui  conduit,  comme  nous  l'avons  vu,  à  un 
résultat  contradictoire.  Au  surplus,  cette  remarque  n'est 
^   pas  indispensable  pour  ce  qui  va  suivre. 

En  ajoutant  les  équations  (8),  en  les  ajoutant  ensuite 
après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 


puis  par 


I ,    a        ,    b        ,   .  .  . ,    w       , 


puis,  etc.,  on  obtient  les  suivantes  : 


'Zo  =  -  (-^1  H-  .^2  +  -^3  H- H-  -^«^ 


;?"  =  -    .rj  -\-  a"-\jn^  +  .  .  .  -1-  w'^-^^^   , 


q^P 


.T.  -f-  a-    ^.T.-, 


I 


Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  regarde  comme  connues  les 
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racines  de  l'unité,  les  quantités 

sont  des   fonctions  rationnelles  des  racines  de  l'équa- 
tion (i).  On  a,  en  eflet,  généralement 

(I    —  ji^ — 1 " . , 

Désignons  maintenant  par  y  l'une   quelconque   des 
quantités  /?",  c/q,  (/o,  •  .  .,  </""',  et  soit 

1  2  /— 1 


So,  S2,  .  '  ' ,  étant  des  fonctions  qui  peuvent  être  du  même 
ordre  que  j^,  mais  qui  sont  de  degré  inférieur.  On  a,  par 
ce  qui  précède, 

j  — '^(.rj,    .7-2,    .     .,    .r^), 

cp  désignant  une  fonction  rationnelle,  et  .r^,  Xo,  .  •  • ,  JOm 
les  m  racines  de  l'équation  (i),  lesquelles  peuvent  ne  pas 
entrer  toutes  dans  la  fonction  ;p.  Soit  m' le  nombre  des 
valeurs  que  prend  cette  fonction  cppar  les  substitutions  des 
racines  a:^  «^27  •  •  •  î  on  pourra  former  une  équation  du 
degré  m' dont  les  coefficients  seront  exprimés  rationnel- 
lement par  ceux  de  l'équation  (i),  et  dont  les  racines 

y  11    J21    •  •  •  1   y  m' 

seront  les  m'  valeurs  de  la  fonction  cp .  Et,  comme  la  va- 
leur (9)  de  y  doit  satisfaire  à  cette  équation,  on  en  con- 
clura, comme  précédemment,  que  les  quantités 


sont  des  fonctions  rationnelles  de  jj,  J2,  -  -  -,  Jm'i  et, 
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par  conséquent,  aussi  des  fonctions  rationnelles  de  x,, 

:}'2?     •  •  •  7   ^'nf 

Comme  on  peut  continuer  indéfiniment  ce  raisonne- 
ment, on  conclut  de  ce  qui  précède  que  : 

Si  une  équation  est  résoluble  algébriquement,  on  peut 
donner  à  la  racine  une  forme  telle,  que  toutes  les  fonc- 
tions algébriques  dont  elle  est  composée  soient  des  fonc- 
tions rationnelles  des  racines  de  V équation  proposée. 

Démonstration  de  V impossibilité  de  résoudre  algébri- 
quement les  équations  générales  de  degré  supérieur 
au  quatrième. 

528.  'Les  propriétés  des  racines  d'une  équation  réso- 
luble algébriquement,  que  nous  venons  de  démontrer, 
ont  lieu  dans  tous  les  cas,  soit  qu'il  s'agisse  d'une  équa- 
tion dont  les  coefficients  ont  des  valeurs  déterminées,  soit 
que  l'on  considère  ces  coefficients  comme  indéterminés, 
et,  par  suite,  les  racines  de  l'équation  comme  étant  des 
quantités  quelconques,  n'ayant  entre  elles  aucune  dépen- 
dance. 

Nous  plaçant  maintenant  à  ce  dernier  point  de  vue, 
nous  allons  démontrer  qu'il  est  impossible  de  résoudre 
algébriquement  les  équations  générales  de  degré  supé- 
rieur au  quatrième. 

Ce  théorème  a  été  démontré,  pour  la  première  fois, 
d'une  manière  rigoureuse  par  Abel;  je  présenterai  ici  la 
démonstration  plus  simple  que  l'on  doit  à  Wantzel  (  ^  ). 


(*)  J'ai  cru  devoir  reproduire  le  raisonnement  de  Wantzel;  j'ai 
cependant  supprimé  quelques  détails  que  rendent  inutiles  les  dévelop- 
pements dans  lesquels  je  suis  entré  en  traitant  de  la  théorie  des  substi- 
tutions. 
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Soit 

/(.r)  =  o 

une  équation  du  degré  m  dont  les  coefficients  sont  indé- 
terminés, et  désignons  par 

ses  m  racines,  que  nous  supposons  exprimables  algébri- 
quement en  fonction  des  coefficients. 
,  Si  l'équation y*(x)  =  o  est  satisfaite  par  la  valeur  x^ 
de  X,  quels  que  soient  ses  coefficients,  on  doit  reproduire 
identiquement  x^  en  substituant  dans  son  expression  la 
fonction  rationnelle  correspondant  à  chaque  radical, 
puisque  les  racines  de  l'équation  sont  alors  entièrement 
arbitraires.  De  même,  toute  relation  entre  les  racines 
devra  être  identique,  et  ne  cessera  pas  d'exister,  si  l'on  y 
remplace  ces  racines  les  unes  par  les  autres,  d'une  ma- 
nière quelconque. 

Désignons  par  j  le  premier  radical  qui  entre  dans  la 
valeur  de  x^ ,  en  suivant  l'ordre  du  calcul,  et  soit 

p  dépendra  immédiatement  des  coefficients  deJ'[x)==o, 
et  s'exprimera  par  une  fonction  symétrique  des  racines, 
F[Xi,  Xo,  ^3,  ...);  y  sera  une  fonction  rationnelle 
(^(Xi,  cTo,  Xs,  .  .  .)  des  mêmes  racines. 

Gomme  la  fonction  c^  n'est  pas  symétrique,  sans  quoi 
la  racine  /z^^™^  de  p  s'extrairait  exactement,  elle  doit 
changer  lorsqu'on  transpose  deux  racines,  x^,  x^,  par 
exemple  ;  mais  la  relation 


sera  toujours  satisfaite.  D'ailleurs,  la  fonction  F  étant 

invariable  par  cette  transposition,  les  valeurs  de  cj)  sont 

s. —  Alg.  sup,y  II.  33 
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des  racines  de  l'équaLion  j^'- :=F,  et  l'on  a 

a  étant  une  racine  ji^^^^  de  l'unité. 

Si  l'on  transpose  les  racines  x^  et  X2j  il  vient 

f[.Vi,jc.2,    .-Co,    .  .  .  )  rr=  « 'j[.ro,    .ri,    X3,    ...); 

d'où,  en  multipliant  par  ordre, 


Ce  résultat  prouve  que  le  nombre  n^  supposé  premier, 
est  nécessairement  égal  à  2  ;  donc  le  premier  radical  qui 
se  présente  dans  la  valeur  de  V inconnue  doit  être  du 
deuxième  degré.  C'est  ce  qui  arrive,  en  effet,  pour  les 
équations  qu'on  sait  résoudre. 

La  fonction  cp  n'ayant  que  deux  valeurs,  elle  change 
par  une  transposition  quelconque,  et  elle  ne  sera  pas 
changée  (n"  4-93)  par  une  substitution  circulaire  de  trois 
ou  de  cinq  lettres,  car  chacune  de  ces  substitutions  équi- 
vaut à  un  nombre  pair  de  transpositions. 

Continuons  la  série  des  opérations  indiquées  pour 
former  la  valeur  x^  àe  x. 

On  combinera  le  premier  radical  avec  les  coefficients 
àef[x)  =  o,  ou  la  fonction  cp  avec  des  fonctions  symé- 
triques des  racines,  à  l'aide  des  premières  opérations  de 
l'Algèbre,  et  l'on  obtiendra  ainsi  une  fonction  des  racines 
susceptible  de  deux  valeurs,  et,  par  conséquent,  inva- 
riable par  les  substitutions  circulaires  de  trois  lettres. 
Les  radicaux  subséquents  pourront  donner  encore  des 
fonctions  du  même  genre,  s'ils  sont  du  deuxième  degré. 
Supposons  qu'on  soit  arrivé  à  un  radical  pour  lequel  la 
fonction  rationnelle  équivalente  ne  soit  pas  invariable 
par  ces  substitutions;  désignons-le  toujours  par 

j  — çp(.r,,    a-.,,    X3,    .  .  .). 
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Dans  l'équation 
nous  ferons  encore 

p  =  F{.T,,    .rg,   .Ta,    .  .  .); 

cette  fonction  ne  sera  pas  symétrique,  mais  seulement 
invariable  par  les  substitutions  circulaires  de  trois  let- 
tres. Si  l'on  remplace 


•Tj,     ^2>     -^3 


^hi    '^31    ^l 


par 


dans  ^,  la  relation 


subsistera  toujours;  et,  puisque  F  ne  change  pas  par  celte 
substitution,  il  viendra 


?{^2-,    -^3,     -^17    -^4,     .  •   .)  —  Kf{.Ti,     X,_,    JTg,    .r^,    ...), 

a  désignant  une  racine  tz^^""^  de  l'unité. 

En  faisant  dans  cette  équation  la  substitution  circu- 
laire 

et  en  répétant  cette  substitution,  on  aura 

f{.T.,,    .r^,    x^,    .5:4,    .  .  .)  =  açp(^2»    -^31    ^u    «^4»    •••)' 

^(oTi,     0:2,     X..,    X4,      .   .   .;   =  «^(^;j,     OTi,     0:2,     0:4,     ..      ), 

puis,  en  multipliant  les  trois  équations  précédentes,  on 
conclura 

a^  =:  I. 

Ainsi,  71  sera  égal  à  3. 

Si  le  nombre  des  quantités  x,,  JC2,  ^3,  ^/,,  .  .  .  est  su- 
périeur à  quatre,  ou  si  l'équation  /{x)  =:  o  est  d'un 
degré  plus  élevé  que  le  quatrième,  on  pourra  effectuer 

33. 


5i6  COURS  d'algèbre  supérieure. 

dans  (p  une  substitution  circulaire  de  cinq  lettres,  par 
exemple 


la  fonction  F  ne  changera  pas  par  cette  substitution,  et 
l'on  aura 

(j)(.r.>,    X3,    Xr,,    .Tj,    Xj,    .  .  .'j  =:a.f[.Ty,    X.2,   ^3,    .^4,    or-^,    ....), 
puis,  en  répétant  de  part  et  d'autre  la  même  substitution, 

^[x.^,    ^4,     X5,    ^1,    .^2,     ...)=:«^(X2,     .-r3,    0:4,    JCg,    JCj,     ...), 

Par  la  multiplication,  on  obtient 

ce  qui  entraîne 

a  =  I, 

puisque  a  est  une  racine  cubique  de  l'unité.  Donc,  si 
le  degré  de  l'équation  proposée  est  supérieur  à  4?  1^ 
fonction  c^  est  invariable  par  les  substitutions  circulaires 
de  trois  lettres,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

Ainsi,  tous  les  j^adicaux  renfermés  dans  V expression 
de  la  racine  d'une  équation  générale  de  degré  supérieur 
au  quatjdème  dei^r aient  être  égaux  à  des  Jonctions  ra- 
tionnelles des  racines  invariables  par  les  substitutions 
circulaires  de  trois  racines.  En  substituant  ces  fonctions 
dans  l'expression  de  x^ ,  on  arrive  alors  à  une  égalité  de 
la  forme 

^ j  =r  i|/  I  J7| ,    X=y^    .X"3 ,    X4 ,    cT 5 ,     .  .  .  j, 

qui  doit  être  identique  ;  or  cela  est  impossible,  puisque  le 
second  membre  reste  invariable  quand  on  remplace  X\ , 
X2,  oc-i  par  X2,  X'i,  .r,,  tandis  que  le  premier  membre 
change  évidemment. 

Donc  il  est  impossible  de  résoudre  par  radicaux  l'é- 
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quation  générale  du  cinquième  degré  ou  d'un  degré  su- 
périeur. 

La  démonstration  précédente  fait  voir  en  même  temps 
que,  pour  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré,  le  premier  radical,  dans  l'ordre  des  opérations, 
doit  être  un  radical  carré,  et  le  deuxième  un  radical 
cubique.  Ces  circonstances  se  présentent,  en  effet,  dans 
les  formules  que  nous  avons  données  dans  le  Chapitre 
précédent. 
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CHAPITRE  III. 

DES   ÉQUATIONS   ABÉLIENNES. 


Des  équations  irréductibles  dont  deux  racines  sont  tel- 
lement liées  entre  elles,  que  l'une  puisse  s'exprimer 
rationnellement  par  l'autre. 

529.  Après  avoir  démontré  qu'il  est  impossible  de 
résoudre  algébriquement  les  équations  générales  de  de- 
gré supérieur  au  quatrième,  il  paraîtrait  naturel  de  cher- 
cher à  déterminer  quelles  sont  les  équations  susceptibles 
d'une  telle  résolution.  Mais,  avant  d'aborder  ce  difficile 
problème,  il  convient  de  présenter  une  étude  complète 
d'une  classe  remarquable  d'équations  que  M.  Krônecker 
a  nommées  abéliennes. 

Les  équations  auxquelles  conduit  le  problème  de  la 
division  du  cercle  en  un  nombre  premier  p  de  parties 
égales  sont  toujours  résolubles  par  radicaux,  et  Gauss  a 
montré,  dans  ses  Recherches  arithmétiques,  que  chacun 
des  radicaux  dont  l'expression  des  racines  est  composée 
a  pour  indice  l'un  des  facteurs  premiers  àe  p  —  i .  Ces 
équations  ont  cette  propriété,  que  chaque  racine  peut 
s'exprimer  rationnellement  par  l'une  quelconque  des 
autres,  et  Abel,  en  partant  de  cette  remarque,  a  fait  voir 
que,  si  deux  racines  d'une  équation  irréductible  sont 
tellement  liées  entre  elles,  que  l'une  puisse  s'exprimer 
rationnellement  par  l'autre,  on  peut  toujours  ramener  la 
résolution  de  l'équation  à  celle  d'équations  de  degrés 
moindres.  Il  y  a  même  des  cas  où  l'équation  est  résoluble 
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algébriquement  ;  cela  arrive  en  particulier  si  son  degré 
est  un  nombre  premier. 

Nous  allons  exposer  ici  ces  recherches  d'Abel,  et  nous 
ferons  ensuite  l'application  de  sa  méthode  aux  équations 
dont  dépend  la  division  du  cercle  en  un  nombre  premier 
de  parties  égales. 

530.   Soit 

(,)  /(x)  =  o 

une  équation  irréductible  de  degré  [â,  et  supposons  que 
deux  racines  x'etj^i  soient  liées  entre  elles  par  l'équation 

ovlBx  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  des  quan- 
tités connues,  a/  étant  racine  de  l'équation  (i),  on  aura 

f{0x,)=O; 

d'où  il  suit  que  Xi  est  racine  de  l'équation 

(2)  f[0^)  =  o, 

et,  par  conséquent,  cette  équation  (2)  admet  toutes  les 
racines  de  l'équation  (i)  (n"  100),  car  celle-ci  est  irré- 
ductible, etf[Ôx)  est  une  fonction  rationnelle.  En  d'au- 
tres termes,  si  x  désigne  une  racine  quelconque  de  l'é- 
quation (i),  6x  sera  aussi  racine  de  cette  équation. 
Mais  6 Xi  est  racine  de  l'équation  (i);  donc  BQx^  le  sera 
aussi,  ainsi  que  6B9xi,  et  généralement,  en  répétant  sur 
Xi  un  nombre  quelconque  de  fois  l'opération  désignée 
par  9,  on  obtiendra  toujours  une  racine  de  l'équation  (i). 
Soit,  pour  abréger, 

e6.ri  =  e^xi,  66^^X1  =  e^Ti,  qb^x^  —  bKx^,  ..., 

tous  les  termes  de  la  série 

(3)  xi,   Qx,,  Q^x,,  e^x^,  ... 


Sao 
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seront  des  racines  de  l'équation  (i).  Mais  la  série  (3)  ren- 
ferme une  infinité  de  termes,  tandis  que  l'équation  (i) 
n'a  que  [x  racines;  il  faut  donc  que  quelques-unes  des 
quantités  (3)  se  trouvent  répétées  un  nombre  infini  de  fois. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

OU 

l'équation 

a  la  racine  Q^x^  commune  avec  l'équation  (i);  elle  admet- 
tra donc  toutes  les  racines  de  l'équation  (i),  et  l'on  aura 

6^''.Ti  X^  Z=r  o  * 

ou 

On  tire  de  là 

d'où  il  suit  que  les  termes  de  la  série  (3),  à  partir  du 
^ième^  se  reproduiront  dans  le  même  ordre,  et  que  cette 
série  ne  contiendra  que  les  n  racines  distinctes 

(4)  .^1,    0-^1,    6-^u   •  •  -,    0"-Kr,. 

Ces  n  racines  seront  effectivement  distinctes,  si  n  est  le 
nombre  de  fois  qu'il  faut  répéter  sur  Xi  l'opération  dé- 
signée par  9  pour  reproduire  Xi . 

Si  l'on  a.  ix  =  n,lii  série  (4)  contient  toutes  les  racines 
de  l'équation  (i). 

Supposons  ix'^n,el  soit  X2  une  racine  de  l'équation  ( i ) 
qui  ne  fasse  pas  partie  de  la  série  (4),  on  fera  voir, 
comme  précédemment,  que  toutes  les  quantités 

(5)  .r2,    Ô.r,,    62 .r,,    ...,    Q"-^.r^,    ... 

sont  également  racines  de  l'équation  (i).  Or  je  dis  que. 
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dans  la  série  (5),  les  n  premiers  termes 

sont  les  seuls  qui  puissent  être  différents.  En  effet,  l'é- 
quation 

admet  la  racine  x^  de  l'équation  (i);  donc  elle  admettra 
toutes  les  autres,  et  l'on  aura 

d'où 

Par  conséquent,  les  termes  de  la  série  (5)  se  reproduiront 
dans  le  même  ordre,  à  partir  du  tz'"""^,  et,  parmi  ces 
termes,  les  seuls  qui  puissent  être  distincts  sont  renfer- 
més dans  la  série  (6). 

Je  dis  maintenant  que  les  termes  de  la  série  (6)  sont 
effectivement  différents  entre  eux,  et  distincts  des  quan- 
tités (4). 

L'égalité 

OÙ  A"  et  i  sont  inférieurs  à  n,  est  effectivement  impos- 
sible; car,  d'après  le  théorème  établi  au  n°  100,  elle 
entraînerait 

ce  qui  n'a  pas  lieu,  puisque  les  quantités  (4)  sont  diffé- 
rentes. 
L'égalité 

Ô^-.r2  =  Ô'jCi 

est  de  même  impossible.  Si,  en  effet,  elle  avait  lieu,  il 
en  résulterait 

ou 


-,j V     0^2  '^2') 


'X.  =z  «"-.r. 
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et,  par  conséquent,  x^  ferait  partie  de  la  série  (4),  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse. 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  (i)  renfermées 
dans  les  séries  (4)  et  (6)  est  277,;  on  a  donc  nécessaire- 
ment \Lz=z  in  QM  ^^  in. 

Supposons  ^>272,  et  désignons  par  X3  une  racine  de 
l'équation  (i)  qui  ne  fasse  pas  partie  des  groupes  (4) 
et  (6)  ;  en  raisonnant  comme  précédemment,  on  formera 
un  troisième  groupe  de  n  racines, 

X.,     0X3,     02.^3,      ...,     Ô«-1^3, 

toutes  distinctes  et  différentes  des  quantités  (4)  et  (6); 
d'où  il  suit  nécessairement  que  l'on  a/:x  =  37zou|!ji>37z. 
En  continuant  ainsi,  on  verra  que  les  \i,  racines  de 
l'équation  (  i  )  peuvent  être  partagées  en  un  certain 
nombre  m  de  groupes  composés  chacun  de  n  termes,  en 
sorte  que 

pt  =  mn. 

Les  racines  de  l'équation  (i)  seront  alors 

(.^1,  e.ri,  ô-jcj,    . . ,,  e'^-i^i, 


S31.  Considérons  l'équation  de  degré  n  qui  a  pour 
racines  les  racines  de  l'un  de  ces  groupes,  du  premier 
par  exemple,  et  soit 

[x~or^)[.T-~Qx^)  [x—  e^-x^).  .  .[x—  ô"-^ri)  =0 
OU 

(8)    xn  4-  A.\'^  x-^  +  A^'^^«-^  -f- .  .  .  +  k\Z^x  +  A^;^^o 
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cette  équation.  Les  coefficients 

WD       .(1)  .(1) 

sont  des  fonctions  rationnelles  et  symétriques  des  quan- 
tités 

et  ils  ne  dépendent,  comme  on  va  voir,  que  d'une  seule 
équation  du  degré  m. 

Soit,  en  effet,j^i  une  fonction  rationnelle  et  symétrique 
quelconque  des  quantités 

(9)  o-i,    Qx^,    ô^^i,     e«-i.ri; 

Qxi,  6- Xi,  ...  étant  des  fonctions  rationnelles  de  Xi,^< 
le  sera  aussi,  et  nous  poserons 

ri  =  F(.r,), 

F  désignant  une  fonction  rationnelle.  En  outre,  à  cause 
de  6'^Xi  =Xi,  les  quantités  (9)  ne  feront  que  se  changer 
les  unes  dans  les  autres  si  l'on  remplace  Xt  par  9xi^ 
6^Xi,  .  .  . ,  ô''~^  Xi  ;  et  comme  j>^i  est  une  fonction  symé- 
trique de  ces  quantités,  sa  valeur  sera  invariable  par  ces 
changements  ;  on  aura  donc 

j,  =  F{.T,)  =  F{Qx,]  =:F{6'x,)=...^¥{d-^x,). 
Désignons  par 

les  valeurs  que  prend  J^^  quand  on  y  remplace  Xi  succes- 
sivement par 

on  aura 


j^=:F(.r„,)  =  F[ex„,)  =:  F(Ô2^^)  =  ...  _-=  F  (Ô"-^a:J. 
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Soit  maintenant 

(r— ji)  (r— j2)-- -(j  — jm)^o  , 

ou 

(lo)       y-  -4-pi  r--l  -4-/?2  J"^-'  -i-  .  -  -  ^Pm-lI-^Pm  -=  O 

l'équation  qui  a  pour  racinesj^i  ,j2,  •  •  • ,  y??!  ;  je  dis  que  les 
coefficients  pi,  p.y,  ...  de  cette  équation  peuvent  être 
exprimés  rationnellement  par  les  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée  (i).  On  a,  en  effet,  quel  que  soit  l'entier  >., 

^i=^î[F(-^i)?  +  [F(Ê).r,)]^+...+  [F(ô«-^r,)p|, 


et,  en  ajoutant, 

j]+jiA-...+ji='-y[F(^)f. 


;s  ra- 


'2  jLJ 

Le  signe  \  du  second  membre  s'étend  à  toutes  les 

cines  de  l'équation  proposée  ;  ce  second  membre  est  donc 
une  fonction  symétrique  et  rationnelle  de  toutes  les  ra- 
cines ;  d'où  il  résulte  que  les  sommes  de  puissances  sem- 
blables des  racines  de  l'équation  (lo)  peuvent  être  expri- 
mées rationnellement  par  les  coefficients  de  l'équation 
proposée.  On  pourra  donc  aussi  exprimer  de  la  même 
manière  les  coefficients  pt,  p2j  ••■,  ainsi  que  nous  l'avions 
annoncé. 

La  fonction  rationnelle  et  symétrique  ji  des  quanti- 
tés (9),  fonction  qui  peut  être  choisie  à  volonté,  dépend 
donc  directement  d'une  équation  de  degré  m.  D'ailleurs 
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les  fonctions 

sont  semblables  ;  car  elles  peuvent  toutes  être  considérées 
comme  des  fonctions  rationnelles  de  la  seule  racine  Xi, 
On  pourra  donc  exprimer 

en  fonction  rationnelle  deJ^^. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  l'une  des  applications  les 
plus  importantes  de  la  théorie  des  fonctions  semblables, 
que  nous  avons  développée  dans  le  Chapitre  V  de  la  Sec- 
tion IV  ;  mais,  comme  cette  théorie  est  sujette  à  quelques 
cas  d'exception,  il  ne  sera  pas  inutile  d'entrer,  avec  Abel, 
dans  le  détail  du  calcul  des  coefficients  A^^*,  A'J',  .... 

Désignons  par  ^{x.i)  l'un  quelconque  de  ces  coeffi- 
cients ;  -^  est  une  fonction  rationnelle  qui  ne  doit  pas 
changer  quand  on  remplace  x^  par  9x.,,  9-Xi,  ...,  9"~'^  Xt, 
puisque  ^'(•^i)  ^^^j  comme  J^^,  une  fonction  symétrique 
des  quantités  (9)  ;  et  il  en  sera  de  même  de  la  fonction 

y]^{.T,)     ou     [F(^0?^(-^i)- 
On  aura  donc 

i 


n 


en  remplaçant  Xs  successivement  par  Xo,  X3,  .  .  .  ,  x,n^ 
on  aura  des  expressions  semblables  pour  j2^J>(^2)7  •  •  -  ? 
jL^(^/?0;  et,  si  l'on  pose 

(11)  t;-=j\-^[x;)^y\-^[x^]-\-..     -4- j>^4,(.r,„), 


on  aura 


i^[F(x)]-'-,^i 
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le  signe  \  s'étendant  àtoutes  les  racines  de  l'équation  (i). 

On  voit  par  là  que  t^  est  une  fonction  symétrique  et 
rationnelle  des  racines  de  l'équation  (i),  qui  pourra,  par 
conséquent,  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  des 
quantités  connues. 

Gela  posé,  en  prenant  pour  1  les  valeurs  o,  i ,  2,  3,  . . . , 
[m  —  i),  l'équation  (11)  donnera  les  suivantes  : 

(12)    {  j1^(-^i)-4-j^^(.r2J+...-i-j^^^[^„J=^, 

r7-'  ^  (^1  )  H-  x^-'  -^  (.r,  )  -h . . .  -f-  j;r ^  ^  [^m  )  =  ^«-1 , 

dont  les  seconds  membres  peuvent  être  considérés 
comme  connus. 

Pour  avoir  la  valeur  de  ^(^i),  ajoutons  les  équa- 
tions (12),  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par 
les  indéterminées 

et  faisons,  pour  abréger, 

(i3)      î>(j)  =  j'"-^  +  R,„_2  J"'-^  -+-...  +  R,  j  -f-  Ro, 
on  aura 

=::  ^0  Rq  ^~  ^1  R-l  H~  •  •  •  +  ^m— 2  ^m— 2  "+"  ^ni—\  '■> 

et,  si  l'on  détermine  les  facteurs  Rq,  R<,  ...  par  les 
conditions 

?(r2)  =  o,     5>(j3)r=0,      ...,     ^(jr„,]  =  o, 
on  aura 

/     /  \        J,  f  jr    1  ^0  Rq  +  ^1  Rj   -f-  -  .  .  H-  ^/n— 2  R/»— 2  ~*~  ^/yz— 1 
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Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  Rq,  R,,  ....  D'a- 
près notre  hypothèse,  l'équation 

doit  avoir  pour  racines  J2,  ;y3y  •  •  •  ?  Jm]  mais  ces  ra- 
cines appartiennent  aussi  à  l'équation  (10),  qui  admet 
en  outre  la  racine  j^i  :  on  aura  donc 


?[lj  = 


PxT 


p^r 


-\r 


J  —  Xi 


r 


4-/?2 


PiXi 


r 


H-  Pm-\ 
-^Pm-%X\ 

-!~ 


-+-pijr"~' 


Comparant  les  valeurs  ^{j)   données   par  les    équa- 
tions (i3)  et  (i5),  on  trouve 


y. 


Ri  =p,n-^  4-  Pm-%y\  +  ■ 

On  tire  aussi  de  l'équation  (i5) 

? ( Ji)  =  rnjf-^ -^[^m-x)p,  j'/'-^  +  .  . 
et  en  faisant,  pour  abréger, 

To  =  hPin—\  ~^  t\Pm—TL  H-  .  .  .  +  tm—'iP\  +  ^m—Xi 


xT 


'^Pm—iXl  ~^ Pm—\ 


f^Pl  +  ^1» 


T,rt— 1  —  ^0' 
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on  aura  cette  valeur  de  ^{Xi  ), 

La  formule  précédente  n'est  en  défaut  que  si  le  déno- 
minateur du  second  membre  est  nul.  Or,  je  dis  qu'on 
peut  toujours  faire  en  sorte  que  cela  ne  soit  pas.  En 
effet,  ce  dénominateur  est  égal  au  produit 

(Jl  —li]  (ji— Js)-  .  -(ji— r,n), 
et,  pour  qu'il  soit  nul,  il  faut  que  l'un  des  facteurs  le 
soit,  que  l'on  ait,  par  exemple. 

Gela  posé,  prenons  pourj^4  la  fonction 

jj  r=:  (a  —  Xi  )  (a  —  6).r,  )  (a  — ^-x,  ) ...  (a  —  e''~Kx,), 

Cf.  étant  indéterminé;  l'équation  j^,  =j^a,  ou 

(a  —  x^  )  (a  —  ô.ri  )  .  .  .  =:  (a  —  x,,]  («  _  9.r/,) .  .  . , 

ne  peut  avoir  lieu,  quel  que  soit  a,  à  moins  d'être  iden- 
tique; ce  qui  est  impossible,  puisque  les  quantités  j^y^, 
^Xhi  '  •  •  sont  différentes  de  x^,  Oxi,  ....  D'où  il  suit 
qu'en  choisissant  /i,  comme  il  vient  d'être  dit,  l'équa- 
tion (17)  donnera  pour  ^(x^)  une  valeur  finie  et  déter- 
minée. 

Les  coefficients  A'/',  Ag',  ...  de  l'équation  (8)  peuvent 
donc  s'exprimer  rationnellement  par  une  même  fonction 
ji  dont  la  valeur  dépend  d'une  équation  du  degré  m;  et 
si  l'on  remplace  j-|  successivement  par  j^ojJKs?  '  '  •  )  ym, 
on  aura  m  équations  du  degré  n,  dont  les  racines  seront 
respectivement 


"^mi 
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d'où  il  suit  que  l'équation  proposée  peut  être  décomposée 
en  m  équations  chacune  du  degré  n,  dont  les  coefficients 
sont  respectivement  des  fonctions  rationnelles  d'une 
même  racine  d'une  équation  du  degré  ni. 

Celte  dernière  équation  n'est  pas  en  général  résoluble 
algébriquement,  quand  son  degré  surpasse  le  quatrième  ; 
mais  l'équation  (8)  et  les  autres  semblables  le  sont  tou- 
jours, comme  nous  allons  le  démontrer,  en  supposant 
connus  les  coefficients  Ai'*,  Kf,  —  Dans  cette  hypothèse, 
notre  analyse  ramène  la  résolution  de  l'équation  proposée 
de  degré  ii^=zmn  à  celle  de  m  équations  de  degré  /z,  qui 
ont  cette  propriété,  que  toutes  les  racines  de  chacune 
d'elles  peuvent  être  représentées  par 

Résolution  algébrique  des  équations  dont  toutes  les 
racines  peuvent  être  représentées  par  x,  Qx,  9-x,  . . . , 
G^"~^x,  6x  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  des 
quantités  connues,  telle  que  6'''x  =  x. 

532.  Soit 

(i)                                        /(-)-o 
une  équation  de  degré  ^x,  dont  les  racines  sont 
X,    O.r,    e^.T O'^-^JC, 

Sx  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  des  quan- 
tités connues,  telle  que  l'on  ait 

{2)  Q'\T=z,r, 

et,  par  conséquent, 

(3)  ô:^+^-ar  —  ô^'-o;. 

S.  —  Jl^.  sup..  11.  3Î 
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Désignons  par  cl  une  racine  quelconque  de  l'équation 

et  posons,  avec  Lagrange  (n°  520), 

(  4  )        -^  [x]  =  [x  H-  aô.r  -l-  «^  6^ ^  H-  .  .  .  -f-  as*-^  Ôi^-^ .r)l^  ; 

je  dis  que  la  fonction  ^(x)  est  exprimable  rationnelle- 
ment par  les  quantités  connues  dey*(^)  et  de  B^x\ 

En  effet,  remplaçons  x  par  Q^x  dans  Téquation  (4), 
on  aura 

et,  en  ayant  égard  aux  équations  (2)  et  (3), 
•}(5»^r)  —  (S"^^  -h  «(5'"+i.r  --...-!-  ai*-'".r  +  «t*-'"+iQ^  -+-...4-  Ki^-i6'"-^ar)!* 

—  [u!^-'"  Y  [x  H-  k9x  H-  a^  Ô2.r  4-  .  .  .  +  a'-^-i  B'''-^xY^ 
OU  enfin,  à  cause  de  a'^=  i. 

Donnant  à  m  les  valeurs  successives  o,  i,  2,  ...,p.  —  i, 
on  a 


et,  par  conséquent 


^  (•^)  ==  -  [-^  (-^ )  H-  ^  (ô.r)  -f-  .  .  .  +  ^  (Ôl^-i .r)]  ; 

d'où  il  suit  que  ^(^)  est  une  fonction  rationnelle  et 
symétrique  de  toutes  les  racines  de  l'équation  (i);  elle 
pourra  donc  être  exprimée  rationnellement  par  les  coef- 
ficients de  cette  équation. 
Posons  alors 

•^  [x]  =  (•', 
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on  aura 

p»  étant  une  quantité  connue.  Et  si  l'on  désigne  par 

I,    aj,    a2,     .  .  . ,    «jj.— 1 

les  IX  racines  de  l'équation 
par 

(-0,    (^1,    t'a,    .  .  .,    ^V_i 

les  valeurs  correspondantes  de  p»,  on  aura 

;r  -I-  0.r  -h  Ô2^  + _^  0i..-i_^  __  IJ/- 

.cr  4-  ai  6)x  +  aj  ô^r  -j- -f-  u^~^  B'^'-^x  —  ^^^^ 

(5)  j  .r -h  a^  6x4- «^6)2^  H- -l-aj-iô:^-i^=rr^;;;, 

■    • :l_ 

\  '  ^  (J.— 1  (Jl-l  *         !■'— 1 

La  quantité  y/^o  ^st  immédiatement  donnée  par  l'équa- 
tion (  I  )  ;  car,  si  l'on  désigne  par  A  le  coefficient  de  x^~^ 
dans  cette  équation,  on  a 

En  ajoutant  les  équations  (5),  et  ayant  égard  aux  pro- 
priétés connues  des  racines  a,  il  vient 

(f>.  — A4-Vi^4-^("^-t- h  V^i 

(6)  .= ^; 

et  l'on  aura  généralement  la  valeur  d'une  racine  quel- 

34. 
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conque  6"^x,  en  ajoutant  les  équations  (5)  respective- 
ment multipliées  par 


-;/z      r,—in      „~Jti 


on  trouve  amsi 


[rj]  e"'x  = 


cette  formule  donnera  les  valeurs  de  9x,  B-x,  ...,  ô^~^x, 
en  attribuant  à  m  les  valeurs  i,  2,  3,  .  .  .,  (//  —  i). 

533.   Dans  l'équation  (6)  et  dans  toutes  celles  qu'on 
déduit  de    la  formule  (7),  on  doit  considérer  chaque 

radical  yp'i  ,  y  ^2,  •  •  •?  y^^K-i  comme  ayant  toujours  la 
même  valeur.  Si  on  laisse  à  ces  radicaux  toute  leur  gé- 
néralité, l'équation  (7)  ne  diffère  aucunement  de  l'équa- 
tion (  6  ),  et  cette  d ernière  renferme  l'expression  de  toutes 
les  racines.  Il  y  a  en  outre  ici  une  difficulté,  car  l'équa- 
tion (6)  donne  pour  x  une  expression  qui  a  [j.^"^  valeurs, 
tandis  que  l'équation  (i)  n'a  que  ^â  racines.  Mais  nous 
avons  déjà  eu  l'occasion  d'indiquer  comment  on  peut 
faire  disparaître  cette  ambiguïté,  et  il  est  facile  d'établir 
que,  quand  on  a  fixé  la  valeur  de  l'un  des  radicaux,  les 
autres  sont  par  cela  même  déterminés. 

En  effet,   désignons   par  a  une  racine  primitive   de 
l'équation 


«:^-:i, 


et  posons 


'^-ix-i 


on  aura 


\^,,  =:r  ^  H-  a''  Oa:  -V-  «^"6^r  -h  .  .  .  -|-  (/.i^-^)'^6'''—^.r. 
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Si  l'on  change  x  en  d"^x,  yVi  se  changera  en  o(.^~'"\/Vi , 
ainsi  qu'on  le  reconnaît  par  le  calcul  effectué  plus  haut. 

Pareillement  yr^  sera,  par  le  même  changement  de  x  en 
9^x,  multiplié  par  a"'''~'"';  d'où  il  suit  que  le  produit 

sera  multiplié  par  a^^'^~'"^  =  i ,  c'est-à-dire  qu'il  n'éprou- 
vera aucun  changement.  Si  donc  on  pose 

on  aura 

et,  par  conséquent, 

F" 

(f{oo)  est  donc  une  fonction  rationnelle  et  symétrique 
des  racines  de  l'équation  (i),  et  l'on  pourra  l'exprimer 
rationnellement  par  les  quantités  connues;  en  dési- 
gnant par  cin  sa  valeur,  on  aura 


OU 


On  pourra  exprimer  ainsi  chacun  des  radicaux  y/f^o? 
V(^3 ,  .  .  .  en  fonction  rationnelle  de  \/vi ,  et  l'équation 
(  6  )  prendra  la  forme 
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Cette  expression  de  x  a  précisément  [j.  valeurs,  et  elle 
représente  bien  les  [/.  racines  de  l'équation  proposée. 
De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  cette  proposition  : 

Théorème  I.  —  Si  les  ^j.  racines  d'une  équation  quel- 
conque peui^ent  être  représentées  par 

dx  étant  une  fonction  rationnelle  telle  que  ôi*— -  x,  l'é- 
quation  est  toujours  soluble  par  radicaux. 

Et  en  rapprochant  cet  énoncé  du  théorème  démontré 
au  n®  531,  on  a  cet  autre  théorème  : 

Théorème  II.  —  Si  deux  racines  d'une  équation  irré- 
ductible de  degré  premier  sont  telles,  que  l'une  puisse 
s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  Vautre,  l'é- 
quation est  soluhle  par  radicaux. 

Cas  où  les  quantités  connues  sont  réelles. 

534.  Si  tous  les  coefficients  de  y  et  de  B  sont  réels, 
on  a  un  théorème  remarquable,  que  Gauss  a  établi  le 
premier  à  l'égard  des  équations  dont  dépend  la  division 
du  cercle  en  parties  égales. 

Nous  avons  posé  précédemment 

et  nous  avons  établi  que  v^  est  une  fonction  symétrique 
des  racines  de  l'équation  y(x)  =  o;  par  conséquent  v.\ 
est  exprimable  rationnellement  par  les  coefficients  de/* 
et  de  0;  et  si  ces  quantités  sont  toutes  réelles,  v^  ne 
contiendra  d'autres  imaginaires  que  celle  de  la  racine  a. 
En  outre,  v^__^  se  déduit  de  s^^  en  remplaçant  a  par  l'ex- 
pression conjuguée  a**"*;  d'où  il  résulte  que  V\  et  ^^_^ 
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sont  des  quantités  connues  imaginaires  et  conjuguées. 
On  pourra  donc  poser 

(       Vi  =  p(cosw  -f-  y  —  i  sinw), 
(  «',^_j  z=  p(cosw  —  \/ —  I  sinw). 

Nous  avons  aussi,  en  général, 
et,  pour  n=^  jj.  —  i , 

(2)  .    ^^^'^_i=:^J,_l. 

a^_^  est  exprimable  rationnellement  par  les  coefficients 
dey  et  de  Q  :  elle  ne  peut  donc  renfermer  d'autres  ima- 
ginaires que  celle  qui  se  trouve  dans  a.  Mais  il  est  évi- 
dent que  a^^  ne  change  pas  si  l'on  remplace  a  par  a^~^ 
qui  est  sa  conjuguée;  donc  a^_^  est  réelle. 
Des  équations  (i)  et  (2)  on  déduit 

et,  en  désignant  par  a  la  valeur  numérique  de  «^_i, 

La  première  des  équations  (i)  donne  alors  cette  valeur 

de  s|v^  , 

ycj  rrr  sj a  I  cos h  \J —  I  sm 1 , 


où  k  désigne  un  nombre  entier,  et  l'expression  des  ra- 
cines X,  donnée  par  l'équation  (8)  du  n®  533,  prend 
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cette  forme  très-remarquable  : 


l^ 


A  4-  V«    cos H-  J—  I  sm ) 

\  t^  F-       J 

•  U  -^  o  V  —  0  cos  — ^  -h  v/  —  I  sm  — — ^ 

L  ."'  p       J 

(  f     ,  / \    /-F         3(r.) -4-  o./-7r)  , .     3(w-l-P./-7r)n 

v/i  +  g"!  s/—  I  j  V'^    tos  -^ ^  4-  y/—  I  sin  -^ ' 

L  y-  p^       J 

1/2  +  5-2  V  —  0         cos  ^-^~ '  -!-  s'—  I  sm  ^î- 


où  «,  y,  §y  /\y  é^iy   •  •  •   sont  des  fonctions  rationnelles 

de  cos  —  et  de  sin 

^  f^  F- 

La  formule  précédente  fera  connaître  les  //.  racines  de 
f(^x)--^o,  si  l'on  donne  au  nombre  entier  A  les  ^  va- 
leurs o,  I,  2,  3,  .  .  . ,  ,w-  —  I.  De  là  résulte  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Pour  résoudre  V équation  proposée 
f[x)  =■  o,  il  suffit  : 

i*^  De  diviser  la  circonférence  entière  du  cercle  en  //. 
parties  égales;  2°  de  dii^iser  ejisuite  un  angle  w  quon 
peut  construire  en  //.  parties  égales;  3°  d'extraire  la 
racine  carrée  d'une  seule  quantité  a. 

Remarque.  —  Les  coefficients  dey  et  de  0  étant  tous 
réels,  si  une  racine  dey(x)  =  o  est  réelle,  toutes  les 
autres  le  sont  aussi,  puisque,  si  x  désigne  cette  racine 
réelle,  les  autres  racines  sont 

par  conséquent,  les  racines  de  l'équation  proposée  sont 
toutes  réelles,  ou  toutes  imaginaires. 


SECTION    V. 


CHAPITRE   III.  53' 


Preiiiieie  méthode  particulière  relaCwe  aux  équations 
ahéliennes  dont  le  degré  est  un  nombre  composé. 

535.  La  méthode  qui  vient  d'être  exposée  pour  la  ré- 
solution algébrique  de  l'équation  abélienne  de  degré  p., 

(.)  /W  =  o, 

est  applicable  à  tous  les  cas,  que  f/.  soit  premier  ou  non; 
mais,  quand  [i  est  un  nombre  composé,  on  peut  simpli- 
fier la  solution  en  opérant  comme  nous  allons  l'indiquer. 
Soit  y.  =  mn.  Les  racines  de  l'équation  (i)  étant  tou- 
jours 

x,    Ox,    fJ^x,    .  .  . ,   O'^-^Xy 

nous  pourrons  les  partager  en  m  groupes  de  la  manière 
suivante  : 

x,  0"'x,         0^-"\r,         .  .    ,    B("-^^"'x, 

<5.r,  Q"'+^x,     6^'"+ix,     ...,    0(^~^)"'+^x, 

0"'-^x.    rf-'"-i,x,    0'-^"'-^,Ty     ...,    0""'-'^x- 
ou,  en  posant 

X  zr-:  ^1,        Sx  rrr  x,,        Q^xz=ix.^,        .  .  .  ,       6'"—^  X  zzz:  x,,^ 

et 

de  la  manière  suivante  : 

I   X,,     0,x,,     ùlx^,      ..     ,    Ô«-^r„ 
I  .r,,     Oix,,     Ôjx,,      ....    O'I-^x,, 

En  appliquant  donc  à  l'équation  (i)  la  méthode  exposée 
au  n*'  531,  on  pourra  la  décomposer  en  m  équations, 
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chacune  du  degré  /z,  qui  auront  respectivement  pour 
racines  les  racines  des  divers  groupes  (2),  et  dont  les 
coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  d'une 
même  racine  d'une  équation 

(3)  •Mj)  =  o 
de  degré  m.  Soient 

les  772  racines  de  l'équation  (3),  et 

(4)  ?('^,  Jl)=Oj       ?(-^,  J2)  =  0,        •..,       Î'I-^,  Jm)=0 

les  77Z  équations  qui  ont  respectivement  pour  racines  les 
quantités  du  premier  groupe  (2),  du  deuxième,  etc.,  du 
dernier.  Je  dis  que,  pour  résoudre  l'équation  (i),  il  suffit 
de  connaître  une  racine  j^  de  l'équation  (3),  et  ensuite 
une  racine  x  de  l'équation 

(5)  ^(.r,  j)r=0 

correspondante;  car  on  aura,  de  cette  manière,  une  pre- 
mière racine  x  de  l'équation  (i),  et  les  autres  seront 

L'équation  proposée  (i)  étant  résoluble  algébrique- 
ment, l'équation  (3)  l'est  aussi;  carj)^  désigne  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x.  Mais  je  dis  en  outre  que  l'équa- 
tion (3)  jouit  de  la  même  propriété  que  l'équation  (i), 
et  que,  par  conséquent,  on  pourra  lui  appliquer  la 
même  méthode  de  résolution. 

En  effet,  les  racines  de  l'équation  (i),  renfermées  dans 
le  premier  des  groupes  (2),  sont 

(6)  .r,    0"'x,    0^~"^a:,    ...,   <3(«-')'«ar, 

elj  désigne  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de 
ces  racines,  c'est-à-dire  une  fonction  rationnelle  de  x. 


SECTION    Y.  CHAPITRE    III.  539 

Posons 

y  z=  S[x,  Q^'x,  e^"'x,   .  .  . ,  ()('^-i)'«^]  z=z  F(^), 
les  m  racines  ji ,  j-2,  .  .  . ,  Jm  de  l'équation  (3)  seront 

F(.r),    F(0^),   F{6Kt),    ...,    F(Ô— ^r), 
et  l'on  aura 

Par  conséquent,  F[ôx)  et  F[x)  sont  des  fonctions 
rationnelles  et  symétriques  des  quantités  (6),  et  l'on 
pourra  exprimer  rationnellement  l'une  par  l'autre  en 
appliquant  la  méthode  des  fonctions  semblables  rap- 
pelée au  n°  531 . 

Soit  donc 

F{6x)  =  lY{.x)=:Ky; 

Ij  étant  une  fonction  rationnelle  de  j^,  on  aura 

F[Q^.x)=zlF{Q'^a:)=zl^j, 


et  l'on  voit  que  les  m  racines  de  l'équation  (3)  pourront 
être  représentées  par 

X  désignant  une  fonction  rationnelle  telle  que 

y  m  y.  __-    y^ 

Quand  l'équation  (3)  sera  résolue,  j)/^  sera  connue,  et 
l'on  pourra  appliquer  à  l'équation  (5)  la  méthode  pré- 
cédemment exposée,  puisque  ses  7i  racines  peuvent  être 
représentées  par 

X,   01  X,    eix,    .  .  .,    O'I-^a:. 
On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Si  p.  =^  miij  la  résolution  de  V équation  (  i  )  est  ra- 
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nicjiée  à  celle  de  deux  équations  des  degrés  m  et  n 
respectivement,  et  qui  ont  la  même  propriété  que  la 
proposée. 

Si  n  est  lui-même  un  nombre  composé  77^^  /;,,  on  ra- 
mènera, de  la  même  manière,  la  résolution  de  l'équa- 
tion (  5  )  à  celle  d'une  équation  en  z 

(7)  -^^it^,  r)=:o 

de  degré  m<,  et  à  celle  d'une  équation  en  x  de  degré  n^ 

(8)  ©i(.r,  j,  s)  =  0. 

Dans  l'équation  {']),  J  fait  partie  des  quantités  con- 
nues, et  dans  l'équation  (8)  il  en  est  de  même  de^  et 
de  z,  et,  généralement,  on  a  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si  [jl  =  m^  m^.  -  .  .  m,i,  la  résolution  de 

l'équation  (  1  )  peut  être  ramenée  à  celle  de  n  équations 

des  degrés 

Wj,   w,,    .  .  . ,   m,i, 

respecti\fement,  et  il  suffit  même  de  connaître  une  ra- 
cine de  chacune  de  ces  équations,  lesquelles  ont  toutes 
la  même  propriété  que  l'équatioji  proposée. 

Corollaire  I.  —  Si,  en  décomposant  y.  en  facteurs 
premiers,  on  a 


1        2 


la  résolutioji  de  V équation  proposée  de  degré  y.  se  ra- 
mènera à  celle  de  p,  équations  du  degré  e< ,  de  p^  équa- 
tions du  degré  £9,  .  .  . ,  de  p^^  équatioïis  du  degré  e^. 

Corollaire  IL  —  Toute  équation  de  degré  iP,  dont 
les  racines  peuwe7it  être  représentées  par 

peut  être  résolue  à  V  aide  de  p  extractions  de  racines 
carrées. 
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536.  Exemple.  —  Supposons  p.  =  3o,  les  racines  de 
l'équation 

seront 

Comme  3o  =  2  X  i5,  on  prendra  pour  y  une  fonction 
rationnelle  et  symétrique  des  quinze  racines 

y  dépendra  d'une  équation  du  deuxième  degré 

(2)  j'--l-Aj-H-B  =  o, 

dont  les  coefficients  seront  exprimables  rationnellement 
par  ceux  de  la  proposée  ;  on  pourrait  former  ensuite 
l'équation  du  quinzième  degré  ayant  pour  racines  x, 
02 X,  .  .  .,  028 j^^  mais  il  est  inutile  de  faire  ce  calcul  : 
représentons,  comme  précédemment,  par 

cette  équation,  où  y  est  une  quantité  connue.  Gomme 
i5z=3x5,  on  prendra  pour  z  une  fonction  rationnelle 
et  symétrique  des  cinq  racines 

X,    0'"'.r,    ^^^x,    O^^x,    O^-'^x- 

Z  dépendra  d'une  équation  du  troisième  degré 

(3)  z3_^C2^--i-D3-}-Er=0, 

dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles 
dej^  et  des  autres  quantités  connues;  enfin  on  formera 
l'équation 

(4)  a^  -I-  F.r^  -f-  G.r3  -\~  Hjt'2  +  K.r  +  L  rzz  o, 
qui  a  pour  racines 

X,    OKx,    e^^r,    018^,    Ô^'-x, 
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et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles 
de  j^  et  de  z.  Ainsi,  pour  résoudre  l'équation  (  i),  il  suffira 
de  déterminer  une  racine  de  l'équation  (2),  puis  une 
racine  de  l'équation  (3),  puis  enfin  une  racine  de  l'équa- 
tion (4). 

Deuxième  méthode. 
537.  Revenons  au  cas  général,  et  supposons 

Désignons  par  n^,  72. ,  . . .,  zz,.  les  quotients  respectifs  de  \j. 
par  m^,  m2,  .  .  . ,  ztz^,,  on  aura 

Cela  posé,  on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  ramener  la 
résolution  de  l'équation 

à  celle  de  deux  équations,  des  w  manières  suivantes  : 

(  ?i('^»Ji)  =  0  ayant  pour  racines  .r,  ô'"i.r,  6-'"i.r,  .  .  ,, 
^  ^  1       6(^i~'^^"h.T^  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 

i       rationnelles  d'une  racine  ji  d'une  équation  ^i(jri)  =  o 
de  degré  mi  ; 


ayant  pour  racines  x,  0"^'..t,  $^'"i.T,   .  .  ., 

,   ,   ,       ,    -        -.,.,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
1 2    < 

rationnelles  d'une  racine  7-2  d'une  équation  -^2  [fi  )  =  ^ 

de  degré  /Wg  ; 


H 


?ci(-^»  Jw)  .=  o  ayant  pour  racines  a:,  0"'<»x-^  0'^"'t>.x,  .  .  ., 
6(«u-i)'"«x,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  d'une  racine  j„  d'une  équation 
4*0»  (jo>)  =  o  de  degré  w^.. 
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Supposons  maintenant  que  m^jm^, ...,  m^  soient  premiers 
entre  eux,  les  équations 

n'auront  que  la  seule  racine  x  commune  ;  donc  on  pourra 
exprimer  x  rationnellement  par  les  coefficients  de  ces 
équations,  et,  par  conséquent,  en  fonction  rationnelle 
de  J^,  J21  >  •  •>  JKo)-  Ces  dernières  quantités  étant  con- 
nues, on  aura  ainsi  l'une  des  racines  de  l'équation  (i), 
et  l'on  en  conclura  ensuite  toutes  les  autres 

La  résolution  de  l'équation  (i)  est  donc  ramenée  à  la 
recherche  d'une  racine  de  chacune  des  équations 

^i(ri;=o,    4*2(72)  ===0,     ...,    ^,(j,)— o, 

qui  sont  respectivement  des  degrés  77Z|,  ni^,  .  .  . ,  ni,,.  En 
outre,  ces  équations  ont  la  même  propriété  que  la  pro- 
posée, ainsi  que  nous  l'avons  établi  précédemment;  on 
pourra  donc  leur  appliquer  la  même  méthode.  Si  l'on 
veut  que  ces  équations  soient  le  moins  élevées  possible, 
et  si,  en  décomposant  ^  en  facteurs  premiers,  on  a 

il  faudra  prendre 

Quant  à  la  résolution  de  chacune  des  équations 

de  degré  e^\  elle  se  ramène  à  celle  de  P  équations  de 
degré  e,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré. 
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Des  équations  irréductibles  dojtt  deux  racines  x  et  x' 

sont  liées  par  la  relation  linéaire  x'  =  —^ ,  oii 

a  X  -1-  b' 

a,  h,  r/,  h'  sont  des  constantes  données. 
538.  Soit 

une  équation  irréductible,  et  supposons  qu'entre  deux 
racines  x  et  x'  on  ait  la  relation 

,     ,  ,  a.r  -L-  h 

(2  .r   — -i^-Ox, 

OÙ  a,  Z>,  a',  b'  sont  des  constantes  données.  Les  quan- 
tités comprises  dans  la  série  indéfinie 

X,      Ox,      O^x,      0'*x,       ... 

doivent  être  racines  de  l'équation  (i),  et  nous  savons  que 
l'une  des  fonctions  ôx,  0-x,  ...  est  égale  à  x.  Suppo- 
sons 

(3)  e\T~x. 

Cette  écjuation  aura  lieu  identiquement,  si  l'on  suppose 
que  a,  b,  a\  b'  soient  commensurables,  ou,  du  moins, 
que  ce  soient  des  fonctions  rationnelles  des  quantités 
i;egardées  comme  connues,  et  dont  dépendent  rationnel- 
lement les  coefficients  de  l'équation  proposée.  Par  con- 
séquent, on  aura  ces  formules  obtenues  au  n*^  463 

b'=  —  {a  —  2  cos  —  )  î 


4) 

a-  —  2  «cos  —  -f-i 

^==-- ^- ,-f'-     , 

a 
où  X  désigne  un  nombre  entier  premier  avec  [i. 
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Dans  le  cas  de  |ui  =  2,  la  condition  (3)  exige  seule- 
ment que  l'on  ait 

a  -\-  b'  =zo\, 


on  peut 

d'ailleurs 

supposer  dans  ce 

cas 

ab' 

-~ba'=:±.i. 

et  alors 

on  a 

(  ^' 

=:  —  a. 

(5) 

1  ^ 

~            a' 

Le  degré  de  l'équation  (i)  étant  désigné  par  ny.  et  les 
TZft  racines  étant  représentées  par 


X,          Ox^          Q-^x, 

.  ..,    6:'-'x, 

.^u        Q-^u         Q'-^i, 

....  6;'->.r„ 

.7-2,             6^2,              Q''.V,, 

.  .  .,  if-^.T,, 

.r„_i,    0.r,,_i,    62,r,,_i, 

•■••'••••••"î 

si  l'on  pose 

(6)                     ,r-h6.r-hO'~,T-{-.  . 

.+  6/;'-î.rz=:jr, 

y  dépendra  d'une  équation 

(7)                   nf)  = 

::  G 

de  degré  n,  et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions 
rationnelles  des  quantités  connues  de  l'équation  (1)  et  de 
la  fonction  9.  L'équation  (7)  peut  n'être  pas  résoluble 
algébriquement,  mais  les  quantités 

X,     ô.r,     e^'x,     ...,     O'^—Kt 

dépendent  d'une  équation  de  degré  ^  dont  les  coefficients 

sont  des  fonctions  rationnelles  dej,  et  qui  est,  comme 

nous  savons,  résoluble.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  cette 

S.  —  Jli(.  sup.,  II.  35 
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dernière  équation  n'est  autre  que  l'équation  (6),  et  l'on 
voit,  en  conséquence,  que  l'équation  proposée  (i)  doit 
résulter  de  l'élimination  dey  entre  les  deux  équations  (6) 
et  (7);  la  seconde  équation  peut  être  considérée  comme 
ayant  pour  premier  membre  un  polynôme  irréductible 
quelconque  de  degré  n. 

En  d'autres  termes,  les  équations  que  nous  étudions 
peuvent  être  obtenues  en  multipliant  un  certain  nombre  n 
d'équations  de  la  forme 

r  -]..  0.T  -[■■  0-:r.  -f-  .  .  .  -\-  O'^'—^X—  Y  rrr  G, 
.^.  _)_  Ox  -i-  ^f-r.  -i-  .  .  .  -f-  O:-'-'  X  —  }\  —  G, 
or  -\-  5.r  -f-  O^r  -4-  .  .  .  H-  Ç:^"»  .r  —  ja  "  O, 


.r  H-  0^  +  9^x  -1-  ...  H-  6i^-i.r  —Jn-x  =  «» 

où  r,  ro  T27  •  •  •  '  y n-\  désignent  les  n  racines  d'une 
équation  irréductible  dont  les  coefficients  sont  des  quan- 
tités entièrement  arbitraires. 

Il  est  évident  qu'à  l'équation  (6)  on  peut  substituer  la 

suivante  : 

X  X  ^-r  X  ^^'V  X  .  •  .  X  ^i'^'-^x  —y. 

Des  équations  irréductibles  à  coefficients  numériques 
dont  plusieurs  racines  se  développent  en  des  fractions 
continues  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

539.  Nous  avons  fait  connaître  au  n°  26  la  forme  des 
équations  du  deuxième  degré  dont  les  racines  se  déve- 
loppent en  des  fractions  continues  terminées  par  les 
mêmes  quotients,  et  nous  avons  résolu  ensuite  (n*'  512)  la 
même  question  à  l'égard  des  équations  du  troisième 
degré.  Les  considérations  que  nous  avons  développées 
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précédemment  nous  permettent  de  résoudre  le  problème 
plus  général  dont  voici  l'énoncé  : 

Quelles  sont  les  équations  irréductibles  jouissant  de 
la  propriété  que  si  l'on  déi^eloppe  leurs  racines  réelles 
en  fractions  continues,  par  la  méthode  de  Lagrange, 
deux  ou  plusieurs  de  ces  fractions  continues  soient  ter- 
minées par  les  mêmes  quotients? 

Pour  que  deux  racines  af  et  x  d'une  équation  se  déve- 
loppent en  des  fractions  continues  terminées  par  les 
mêmes  quotients,  il  faut  et  il  suffit  (n^  16)  que  l'on  ait 

ax  H-  b 
a'x-^b' 

ay  b,  a',  Z>' étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  liés  par 
la  relation 

ah'  —  ba' z=z  db  i; 

en  outre,  pour  que  x  et  Qx  puissent  représenter  deux  ra- 
cines d'une  équation  irréductible,  il  faut  qu'on  puisse 
assigner  un  nombre  entier  ij.,  tel  qu'on  ait  identiquement 

si  p  est  ^  2,  cela  exige,  comme  nous  l'avons  vu,  qu'on 
ait 

a  —  2  cos  —  1 9 


/7r\ 


a- —  2«  cos h 


b=z  — 


"k  étant  un  nombre  entier  premier  avec  |tx,  et,  dans  le  cas 
diQ  [iz^z  2,  on  a 

b'—  —  a, 


ô  =  -^ 


35. 
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Or,   puisque   «,    h^    a',  V   sont   des   nombres   entiers, 

2  cos  -^  doit  être  un  nombre  entier,  ce  qui  ne  peut  arriver 

que  si  \i.  est  égal  à  3,  le  cas  de  |ui=  2  étant  réservé.  On 
voit  par  là  que  la  propriété  que  nous  étudions  ne  peut  se 
rencontrer  que  chez  les  équations  irréductibles  dont  le 
degré  a  la  forme  2  7z  ou  la  forme  Zn.  Nous  examinerons 
successivement  ces  deux  classes  d'équations. 
Si  l'on  suppose  p.  ::=:  2,  on  a 


ax 

6.r  = 


a  X  —  a 
et 

ê 

a  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  et  a' un  diviseur 
de  a-dzi.  Si  l'on  prend  pour  F(7)  un  polynôme  irré- 
ductible quelconque  de  degré  tz,  et  qu'on  élimine  j^  entre 
les  deux  équations 

ou 

on  aura  la  forme  générale  des  équations  de  degré  2  n  jouis- 
sant  de  cette  propriété,  que  les  in  racines  se  partageront 
en  n  groupes  tels  que,  dans  chaque  groupe  de  deux  ra- 
cines réelles,  les  fractions  continues  qui  représentent  ces 
racines  seront  terminées  par  les  mêmes  quotients. 

Cette  proposition  peut  être  énoncée  d'une  autre  ma- 
nière : 

Soient  a  un  nombre  entier  quelconque,  a!  un  di^^iseur 
quelconque  de  a'-h  ly  y  une  quantité  réelle  quelconque 
commensurable  ou  incommensurable  ;  les  deux  racines 
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de  l'équation 

far       «^±i\ 
\  a  ^        I 

se  déi^eloppcj'ont  en  des  fractions  continues  terminées 
par  les  mêmes  quotients^  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat 
obtenu  au  n°  26. 

Supposons  maintenant  |ur=:=  3  ;  on  aura,  en  faisant  X=  2 
(le  cas  de  A  =  I  est  identique  à  celui  de  A  =  2,  on  passe 
de  l'un  à  l'autre  en  changeant  les  signes  de  a  et  de  a'), 

a-  -f-  «  -f- 1 


a'  x  —  (rt  H-  1] 


.  a^  -f  a  -f-  I 

(«-{-l).r— -, 


Q\.^ . ^ 


_ , , 

a  x  —  a 


a  est  un  nombre  entier  quelconque,  et  a'  un  diviseur  de 
a'^-ha-\-i.  Quelle  que  soit  l'irrationnelle  x,  les  frac- 
tions continues  dans  lesquelles  se  développent 

a-,    0,T,    e^.7: 

se  termineront  par  les  mêmes  quotients.  Si  donc  F[y) 
désigne  un  polynôme  irréductible  quelconque  de  degré  w, 
et  qu'on  élimine  j^  entre  les  équations 

,/;  -+■  0.V  -f-  0^.T  z=  j,      F(j)  =z  o, 
OU 

F(j)=.o, 
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on  obtiendra  l'expression  générale  des  équations  de  de- 
gré 3n  qui  jouissent  de  la  propriété,  que  les  3^2  racines 
se  partageront  en  n  groupes  tels  que,  dans  chaque  groupe 
de  trois  racines  réelles,  les  fractions  continues  dans  les- 
quelles se  développent  ces  racines  seront  terminées  par 
les  mêmes  quotients. 

On  voit,  en  particulier,  que  les  équations  du  troisième 
degré  qui  ont  cette  propriété  sont  comprises  dans  la 
forme  générale  suivante  : 

où  a  désigne  un  entier  quelconque,  a!  un  diviseur  quel- 
conque de  a--H«^-I?  ^^  y  rnie  quantité  quelconque, 
commensurable  ou  incommensurable.  Ce  résultat  s'ac- 
corde avec  celui  que  nous  avons  obtenu  au  n'^  512. 

54-0.  Les  équations  du  troisième  degré  qui  proviennent 
de  la  division  du  cercle  en  sept  ou  en  neuf  parties  égales, 
celle  du  quatrième  degré  qui  provient  de  la  division  en 
quinze  parties  égales,  jouissent  de  la  propriété  remar- 
quable qu'on  vient  d'étudier. 

La  division  du  cercle  en  sept  parties  égales  conduit  à 
l'équation 

X'''  -i~X- 2.JC  —  1  z::z:  O, 

et  si  l'on  représente  par  x  la  racine  positive,  par  — Xi 
et  — X2  les  deux  racines  négatives,  on  a 

I  I 

Xi  =  — - —  5     ^o  -=  I  -I —  ; 


la  racine  x  est  comprise  entre  i  et  2  ;  on  aura,  par  con- 
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séquent,  des  résultats  de  cette  forme  : 
I  I 


.T. 


I  I 

a -h    2  H 

e-f-.  .       I 


64-. 


.r,  =r  I 

H-  - 


I 

en-. 


La  division  du  cercle  en  neuf  parties  égales  conduit  à 
l'équation 

Si  l'on  désigne  par  — x  la  racine  négative,  laquelle  est 
comprise  entre  — i  et  —  2,par.ri  etXo  les  deux  racines 
positives,  on  a 

I  F 

^        1  -h  .r  jc 

ce  qui  conduit  aux  mêmes  résultats  que  le  cas  précédent. 
Enfin,  l'équation  du  quatrième  degré  dont  dépend  la 
division  du  cercle  en  quinze  parties  égales  est 

x''  —  x'^  —  ^.Z'  -f-  4'^  +  I  =  O- 

Si  X  etXi  désignent  les  deux  racines  positives,  — x'  et 
—  x\  les  deux  négatives,  on  a 


X 

H-  -> 

: 

i4- 

I 

.x' 

1 
,T 

.r 

-h  1 
~r~  I 

I 

'  1  — 

I-f-^' 

Des  deux  quantités  xf  et  x\  l'une  est  comprise  entre  o 
et  I ,  l'autre  entre  i  et  2  ;  on  aura  donc  des  résultats  de 
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cette  forme 

a:  = —  X  —  IH 


-f- 


I _  I 


6'  H-. 


a    -I- 


L'éqiiation  que  nous  considérons  résulte  de  rélimination 
dey  entre 


,r  —  2 
X —    I 


Des  équations  dont  toutes  les  racines  sont  exprimables 
rationjielleniejit  par  l'une  d'entre  elles. 

541 .  Nous  avons  étudié  précédemment  un  cas  étendu 
des  équations  dont  les  racines  sont  toutes  exprimables 
rationnellement  par  l'une  d'entre  elles;  savoir  le  cas  où, 
l'équation  proposée  étant  du  degré //,  les  racines  peuvent 
être  représentées  par 

alors  ces  racines  sont  exprimables  par  des  radicaux. 

Il  existe  un  autre  cas  de  résolubilité  ;  Abel  a  effective- 
ment démontré  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soit  ^(.r)  =  o  ujie  équation  algébrique 
quelconque,  dont  toutes  les  racines  peus^ent  être  expri- 
mées rationnellement  par  l'une  d' entre  elles  que  nous 
désignerons  par  x.  Soient  BxetQ^x  deux  autres  racines 
quelconq ues ;  l'équation  proposée  sera  résoluble  algé^ 
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briquement  si  l'on  a 

En  effet,  si  l'équation  proposée 

(i)  z(-^)=o 

n'est  pas  irréductible,  soit 

(2)  /(^)-0 

l'équation  irréductible  de  degré  [l  dont  dépend  la  ra- 
cine Xj  le  polynôme  f[x)  sera  un  diviseur  rationnel 

dex(>). 

Soit  Bx  une  racine  de  l'équation  (2),  autre  que  x\  les 
racines  de  cette  équation  pourront  être  représentées  par 

X,         6x,    e^r,      .  .  .,   0"-'.r, 


fj'i—i 


or. 


on  aura 

et,  si  l'on  représente  par 

(3)     :c'^H-A(i)^'^-M-A(2)ar'^-2_,__  _  .-f-AC"-^^xH- A(")  — o 

l'équation  qui  a  pour  racines 

les  coefficients  A^^^,  A^^^,  .  .  .,  A^''^  sont,  comme  on  l'a 
vu,  exprimables  rationnellement  en  fonction  d'une  quan- 
tité  j^  qui  dépend  d'une  équation  de  degré  w, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités  connues. 

Cette  équation  (4)  est  irréductible,  car  si  le  contraire 
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avait  lieu,  j)^  serait  racine  d'une  équation  irréductible 

(5)  ?(r)  — o, 

d'un  degré  m!  inférieur  à  m,  et  l'élimination  de  y  entre 
les  équations  (3)  et  (5)  conduirait  à  une  équation 

de  degré  nin<^\j,\  ce  qui  est  impossible,  car  l'équa- 
tion (a)  du  degré  \j.  est,  par  hypothèse,  irréductible. 

Cela  posé,  la  résolution  de  l'équalion  (2)  est  ramenée 
à  celle  des  équations  (3)  et  (4)  ;  nous  savons  que  l'équa- 
tion (3)  est  résoluble,  et  nous  allons  démontrer  que  l'équa- 
tion (4)  possède  la  même  propriété  que  l'équation  (2). 

La  quantité  y  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique quelconque  des  racines  x,  ç.r\  .  .  .,  6'<~<j7,  et  si 
Ton  désigne  par 

les  m  racines  de  l'équation  (4),  on  pourra  poser 

Jm-1— ■5^(-^m-l,    ^-^/n-l, 6"-l.r,„_i), 

§  désignant  une  fonction  symétrique  et  rationnelle.  D'ail- 
leurs ^4,  j"-,  .  .  .,  Xjn-K  sont,  par  hypothèse,  des  fonc- 
tions rationnelles  de  la  racine  x;  si  donc  on  fait 

x^  —  ©i.r,      Xo  —  ôo-r,      .  .  . ,      .r,,,_,  :-  0,,,_^x, 
on  aura,  pour  les  valeurs  i,  ?.,  .  .  . ,  //.'  —  i  de  l'indice  z', 

j,:=5?(G,.r,    00, X,    OH,.r,    ...,    O'^-'Oix). 

Enfin,  d'après  l'énoncé  du  théorème,  les  fonctions  0  et  0/ 
sont  telles,  que  l'on  a 

00.x  ^  OiOx: 
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il  en  résulte 

et,  en  conséquence,  on  peut  écrire, 

ce  qui  montre  que  j/  est  une  fonction  rationnelle  et  symé- 
trique des  racines 

On  peut  conclure  de  là  (n°  531  )  que  J^ ,  jo?  •  •    ?  fm-i 
sont  exprimables  en  fonction  rationnelle  dej. 

Soient  maintenant  ly  et  lij  deux  racines  quelconques 
de  l'équation  (4)  autres  que  jr?  on  pourra  poser 


>iJ 


et  il  en  résultera 


iF{x]  =  F{eix), 

l,F{a:)^F(6j.T). 

Or,  X  étant  racine  d'une  équation  irréductible,  les  équa- 
tions précédentes  subsisteront  si  l'on  remplace  x  par  9j.t 
dans  la  première,  et  par  6iX  dans  la  seconde;  on  aura 
donc 

\Y[eiX)  ':zF(OjQiX], 

d'où 

\Y[Qjx)-^\F[0,x], 

puisque  BiBjX  =:  QjQtx.  Les  équations  (6)  permettent  de 
donner  à  la  formule  précédente  la  forme 

d'où  il  suit  que  l'équation  (4)  a  bien  la  même  propriété 
que  l'équation  (i). 
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On  pourra  donc,  en  continuant  d'appliquer  le  même 
procédé,  ramener  la  résolution  de  l'équation  proposée  à 
celle  de  plusieurs  équations  qui  seront  toutes  résolubles 
algébriquement,  et  dont  les  degrés  auront  pour  produit 
le  degré  (x  de  l'équation  (2). 

Corollaire." — Si  Véqiiationf[x)  =  o  a  la  propriété 
contenue  dans  V énoncé  du  théorème  précédejit,  et  que, 
son  degré  /x  étant  décomposé  en  facteurs  premiers ,  on 
ait 

la  résolution  de  f[oc)  =  0  peut  être  ramenée  à  celle 
de  Pi  équations  du  degré  z^^  de  p^  équations  du  degré 
toy  '  '  ",  de  p^^  équations  du  degré  £„,  et  toutes  ces  équa- 
tions, dont  les  coefficients  sont  rationnels^  sont  résolubles 
algébriquement, 

y' 

Résolutio7i  algébrique  des  équations  binômes. 

542.   L'équation  binôme 

(  I  )  z"'  —  k~o 

se  réduit  à 

(2)  X'" —  I  z=  G, 

si  l'on  pose  z  =  x"\/Â ,  et  nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  V 
de  la  Section  I  que  la  recherche  des  racines  de  l'équa- 
tion (  2  ),  dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  composé,  se  ra- 
mène à  la  résolution  d'équations  binômes  de  degrés  pre- 
miers. 

Supposons  donc  que  l'exposant  în  soit  un  nombre  pre- 
mier ;  l'équation  (2)  admet  la  racine  i,  et,  en  supprimant 
cttte  racine,  on  obtient  l'équation 

(  3  ]         ^'"-*  +  x"'--  4-  .t'"-''  -h  .  .  .  -I-  .r2  -I-  .r  h-  I  irr  o, 
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qui  est  irréductible,   ainsi   que   nous  l'avons  établi  au 
n°110. 

L'équation  (3  )  appartient  à  la  classa  des  équations  que 
nous  avons  nommées  ahèliennes,  et  ses  racines  peuvent, 
en  conséquence,  s'exprimer  par  des  fonctions  algébriques 
dans  lesquelles  les  radicaux  ont  pour  indices  les  facteurs 
premiers  de  ni  —  i.  Effectivement,  si  /'  est  une  racine 
de  l'équation  (3),  cette  équation  aura  pour  racines 


r,   r\   r\  ..., 

on  a  d'ailleurs 

r'"  rrrl , 

et,  si  l'on  désigne  par  a  une  racine  primitive  pour  le 
nombre  premier  m,  les  puissances 


seront  respectivement  congrues,  suivant  le  module  /w,  et 
abstraction  faite  de  l'ordre,  aux  nombres 

I,  2,   3,  .  .  .,   m  —  i; 

donc  les  racines  de  l'équation  (3)  peuvent  être  repré- 
sentées par 

(4)  r,   /-«,    X,    r^\   ...,   r«'"-^ 

en  sorte  que  chacune  d'elles  s'obtient  en  élevant  la  précé- 
dente à  la  puissance  a\  et  la  même  chose  a  lieu  encore,  à 

cause  de 

^m— i^j      (mod.  m), 

si  l'on  range  en  cercle  ces  m  racines  et  que  l'on  considère 
successivement  chacune  d'elles  comme  étant  la  première. 
D'après  cela,  si  x  désigne  l'une  quelconque  des  ra- 
cines (4),  et  que  l'on  fasse 
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les  m  —  I  racines  dont  il  s'agit  seront  représentées  par 


ni—t 


X, 


x^  6.T,   e\v  ..  .,   6 
et  l'on  aura 

C'est  sur  cette  propriété  que  Gauss  a  fondé  sa  méthode 
pour  la  résolution  de  l'équation  (3),  méthode  qu'Abel  a 
généralisée  ensuite  comme  nous  l'avons  expliqué. 

On  peut  appliquer  à  l'équation  (2)  la  méthode  du 
n°  532,  et  l'on  a  ainsi  l'expression  des  racines,  savoir  : 

m— 1  /  711—1/  ,  ,     m— 1,' 


m  —  1 


dans  laquelle  ^^^,  ç^,  •  •  •>  ^m-2  ne  contiennent  d'autres 
irrationnelles  que  les  racines  de  l'équation 


=  I 


Mais,  comme  m  —  i  est  un  nombre  composé,  on  obtiendra 
une  solution  plus  simple  en  faisant  usage  aes  méthodes 
exposées  aux  n°^  535  et  537. 

Enfin,  comme  l'équation  (3)  appartient  à  la  classe  des 
équations  réciproques,  on  peut  commencer  par  lui  ap- 
pliquer la  méthode  d'abaissement  qui  se  rapporte  à  ces 

équations  ;  on  obtient  alors  une  équation  du  degré 

dont  toutes  les  racines  sont  réelles  et  qui  conserve  le 
caractère  d'équation  abélienne  :  c'est  ce  que  nous  allons 
développer  présentement. 

Résolution  algéhriqae  des  équations  dont  dépend  la 
division  de  la  circonférence  du  cercle  en  un  nombre 
premier  de  parties  égales. 

543.  Le  problème  de  la  division  du  cercle  en  un 
nombre  m  quelconque  de  parties  égales  se  ramène  à  la 
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résolution  de  l'équation  binôme 

(l)  z'''  —  i==:0; 


car,  si  l'on  fait 


27r 
m 


on  obtiendra  les  m  racines  de  l'équation  précédente,  en 
donnant  à  k  les  m  valeurs 

G,  I,  2,   3,  .  .  .,    (m—  i) 

dans  la  formule 

z  ::=  ces Âa  -]-  sj —  I  sln Âa ; 

on  connaîtra  donc  coska  et  sinlia  lorsque  l'équation 
binôme  (i)  sera  résolue  algébriquement. 

Si  m  est  un  nombre  impair  2p. -l-  i,  il  vient,  en  di- 
visant l'équation  (  i  )  par  z  —  i ,   et  en  posant  ensuite 

I 

(  I  .  '2  1.2 

C'est  de  cette  équation  (2)  que  dépend  directement  la 
division  du  cercle  en  2[jl-\-i  parties  égales.  Ses  /a  racines 
sont  représentées  par  la  formule 

.V  =  1  cos  • ^=  i  cos Aa, 

2  ,tx  H-  I 

dans  laquelle  on  doit  donner  à  k  les  y.  valeurs 

I,  2,  3,  .  . .,  /^, 

ou  des  valeurs  qui  ne  diffèrent  de  celles-là  que  par  des 
multiples  de  2//  H-  i. 
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Nous  venons  de  rappeler  que,  si  m  ou  2  a  -|-  i  est  un 
nombre  composé,  la  résolution  de  l'équation  (i)  se  ra- 
mène à  la  résolution  d'autres  équations  de  la  même  forme, 
et  qui  ont  pour  degrés  respectifs  les  nombres  premiers 
ou  les  puissances  de  nombres  premiers  qui  divisent  în. 
Dès  lors,  la  même  chose  peut  se  dire  de  l'équation  (2), 
et  l'on  peut  se  borner  à  considérer  le  cas  où  m  :=  2  p.  -f-  i 
est  un  nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  nombre 
premier.  Lorsque  m  est  premier,  la  division  de  la  circon- 
férence en  m  parties  égales  exige  seulement  la  résolution 
de  plusieurs  équations  qui  ont  respectivement  pour  de- 
grés les  facteurs  premiers  égaux  ou  inégaux  dans  lesquels 
se  décompose  le  nombre  /;/  —  i.  Mais,  lorsque  m  est  une 
puissance  p*  d'un  nombre  premier  p,  la  division  de  la  cir- 
conférence en  m  parties  égales  exige  d'abord  la  division 
en  p  parties  égales,  et,  en  outre,  la  résolution  de  i  —  i 
équations  de  degré/?.  Chacune  de  ces  i  —  i  équations  de 
degré /?  est  résoluble  algébriquement;  cela  résulte  soit 
de  la  formule  de  Moivre,  soit  des  considérations  déve- 
loppées dans  la  Section  I. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que,  quel  que  soit  /ut, 
l'équation  (2)  appartient  à  la  classe  des  équations  dont 
nous  nous  sommes  occupés  au  n°  541 .  Car  si  l'on  fait 

J7  =  2  cos<7,      Ox  =11  co^ia,      O^x  =  o.  cosja, 

on  a  évidemment 

6Q1  X  :=.  Oy  Qx  r=  2  cosija. 

544.  Supposons  2^  -f-  i  premier,  et  soit  n  une  racine 
primitive  pour  ce  nombre  premier;  je  dis  que  les  a  ra- 
cines de  l'équation  (2)  seront 

Il  est  évident  que  chacune  de  ces  /x  quantités  satisfait  à 
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l'équation  (  2  )  ;  il  suffît  donc  de  démontrer  qu'elles  sont 
toutes  distinctes.  Supposons,  s'il  est  possible,  que  deux 
de  ces  quantités  soient  égales,  et  que  Ton  ait 

1  coan^^a  -^z  1  cos/z'7«, 

p  et  q  étant  <^ià;  on  aura 

\  désisrnant  un  nombre  entier.  Mais  a  =^  — ^ ,  donc 

^  -2  |X  -i-  I 

est  un  nombre  entier;  d'ailleurs  2(z  4-  i  est  un  nombre 
premier,  et  n  est  inférieur  à  Sfx-f-i;  il  s'ensuit  que 
i\x.-\-\  divise  l'un  des  deux  nombres  nP~^  -i- 1  ou  nP~^  —  i  ; 
par  conséquent  il  divise  le  produit 

îi^'P-^-'i  —  I 

de  ces  deux  nombres  ;  or  cela  est  impossible,  car  ip  —  >.  <y 
est  <^ 2 /a,  et  n  désigne  une  racine  primitive  de  i\l-\-\. 
Donc  les  quantités  (3)  sont  bien  toutes  les  racines  de 
l'équation  (2). 

Si  maintenant  on  fait 

a:  zzi:  ^  COS<7,        Ç^  =:r  01  C0S/^<7, 

on  aura 

(52^ --  -2  COS/^-«,     Ô^X  =  2  COS«'<^-',     ...,     6i*-^^  =r- '2C0S«!*~V/, 

et  les  racines  de  l'équation  (2)  seront  représentées  par 

-)      on  a,  en  outre,  S'^x^x;  car,  «étant  une  racine  primitive      i"^ 
de  2a-|-i,  on  a  /z^^s^ — i  (mod.  2fz-i-i);  enfîn  Qx  est 
une  fonction  rationnelle  de  x,  car  cos^za  est  exprimable 
s.  '-Alg.  sup.f  II.  36  '" 
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rationnellement  en  fonction  de  cosa.  On  voit  donc  que 
l'équation  (2)  est  comprise  dans  la  classe  des  équations 
abéliennes,  et  l'on  pourra  la  résoudre  par  les  méthodes 
que  nous  avons  exposées. 

Ici  la  fonction  rationnelle  9x  a  pour  valeur  (n^  109) 

I  .1  1 .1.0 

En  appliquant  à  l'équation  (2)  les  théorèmes  des  n°*534 
et  535,  on  obtient  les  énoncés  suivants  : 

1°  Si  iJLz=:  rn^  77Z2 .  •  .  7n^j  on  peut  diviser  la  circonfé- 
rence entière  du  cercle  eni^-^i  parties  égales  à  V aide 
de  co  équations  des  degrés m^ ,  nij,  . .  • ,  m^^  respectii^ement. 
Si  les  nombres  m^ ,  m2,  .  .  • ,  m^^  sont  premiers  entre  eux, 
les  coefficients  de  ces  équations  seront  des  nombres  ra- 
tionnels. 

2°  Si  /ji:=2",  on  pourra  diviser  la  circonférence  du 
cercle  en  2/^-f- 1  parties  égales,  à  l'aide  de  w  racines 
carrées.  En  d^ autres  termes ^  si  2//.  H-  i  est  un  nombre 
premier,  et  ^1=^  2*^,  on  pourra  diviser  la  circonférence 
du  cercle  en  2^  H-  i  parties  égales,  a\^ec  la  règle  et  le 
compas. 

3°  Pour  diviser  la  circonférence  du  cercle  <?«  2  /jl  +  i 
parties  égales,  il  suffit  de  diviser  la  circonférence  en- 
tière en  1^.  parties  égales,  de  diviser  un  arc,  qu'on  peut 
construire  ensuite  en  2[jl  parties  égales,  et  d^ extraire 
la  racine  carrée  d'une  seule  quantité. 

545.  Le  dernier  théorème  est  dû  à  Gauss.  Cet  illustre 
géomètre  a  prouvé,  en  outre,  que  la  quantité  dont  il  faut 
extraire  la  racine  carrée  est  simplement  le  nombre  entier 
2^4-1.  Voici  comment  Abel  le  démontre. 

Cette  quantité,  que  nous  désignerons  par  p,  cst(n°  534) 
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la  valeur  numérique  du  produit 

OÙ  . 

«  r=  CCS  ■ \-\J  —  i  sin 

On  a  donc 

it  0  =:  4  (cos«  4-  a  cos/z<2  -f-  ry}  ces /z2  r<;  + . . .  -[-  a^^-^  cos/i!*-^  r/) 

X  (ces (f^  -f-  y/-l  ces  /Zrt  -{-  y.!^--  cos  /^■2  <2  -f- . . .  -f-  y.  cos  u'^'—^  a) . 

En  développant  ce  produit,  on  obtient  un  résultat  de  la 
forme 

dz  p  =  ^0  -1-  ty  V. -\-  L^v} -\- .  .  .  -;-  t.^_y  vy—\ 

et  l'on  trouve  facilement 

'/«  —  i  (cos<2  COS72'"  a  +  cos/i<2  cos/2'"+^  ^^  -f- . . .  _j_  cosn'''—^-'' a  cos/zi*-^  .v) 

•i-4(cos/zi^-''V^  cos«+cos/2:^-'"-»-i a  cosua-{-.. .  -{-cosii'^'-^ ricosn"^-'  a). 

Au  moyen  de  la  formule 

cos/z^«  cos/z'"+^^rt  —  -  cos(/^'"+/V^  -[-  /^/'rt)  +  -  cos{n"'-*-Pa  —  /z^V^\ 

on  donnera  à  t„i  la  forme 

^    __^  fcos (/z'"-f- 1  )  «-hcos (/z'«-f- 1  )  /zrt4-cos  (/z"M- 1 )  n'n-i~  ...  1 

Tcos (72'"—  i  )rt+cos {/i"'~i] na-'r-cos (n"'—  i ) n^-a -h . . .  î 
^L  -t-cos(/z'«— |)/Zl^-'rt  J' 

ou,  en  faisant  {n'^-^i)a=:  a',  (n"'—  i)a=:  a", 

tfn  =  2  cosr/  H-  0  ^  cosr/  H-  (J^  2  cos«'  H-  .  .  .  -h  ^:*-i  2  cos  a' 
4-  1  ç,Ç)^a"  H-  ^  1  cos«"  H-  ^^^  ^  cos«"  -i-  .  .  .  -|-  '^:^-i  2  cos  a" . 

26. 
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Gela  posé,  supposons  d'abord  que  ni  ne  soil  pas  nul. 
2C0s«'  et  icosa"  sont  des  racines  de  l'équation  (2); 
donc 

,  1  COS,a'  --:=^0^X       et       ICO^a"  zi:=:  0'\x, 

et  l'on  a,  en  conséquence, 

t„i  —  [h^x  -h  5^+^r  -t-  .  .  .    !-  O'^-^x  -t-  X  -\-  Ox  -1-  ...  -h  0^-^x) 
-\-  [O'x  -f-  Q'+Kx  -{-...  -,-  (5i*-i.r  -i-  X  -i-Bx  -r-.  .  .  H-  O'-Kx), 

ou 

t,„  ~  ^[x-h  Ox  -i-  0*x  H-  ...  -h  5'*~^  •'>^)  ; 

d'où  il  résulte  que  tm  est  double  de  la  somme  des  racines 
de  l'équation  (2),  laquelle  est  égale  à  — i;  on  a  donc 

Supposons  maintenant  //z  =1:1  o,  on  aura 

t^  nz  -2  (cos 2 «  -f-  cos  1  fia  -{-  CCS  1  n^^  a  -j- . . ,  -f-  cos  2  /i''-~'^  a)  -h  2  a. 

Or  2  cos  2  a  est  racine  de  l'équation  (  2  )  ;  donc,  en  faisant 

2  C0S2«  — -  O^x^ 
on  aura 

tQ  z=z  [e^x  J-  0^+^  .r  H- . . .  +  Q:*-i  o:  -h  x  +  (? x  H- . . .  -h  (5'^"^  .r)  H-  2  /x, 
et,  par  conséquent. 

D'après  cela,  la  valeur  de  zlz  p  sera 

zt  p  rr:  2  a  —  I  —  2  (a  -f-  a^  -f-  .  .  .  -;-  a'-'-"'^  ). 

D'ailleurs 

a  +  a^  H-  ...  -h  a''*-'  =  —  i , 

donc 

db  p  =  2  rx  -i-  I . 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Dwision  de  la  circonférence  en  dix-sept  parties  égales. 

546.    Si  l'on  fait  2// -1-1  =  17  ^^  p=8,  l'équation  (2) 
du  numéro  précédent  devient 

(  I  )   x^  -^x"'  —  '^.t'^  —  6.r^  -4- 1  Sx**^^0 x^  — 10 .r^  — ■  4 •^-  + 1  ==  G, 

et  ses  racines,  comprises  dans  la  formule 

9./- 77 

X  z=z  1  COS 5 

peuvent  être  représentées  par 

(1)  X,   6x,    0^-x,   e^r,    G^r,    0^r,    O^x^   Q'^x. 

La  plus  petite  racine  primitive  de  17  est  3  (n°  31  G), 
et  les  résidus  par  rapport  à  17  des  puissances 

30,  3S  32,  3^   3S  3S  36,  3"^ 

sont 

I,  3,  9,   10,   i3,  5,   i5,   II; 

si  donc  on  pose,  pour  abréger, 
azzn  —  , 
les  quantités  (2)  seront 

2  COSrt,  ClC0s3rt,        2C0Sgr^,         2C0SI0<Ï, 

2Cosi3«,     ^cos5«,     2cosi5«,     2  ces  II  «; 
ou,  à  cause  de  cos(i7  —  m)  a  =  cosma, 

2COS^,  2C0S3<7,       2  C0S8«,       2C0S'J«, 

2COs4«,       2  COsSrt,       2COS2«,       2  C0s6«. 

Pour  appliquer  la  méthode  générale,  il  faut  commencer 
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par  calculer  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  r  des 
quantités 

2  COS«,       2C0S8<2,       2C0S4<"^       2C0S2rt. 

Posons  donc 

J=2  C0S<7  -+-  2  C0s8r/  -h  2  C0s4<^/  +  2  C0S2«; 

y^  dépendra  d'une  équation  du  deuxième  degré,  dont  les 
deux  racines  seront 

(  3  )  J  ^^  2  C0S<7.      -h  2  C0s8r/  -f-  2  C0s4<^/  H-  2  COS2r/, 

(4)         Jl  =  2  C0S3<«  -h  2  COS'ja     h  2COs5<7  +  2  C0s6<?. 

Cette  équation  s'obtient  bien  facilement;  car  on  a  d'a- 
bord, par  l'équation  (i), 

ensuite,  en  multipliantj)'^  parj)^^,  transformant  les  pro- 
duits de  cosinus  en  sommes  à  l'aide  des  formules  connues, 
et  ayant  égard  à  l'équation  identique 

cos(i7  —  m)a=:cosma, 
on  trouve 

jj\  =4(2  cosr^  -f-  2  C0S2  <7  -h  2  cosSr/  -4-  2  cos4<^ 

-t-  2  COS 5 <^/  -i-  2  C0S6 <7  -h  2  COS 7  <7  -}-  2  COS 8a), 

et,  à  cause  de  l'équation  (i), 

(6)  .rj,--4- 
L'équation  enj;^  sera  donc 

(7)  j^-f-j-4=---o, 

et  l'on  peut  considérer  comme  connues  ses  deux  racines 
Maintenant  les  quantités 

2C0S^,       2COs8«,       2  COS  4  <^/,       2COS2flr, 


SECTION    V.    CHAPITPtE    III.  56^ 

sont  les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  j,  et 
sur  laquelle  nous  allons  raisonner  comme  nous  l'avons 
fait  sur  la  proposée.  Il  faut,  conformément  à  la  méthode 
générale,  chercher  d'abord  une  fonction  rationnelle  et 
symétrique  z  des  quantités 

2  cosa,     1  cos4«. 
Posons  donc 

z  =  2  C0S<7  -H  2  C0S4<^, 

l'équation  en  z  sera  du  deuxième  degré,  et  elle  aura  pour 
racines 

(8)  z  --  2  COS«  +  2  C0s4<^,  -^  X    X>    Xt   j\    i  ;,     ^ 

(g)  Zi  r::^  2C0s8r<^  4-  2C0S2« 

On  a  d'abord 

(10)  Z  +  Zi=J, 

et,  en  multipliant  z  par  z, ,  on  trouve,  après  avoir  rem- 
placé les  produits  de  cosinus  par  des  sommes, 

zz^  =  (2  cosr/  4-  2  ces 2 «  -h  2  cosZa  -f-  2  cos4« 

-\-  2  cos5«  -{-  2  cos6«  -h  2  COt7<5r  -{-  2  COsSiî), 

ou,  puisque  la  somme  des  racines  de  l'équation  (i) 
est  — I, 

(11)  zzj  =  —  i; 
l'équation  en  z  sera  donc 

(12)  2^ — JZ I  =r  G. 

Enfin    il   ne   reste   plus   qu'à   former  l'équation   du 
deuxième  degré  dont  les  racines  sont 

2cos«,     2  cos4«j 

et  dont  les  coefficients  peuvent  s'exprimer  en  fonction 
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rationnelle  dey  et  de  z.  Mais  on  peut  simplifier  ici  l'ap- 
plication de  la  méthode  générale. 

Considérons  Féquation  du  quatrième  degré,  dont  les 
racines 

2COs3rt^,       2COS7<7,       2cos5«,       2C0s6rt 

ont  pour  somme  7i,  et  opérons  comme  nous  l'avons  fait 
à  l'égard  de  l'équation  qui  a  pour  racines  les  quantités 
dont  la  somme  est  y.  On  formera  une  équation  du 
deuxième  degré  ayant  pour  racines 

(l3)  M  nz  iT>  COsSr^ -f-  2  C0S5«, 

(l/î)  «i=r  2  COS7<2  -f-  2  C0S6<2, 

et,  en  opérant  comme  précédemment,  on  trouvera 

(15)  ;/-l-Mi— ji, 

(16)  ««1  — —  i; 

cette  équation  en  u  sera  donc 

(17)  ^^2  —  jj  tt  _  I  r:r:  G, 

en  sorte  que  les  quantités  u  et  u^  sont  connues,  ainsi  que 
z  et  Z|. 

Gela  posé,  faisons 

(18)  .rnr  2  cos«, 

(19)  .rj  =:  2  COs4«, 

on  aura  d'abord 

(  20  )  .r  -+■  .rj  =  z, 

et  ensuite 

.r^i  =  4cos<2cos4«  =  2  cos3«  -f-  2  cos5« 
ou 

(21)  .rxi=M; 

X  et  a:,  seront  donc  racines  de  l'équation 

(  22  )  .x^  —  ZJC  H-  «  — j:  G. 
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La  résolution  de  l'équation  (i)  est  ainsi  ramenée  à  celle 
des  équations  du  deuxième  degré  (7),  (12),  (17)  et  (22); 
le  problème  est  donc  résolu.  Nous  allons  chercher  main- 
tenant à  déduire  de  l'analyse  précédente  une  construc- 
tion géométrique,  pour  effectuer  la  division  de  la  circon- 
férence en  dix-sept  parties  égales. 

Construction  géométrique. 

547.  Quand  on  se  propose,  dans  la  Géométrie  élémen- 
taire, d'inscrire  dans  un  cercle  les  polygones  réguliers  de 
trois  et  de  cinq  côtés,  on  commence  par  inscrire  ceux  de 
six  et  dix  côtés.  De  même,  nous  commencerons  ici  par 
inscrire  le  polygone  régulier  de  trente-quatre  côtés,  celui 
de  dix-sept  côtés  s'en  déduira  immédiatement. 

Soit  une  demi-circonférence  partagée  en  dix-sept  par- 
ties égales  aux  points 

«,    b,   c,   d,   e,  /,   g',   ;^,    i,  y,    /•,   Z,   m,   /z,   o,  /?,   q,   r; 
la  corde  ah  sera  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de 


trente-quatre  côtés,  et  les  cordes  ad^  af,  ah,  aj,  al,  an  y 
apj  diagonales  de  ce  polygone,  seront  les  côtés  des  poly- 
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gones  réguliers  étoiles  de  trente-quatre  côtés  que  l'on 
peut  inscrire  dans  la  circonférence. 

En  prenant  le  rayon  pour  unité  et  en  faisant,  comme 
précédemment, 


2  77 

a  =  — , 
17 


on  aura 


«0  =:  2  Sm    — -  rr=  -4-  2  COSlia, 

34 

^  .      Stz 

aj  z=^ism.  —7  :=  +  2  cos  3  a, 
34 

«// 1—  2  sin  -—  =  —  2  cos6<7, 
34 

.     971 

aj  :rzi  Q.  sm   ^    =  -J-  2  COS  2  Cl, 
34 

.       IITT 

«/  --  2  sm  -^r-y-  = 2  COS  7  <2, 

34 

anz=zi  sin  -r-7-  =  -{-  2  cos*^, 
34 

ap  z=i  sm  — —  =  —  2  cosort^. 
34 

Conservons  toutes  les  notations  du  numéro  précédent  ; 
les  équations  (3)  et  (4)  nous  donnent 

y-  r^zan  —  ap  -\-  ah  -{-  aj^ 
y^z=zaf —  ai  —  ad  —  ah. 

On  voit  que  j^i  est  négatif,  car  af  esl<^al\  par  suite, 
Y  est  positif,  puisque  J^J>^^  =  —  i .  Faisant  donc  j  <  --  — y , 
les  équations  (5)  et  (6)  deviennent 

y  —  x~  I, 

n'  —  ^y 
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les  équations  (8)  et  (9)  nous  donnent 

z-zrnz  an  -\-  ah^ 
Zyz==.  —  ap  H-  aj  ; 

z^  est  négatif,  car  ap  est  ^  «/,  et  z  est  positif.  Les  équa- 
tions (10)  et  (11)  deviennent,  en  faisant  Zi  =  —  z\ 

z  —  z'~x. 

Pareillement,  les  équations  (i3)  et  (i4)  donnent 
u  =:  af —  ad^ 
iiy  =  —  al  —  ah\ 

Ui  est  donc  négatif,  et  u  positif.  Faisant  Ui  --  —  z/,  on 
aura,  parles  équations  (i5)  et  (i6), 

u'  —  u  =jk', 

UU'  zs=:  I; 

enfin  les  équations  (18)  et  (19)  donnent 

X   rrr  an, 

Xy  =:  ah, 

en  sorte  que  x  elX\  sont  positifs,  et  les  équations  (20) 
et  (21)  conservent  leur  forme 

X  -h  x^  Z=  z, 
XX ^  z=z  u. 

Le  côté  de  notre  polygone  de  trente-quatre  côtés  est  X\ , 
et,  pour  le  construire,  on  voit  qu'il  suffit  : 

1°  De  construire  deux  lignes  j^  et  j' telles,  que 

2°  De  construire  quatre  lignes  z,  z',  u,  u'  telles,  que 

Z  —  Z':=J,         ZZ'=ZI, 
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3°  De  construire  deux  lignes  x  et  x^  telles,  que 
Construction.  —  i"  En  un  point  O  d'une  ligne  indé- 


finie UV,  élevons  une  perpendiculaire  OA  égale  au  rayon 

du  cercle,  c'est-à-dire  égale  à  l'unité.   Prenons  OC  =:=  jf 

puis,  du  point  C  comme  centre,  avec  CA  pour  rayon, 
décrivons  un  cercle  qui  coupe  en  B  et  D  la  ligne  UV;  on 
aura 


2 


OD  z-s-.  -  y 
2 


car 


2OD  -  20B   _=40C-^i      et     2OD     :20B-_-40A    ^^^. 

2°  Joignons  AB,  et  du  point  B  comme  centre,  avec  OB 
pour  rayon,  décrivons  une  circonférence  qui  coupe  en  M 
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et  Pla  ligne  AB  prolongée,  on  aura 

AM  —  z,     AP-z; 
car 

AM  —  AP  =  PM  —  2OB  —  r     et     AM  X  AP  —  Âô'  =  1. 

Joignons  pareillementAD,  et  du  pointD  comme  centre, 
avec  OD  pour  rayon,  décrivons  une  circonférence  qui 
coupe  en  N  et  Q  la  ligne  AD  prolongée,  on  aura 

AN  — «,     AQ  — m'; 
car 

AQ--AN  =  NQr=z20D~/     et     AN  X  AQ  =  ÂÔ' =:  i. 

3°  Rabattons  AO  en  AE  sur  le  prolongement  de  AD, 

décrivons  sur  NE,  comme  diamètre,  un  cercle  qui  coupe 

AM 
AB  en  F;   du  point  F  comme  centre,  avec  AI  =:=  — 

pour  rayon,  décrivons  un  cercle  qui  coupe  AD  en  G;  et, 
enfin,  du  point  G  comme  centre,  avec  ce  même  rayon, 
décrivons  un  cercle  qui  coupe  AD  en  K  et  H,  on  aura 

.riZ=AK,      .r=zAH; 

car 

AK  -f-  ATI  :--:  2 GF  =r:  2 AI  —  AM  =  z 

et 

AK  X  AH  =:=  If'  =r-  AN  X  AE  =zz  AN  X  AO  =:  u. 

Le  côté  du  polygone  régulier  de  trente-quatre  côtés  inscrit 
dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  OA  est  donc  égal  à  AK. 


Sur  une  propriété  remarquable  de  la  fonction  — 


X  —  1 

p  étant  un  nombre  premier . 

548.  Soit/j>  un  nombre  premier  autre  que  2,  et  posons 

X  —  ■!—!-'-  —  xP~^  -[-  .r/'-2  -4-  .  .  .  4-  .r  -f-  1 . 
X  —  I 
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Désignons  par  a  une  racine  primitive  pour  le  nombre 
premier  /?,  et  par  r  une  racine  de  l'équation 

(i)  Xr=zo; 

les  racines  de  l'équation  (i)  seront 

/,/      ,/      ,...,/  , 

et  Ton  aura 

a^~'i^^i      [mod.p)     et     r^^'~' = /-. 
Si  l'on  fait 

ji  -_:  ;-«'-h  r^'  -f-  r«'  -h  .  .  .  -f-  ?^^~\ 
j2—  r«  -;-  r«'-l-  r'''  -f- .  .  .  H-  r«^~', 

les  quantités  j)^i  Gt  y^  (n°  535)  seront  les  racines  d'une 
équation  du  deuxième  degré  à  coefficients  commensu- 
rables,  et  l'équation  (i)  se  décomposera  en  deux  autres, 

chacune  du  degré >  et  dont  les  coefficients  seront 

des  fractions  rationnelles  dej^j  etde  r2-  Nous  nous  pro- 
posons ici  d'étudier  les  détails  de  la  décomposition  dont 
il  s'agit. 

Occupons-nous,  en  premier  lieu,  déformer  l'équation 
enj^,  qui  a  pour  racines  ^i  et  j^2-  On  a  d'abord 

(2)  ji-i-ja— —  I, 

car  yji  -t-j^  exprime  la  somme  de  toutes  les  racines  de 
l'équation  (i).  Ensuite,  comme  les  fonctions  symétriques 
de  j  1  et  de  J2  ne  changent  pas,  quand  on  change  /'  en  /'", 
ou  en  7'^',  ou  etc.,  on  a 

JÎ  +  J^  =  _^         V  (^«'  +  x«V  ^«'-f- .  .  .  H-  .r«^~' j', 

le  signe  \  s'étendant  à  toutes  les  racines  x  de  l'équa- 
tion (i). 
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Or  on  a 

le  signe  \  s'étendant  ici  à  toutes  les  valeurs  i,  2,  3,..., 

:^-^—  des  entiers  meln;  si  donc  on  désigne  par  S  (a)  la 

somme  des  puissances  /ji'^"'^'  des  racines  de  l'équation  (  i  ) , 
on  aura 


le  signe  \  s'étend  à  toutes  les  valeurs  i,  2,  3  ,..., 

des  entiers  m  et  n,  et  il  embrasse,   en  conséquence, 

f  — 1    termes .  Gomme  a  est  une  racine  primitive  de  p , 

on  a 

a  ^     -l~  I  EEEO      (mod.p), 
et  il  ne  saurait  y  avoir  aucune  puissance  de  a  d'un  degré 

inférieur  à  — congrue  à  —  i  suivant  le  module  p. 

D'après  cela,  si  p  est  de  la  forme  4^  H-  ij  la  somme 

ne  sera  divisible  par  p  que  pour  les  21  =^  — ^ systèmes 

suivants  de  valeurs  simultanées  de  m  et  n  : 

m  rr:  I,  2,  3,  .  .  .  ,      /,      ^  -f-  I ,     /  H  -  2,     .  .  .  ,    If, 

/z  =r /-+- 1,  ; -i- 2,  / -}- 3,    .  .  .,   2;,     I,  2,        ...,     i; 

si  p  est  de  la  forme  4^-1-3,  aucune  des  valeurs   que 
prend  la  somme 


n'est  divisible  par  p. 
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La  somme  S  {(j.)  est  égale  à  p  —  i  ou  à  —  i  (n°  106) 
suivant  que  (j.  est  divisible  ou  non  divisible  par  /?;  donc, 
si  /7  a  la  forme  4i  -h  i ,  la  quantité 

sera  égale  à 


si,  au  contraire,  /;  a  la  forme  4i -i-  3,  la  même  quantité 


sera  égale  à 

-m- 

On  a  ainsi 

(3) 

Jf- 

.      J    -2    — 

Des  équations  (2)  et  (3),  on  tire 

{ 4  )  Ji  J2  = J 

D'après  cela,  l'équation  qui  a  pour  racines  j^,  et  j  2  est 

(5)  f-^J-\ —, ^^o, 


ou 

(27-f-l)^-/?(-l)     '    ^o. 

549.   Considérons  maintenant  l'équation  qui  a  pour 
racines  les racines  de  l'équation  (i)  dont  j  ,  dé- 
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signe  la  somme.  Soit 

Xi=.r    -     —TiJC  H-Aj.r    "  -h  .  .  .  -h  Aj^-.r    ^  4-.. 

cette  équation.  Les  coefficients  Ao,  A3,  ...  peuvent 
s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  deji,  et  l'on 
peut  supposer  ces  fonctions  linéaires  (n°  182),  puisque  7'< 
est  racine  d'une  équation  du  deuxième  degré.  Ainsi  le 
coefiicient  Ay^  aura  la  forme 

m/,  et  Jifi  étant  des  nombres  rationnels,  et  il  est  facile  de 
prouver  que  ces  nombres  sont  entiers.  En  effet,  A.^  est, 

au  signe  près,  la  somme  des  produits  k  kh  des  -^— — —  ra- 
cines /■"  ,  /•"*,  ...  ;  chacun  de  ces  produits  est  une  puis- 
sance de  /',  et,  par  suite,  il  se  réduit  à  l'unité  ou  à  l'une 
des  racines  de  l'équation  (1).  On  a  donc 


A/,-  ^=  !Zy  -f-  a,  /-  -f-  «2  I''  +  «;j  l"'    H-  •  . 


'■l>-ï 


5;o,  a,,  ...  étant  des  nombres  entiers.  Celte  valeur  de  A^ 
ne  changera  pas  si  l'on  change  /•  en  i-^  et,  par  suite,  on 
aura 


'■P~i 


Je  dis  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  /•  sont 
égaux  dans  ces  deux  valeurs  de  A^.  Supposons,  en  effet, 
que  cela  n'ait  pas  lieu;  si  l'on  égale  les  deux  valeurs 
de  A^  et  qu'on  rabaisse  les  exposants  de  A"  au-dessous  de  /?, 
en  faisant  usage  de  l'équation  /"^  =  i ,  on  aura  une  équa- 
tion du  degré  p  —  i  en  /'  qui  sera  évidemment  satisfaite 
par  ;•  =  I  ;  on  pourra  enlever  cette  racine  i,  et  alors  on 
voit  que  /•  sera  une  racine  d'une  équation  du  degré  p  —  2 

S.  —  Alg.  Slip.,  II.  37 
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à   coefficients  commensurables,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  l'équation  (i)  est  irréductible.  On  a  donc 

«1=  «3—  «5=^-  •  •==  a^_., 

et,  par  suite, 

Aa=   «0-+-  CAifi  -h   «2  J2' 

Enfin,  si  l'on  élimine ^2  à  l'aide  de  l'équation  (2),  la 
valeur  de  A;^  prendra  la  forme 

A;,=  m^-h  n;,yi, 

où  J7ik  et  7if(  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs. 

Le   produit  des   racines   de   l'équation    (6),    savoir 

^.rJ+a'^+.-.+a^^*  gst  égal  à  I ,  cu  cxccptant  le  cas  de  p  =  'i; 
car,    a   étant  une  racine  primitive   de  p,    l'exposant 

.fi_i_rt/«_l-.  -  .-^aP~*=  — ^— r ~  est  divisible  par/?; 

a'^  —  I  II 

on  a  donc 

2 
Comparons  les  coefficients  A^  et  A^,  de  deux  termes 
également  distants  des  extrêmes,  dans  X,  ;  on  a  la  rek- 

lion  k-\-y  =^  ~~~  ^  entre  les  indices  h  et  A'.  La  quantité 

/  —  i)^  A/t  est  une  somme  de  puissances  de  /',  et  la  somme 
des  inverses  des  mêmes  puissances  est  égale  à  (  —  i)^' Aa'  ; 
car  le  produit  de  toutes  les  racines  de  l'équation  (6)  est 
égal  à  I .  Gela  posé,  sip  —  ^i-^i,  les  suites 

I    ,      I      ^      '  '  •  1     I  1 

r    ,    r    y     .  .  . ,    / 

restent  les  mêmes  quand  on  change  /'  en  -;  donc  on  a, 
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dans  ce  cas, 

Si  j»  =r  4i  -f-  3,  les  suites 


se  changent  l'une  en  l'autre   quand  on  change  /'en  -\ 

d'ailleurs  k  et  Ji^  sont  de  parités  différentes  ;  donc  l'équa- 
tion 

^k  =  f^^fc  +  «A  Jl 

entraîne 

—  Kfj  —  m,,  -f-  UkX^^  "  nik  —  n,,  (  1  +  j^  ), 

et  l'on  a,  dans  ce  cas, 

A//=  [il},— m,,)  -{-  iiky\. 

Il  résulte  de  là  que  le  polynôme  Xi  peut  se  mettre 
sous  la  forme  suivante  : 

P  et  Q  étant  des  polynômes  à  coefficients  entiers  qui  ont 

1        >     P  —  I         P  — 3    T- 
respectivement  pour  degrés et lin  outre, 

Q  est  un  polynôme  divisible  par  x  dans  lequel  les  termes 
également  distants  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même 
signe  ;  le  polynôme  Pj  ouit  de  cette  dernière  propriété  dans 
le  cas  de  ;7  =  4^  +  I  seulement,  et,  par  suite,  il  en  est  de 
même  de  la  fonction  2P —  Q.  Dans  le  cas  de/7  =  4îH-3, 
la  fonction  2P —  Q  a  cette  propriété,  que  les  coefficients 
des  termes  également  distants  des  extrêmes  sont  égaux  et 

de  signes  contraires.  En  effet,  les  coefficients  de  a:    * 
et  de  x^  dans  la  fonction  2  P  —  Q  sont  alors 

imi,  —  n,,  et  n,,—  2 m/,. 

37. 
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Pour  obtenir  les  valeurs  des  cocfficienls  A»,  A3,   . . . , 
de  X<,  soit  X  l'un  des  nombres 

I,  •>,  3,  .  .  .,  (y>  — i), 

et  //  un  exposant  entier,  tel  que 

iv'  E^E  A       (  inod.  p\  ; 

désignons  enfin  par  S^  la  somme  des  puissances  a'*-'"*-*^  des 
racines  de  l'équation  X,  =  o,  on  aura 

S-,  =  r'  -h  /'■         -,-...  -\-  r'  ; 

d'où  il  suit  que  Sx  sera  égal  à  j\  si  li  est  pair,  c'est-à-dire 
si  X  est  résidu  quadratique  de  p.  Au  contraire,  S^,  sera 
égal  à  72  ou  à  — i  —  j^  si  //  est  impair,  c'est-à-dire  si  X 
est  non-résidu  quadratique  de  p.  Connaissant  ainsi  les 
sommes  de  puissances  semblables  des  racines  de  l'équa- 
tion (6),  on  calculera  les  coefficients  Ag,  A3,  ...,  au 
moyen  des  formules 

Si— 7i==o, 

S^  — jiSi  -i-  2  A,  --=  o, 

S3  —  .)-iS2  H-  2  A,  Si  +  3A:i  :—  o, 


On  pourra  exprimer  ainsi  Aa  par  une  fonction  entière 
àej^  et  l'on  rendra  ensuite  cette  fonction  linéaire  au 
moyen  de  l'équation  (5). 

550.  L'analyse  que  nous  venons  de  développer  conduit 
à  un  tliéorème  important  que  nous  devons  mentionner. 
Reprenons  l'équation 

que  nous  avons  trouvée  plus  haut;  en  changeant  7  i  enj  2? 
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on  aura 

on  a  d'ailleurs  X  =  X,X2,  donc 

X  =::  P^+  PQ(rl-^  J,;  -i--  Q' Jl  J2, 

ou,  à  cause  de 

y  1  +  j'2 ^  —  i.    J'i Jt  =  — — j — '— - ' 

Et,  d'après  les  remarques  faites  précédemment,  on  peut 
énoncer  ce  lliéorème  : 

Théorème.  — p  étant  lui  nombre  premier  autre  que  2, 
f  ^  X  désignant  le  polynôme 

xP-^  -h  x/^-2  -f-  .  .  .  -f-  X  H-  I , 

on  aura 

4X=:Y-    -/?Z^      si     /?rzz4/-t-I, 

et 

4X  =:-::¥-    ^- p7J       si       /^  izz:  4  /  -f-  3. 

Z  e.v^;,  <ia/7.v  /e5  deux  cas,  un  polynôme  du  degré  —    — 

à  coefficients  entiers  dans  lequel  les  ternies  également 
distants  des  extrêmes  ont  le  même  coefficient  ;  Y  est  un 

j)oljrnôme  du  degré à  coefficients  entiers  dont  les 

termes  également  distants  des  extrêmes  ont  des  coeffi- 
cients égaux  et  de  même  signe,  ou  égaux  et  de  signes 
contraires,  suivant  que  p  =:^  ^i -\-  i  ou  4^+3. 

Le  nombre  3  échappe  à  notre  analyse,  ainsi  que  nous 
en  avons  fait  plus  haut  la  remarque.  L'équation 
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admet  toutefois  les  trois  solutions 

Y  =  2.r  -4-  I,       Z=I, 

Y  =--  ^  -H  2,  Z  ==  .7-', 

Y  —  X  —  I  ;  Z  -=  r  -H  I  ; 

mais  lespolynômes  Y  etZ,  relatifs  à  l'une  quelconque  d  e 
ces  trois  solutions,  ne  satisfont  pas  à  toutes  les  condition  s 
indiquées  dans  l'énoncé  du  théorème. 

Enfin  le  résultat  que  nous  venons  de  trouver  relative- 

ment  à  la  fonction  peut  s'étendre  à  la  fonction 

.r —  I     ^ 

^y.p    yP 

plus  générale — ■•>  qu'on  déduit  de  la  première  en 

changeant  x  en  -?  et  en  multipliant  ensuite  par  j)/'"'  . 

On  peut  évidemment,  d'après  cela,  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Le  nombre  p  étant  premier,  on  peut  satisfaire    à 
V  équation 


P-\ 


,rP  —  yl> 


en  prenant  pour  YetL  des  fonctions  entières  de  xety. 


Sur   quelques   propriétés  de    la  fonction    résoli^ante 


qui  se  rapporte  à  l'équatioJi 


.tP 


=  G. 


551.  Soit,  comme  précédemment,  x  une  quelconque 

rfP     J 

des  racines  de  l'équation =  o,  et  a  une  racine  pri- 
mitive pour  le  nombre  premier  p.  En  désignant  par  a  une 
racine  quelconque  de  l'équation  '■ '■==  o,  nous  po- 
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serons 

F  ( a  j  =  .r  4-  ax«  -h  (/}x^'  -+-...+  a^-^x^''"'^  \    a'.r«', 

0 

et  nous  allons  en  premier  lieu  démontrer  que  l'on  a 

F(a)F(a-i)=ra    '   p. 
On  a 

F(a-*)=y   a-/'-x< 

0 

et,  par  conséquent, 

p-i   p-i 


Pj-i   p-i 


¥{u)¥iu.-']=z    \        >   a'-^^-:i:«'+< 


Pour  évaluer  cette  somme  double,  je  mettrai  en  évi- 
dence les  coefficients  des  diverses  puissances  de  oc,  et 
j'introduirai  à  cet  effet  le  nombre  entier 


Alors  le  coefficient  de  a^  sera 


^^a^-hl+u\ 


1 

le  signe  \  s'étendant  aux  p  —  i  valeurs  de  k 

O,    I,    2,    ...,/>  —  2. 
Or  on  peut  écrire 

si  donc  on  n'a  pas 

a'   ^  I  ^o     (mod.  /?), 
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c'est-à-dire 

■2 

l'expression  a^[n^-hi)  donnera,  pour  les  diverses  valeurs 
de  k  et  abstraction  faite  des  multiples  de  p,  la  série  des 
nombres 

I,     2,      ...,/?—!. 

Ainsi  le  coefficient  de  ofJ  sera 

X  -+-  x --{-... -h  .r/'-i     ou  bien     —  i , 
et  cette  conclusion  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
O,    1,2,    ...,/>>—  2 

de  /,  en  exceptant  le  seul  cas  /= La  somme  double 

que  nous  avons  à  évaluer  sera  donc  composée  du  produil 
de  —  I  par  la  somme  des  diverses  puissances  de  a,  sauf 

la  puissance  a  ^  ,  et,  en  outre,  du  groupe  de  termes  cor- 
respondant à  la  valeur  1=^- •  Lorsque  l=— , 

l'exposant  de  x  est  congru  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs 
de  A;  par  conséquent,  le  groupe  que  nous  considérons 

sera  composé  de  (p  —  i)  fois  la  racine  a  -  .  Réunissant 
ces  deux  parties  de  la  somme  double,  on  trouve  pour 
résultat 


/>-1 

[  p  —  l)  -h  V.    -     ==  a    -'    /j, 

a    ^ 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

552.  Nous  allons  maintenant  établir  une  seconde  pro- 
position qui  consiste  en  ce  que,  si  m  et  7i  sont  deux  nom- 
bres entiers  quelconques,  mais  non  liés  par  la  relation 

m^ —  /?      (niod.  />»), 
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le  produit  F  (a'")  F  (a")  est  égal  à  la  fonction  F  (a"'+''), 
multipliée  par  un  polynôme  en  a,  dont  les  coefficients 
sont  des  nombres  entiers.  Ainsi,  en  désignantpar  î|/(a)  ce 
polynôme,  on  aura  l'égalité 

F(a"')F(aM  =  F(a'"+'^)i].(a). 


En  eft'et,  on  a 


Fi 


donc 


F  (  y.'"  ]  F  (a"  )  =  y  y  a"'''+"''-  j:'''-^\ 


et  c'est  la  somme  double  du  second  membre  qu'il  s'agit 
d'évaluer  sous  la  forme  annoncée.  Pour  cela  nous  allons 
mettre  en  évidence,  non  plus  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  a,  comme  précédemment,  mais  les  coeffi- 
cients des  puissances  de  x.  Ces  puissances  formant  la  sé- 
rie o,  I,  1,.  .  . ,  p  —  I,  occupons-nous  d'abord  du  pre- 
mier terme  qui  proviendra  de  toutes  les  valeurs  de  i  et  /., 
telles  qu'on  ait 

<-/'  -h  rz''^  o      (  mocl .  p]^ 

c'est-à-dire 

P 


2 


Sous  cette  condition,  la  somme 

s'évanouit,  car  n'ayant  pas  ni-\-n^o  (mod.^?),  l'expres- 
sion [m-\-n)  k  produit  la  série  des  entiers  inférieurs  à  p, 
comme  on  le  sait. 

Maintenant,  pour  mettre  en  évidence  le  coefficient 
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d'une  puissance  quelconque  de  x,  dont  l'exposant  serait 
^  a^,  posons 

a'  -t-  rt  '^  ^  a^     (  mod.  p  )  ; 

ce  coefficient  sera 


les  entiers  i  et  k  devant  prendre  toutes  les  valeurs  qui 
peuvent  vérifier  la  précédente  condition.  Si  l'on  fait 

i  :=  l  -j-  y., 
A-  =  /  -h  V, 

la  condition  dont  il  s'agit  devient  indépendante  de  /,  et 
elle  se  réduit  à 

aV-  -h  «■'  ^E  I      (  mod .  /?  ) . 

Nous  pouvons  concevoir  que,  pour  une  valeur  donnée 
du  nombre  premier  p,  on  ait  formé  d'avance  le  système 
des  nombres  (x  et  v,  liés  par  cette  relation  ;  cela  fait,  on 
trouvera 

Donc,  si  l'on  pose 

le  coefficient  de  x"^  sera 

et  la  somme  double  sera  bien,  comme  nous  l'avons  an- 
noncé, 

553.  Ces  polynômes,  ou  plutôt  ces  nombres  complexes, 
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(|/(a),  dont  la  formation  dépend  essentiellement  des  en- 
tiers p  et  V,  et  ensuite  des  nombres  m  et  7i,  conduisent  à 
d'admirables  théorèmes  arithmétiques  dont  nous  allons 
donner  quelques  exemples. 

J'observe  d'abord  que  la  relation 

F ( «'" )  F  ( «« )  =  F ( «'«+'^ )  -^(  «) 

dpnnera,  en  changeant  les  signes  de  m  etn, 

Multipliant  membre  à  membre,  et  ayant  égard  à  la  rela- 
tion 

on  trouve  immédiatement 

Un  cas  particulier  très-simple  montrera  tout  l'intérêt 
qui  s'attache  à  ce  résultat.  Soit 

p^i      (mod.  4)î 

on  satisfera  à  l'équation 

ui'-^  =  I  , 

en  prenant 

Alors  ^{cc),  somme  de  puissances  entières  de  i,  sera  de 

la  forme  a  -\~  bi,  a  et  b  étant  entiers  ;  d'ailleurs  -  =  - 

«         i 

aura  pour  valeur  —  i,  de  sorte  que 

donc  tout  nombre  premier  ^  i  (mod.  4)  est  de  la  forme 

Ce  théorème,  qui  a  été  établi  par  une  méthode  si  diffé- 
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rente  aux  n"^294  et332,  se  trouve  ici  démontrée  de  telle 
nuuiière  que  l'on  fait  dépendre  a  cl  h  des  entiers  [i  et  v, 
rapprochement  bien  inattendu,  et  dont  Jacobi  a  tiré 
cette  conséquence  que  nous  nous  bornons  à  indiquer. 
Le  nombre  a  étant  supposé  impair  dans  l'équation 
p zzz a- -h /)'- ,  sa  valeur  peut,  au  signe  près,  se  déterminer 
par  le  résidu  minimum  de  l'expression 

]   ijih.it  —  \]{Q.n  —  '?.)...[ Il  -\-  \]  , 
■ — ' -^ ^'      (  mod .  D  i , 

1».  1.2...//  ^  ' 

OÙ  l'on  suppose 

p  =  ^11  ^\. 

Soit  encore 

y^E^i     (mod.  3), 

on  satisfera  à  l'équation 

«■"-'  II--- 1 , 

en  prenant 

—  ^  -r-  v/'-^ 
a^ -^ =p, 

racine  cubique  imaginaire  de  l'unité.  Alors  les  nombres 

'\t  (a)  et'.J>(a~'),  sommes  de  puissances  entières  de  p,  de- 
viendront respectivement 

a  -'t  bo.,      a  H-  />p-, 

a  et  h  étant  des  entiers.  Donc  /_;  sera  de  la  forme 

(r2  -f-  bo)[a  -f-  bo^'j  z=z  a-  —  ab  -\-  b'-. 

554.  Voici  maintenant  d'autres  conséquences  pour  lu 
résolution  de  l'équation  binôme 

Soit  a  une  racine  primitive  de  l'équation 
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cl  ])OSOnS 

de  telle  sorte  que 

V."    =  I  . 

En  désignant,  en  général,  par  «^/(a)  le  polynôme  en  a, 
défini  par  l'équation 

F(a)F(a')  =-i/,-(a)F(a'+i), 
on  aura  la  série  de  relations 

F(a)F(a)r=.^,(a)F(a^), 
F(a)F(a2;=::^,(a)F(a3), 


F(a)F(a"-i)  =  -^,_i(«)F(a«), 

qui,  multipliées  membre  à  membre,  conduisent  au  ré- 
sultat suivant  : 

F(a)'-':=-K(a)-f.,(a)  .  .  .  -j.„_,  (a)  F  («-). 

Or,  ayant  «"  = —  i,  il  est  facile  d'évaluer  le  facteur 
F  (a").  Ce  facteur  se  réduit,  en  effet,  à  la  différence  des 
quantités  72  ^^J\  >  4"^  nous  avons  déterminées  au  n"  548  ; 
mais  on  peut  aussi  le  déduire  de  la  relation  générale 

que  nous  avons  précédemment  démontrée,  en  y  faisant 
a  =  —  I,  ce  qui  est  permis,  puisqu'on  satisfait  ainsi  à 
l'équation  aP~^  --  i.  De  la  sorte  on  trouve 

r(-.;'-:.--:{~:)'"^p. 

Ainsi  la  puissance  p  —  i  de  la  fonction  résolvante  se 
trouve  exprimée  par  un  produit  de  facteurs  complexes 
'i>(a),  multipliés  parle  nombre/;. 
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Démonstration  noiwelle  de  la  loi  de  réciprocité 
de  Le  gendre. 

5o5.  La  théorie  exposée  dans  ce  Chapitre  fournit 
encore,  comme  l'a  montré  Jacobi,  une  démonstration 
nouvelle  de  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre  que  nous 
avons  établie  au  n"  332.  Nous  croyons  utile  de  pré- 
senter ici  cette  importante  application. 

Considérons  l'équation 

xt'—  I 


désignons  par  r  l'une  de  ses  racines,  par  a  une  racine 
primitive  pour  le  nombre  premier  p  et  posons 

P  =  r  —  r«  -f-  r«'  —  r'''  +  ...-+-  r«^"'  —  r^^"'. 

Soit  q  un  nombre  premier  impair  différent  de  p.  Si 
l'on  élève  le  polynôme  P  à  la  puissance  q,  le  résultat 
contiendra  les  puissances  <yi«°^«*  des  différents  termes  de 
P,  avec  d'autres  termes  dont  les  coefficients  sont  tous 

divisibles  par^y.  Si  l'on  désigne  par  q  \  A/"  l'ensemble 

de  ces  derniers  termes  et  que  l'on  pose 

Q  ■::zz  r'I r'7"  -r-  /"'^""^ .  .  .  -t-  r'l"^^'~^ y.qaV-'^^ 

on  aura 

11  convient  maintenantde  distinguer  le  cas  de  (  -  j  =  -i-  i 
et  celui  de  (-)  = — i. 

-{-  I .  Gela  veu  t  dire  que  </  est  racine  de 


"  «-  © 
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la  congruence 

X  ■^    — i^o     (mod./>), 
dont  les  racines  sont 

a^-,   a\   a\    .  .  .,    «'^-*; 
on  a  donc  nécessairement 

q^a^"      (mod. /?), 

fi  étant  un  entier  au  plus  égal  à'^^ •  Par  suite,  la  va- 
leur de  Q  est 

et,  en  rabaissant  les  exposants  de  a  au-dessous  de^  —  i , 
on  a  évidemment 

9^  Soit  (  -  I  ^--  —  I.  Dans  ce  cas,  (/  est  racine  de  la 

congruence 

p-i 
.T.   '^    -f-i^o     (mod./?), 

laquelle  a  pour  racines 

a,  <?*,  <?■%   . . .,  «^~^, 
On  a  donc 

n  étant  un  entier.  Il  vient  alors 


Q  _-_^  /.«î"+» ^'•^°-"+^_{_  ^^<-"+'' .  .  .  +  ^a*"+f-3 ^a^>'+V- 


et,  en  rabaissant  les  exposants  de  a  au-dessous  de  />>  —  i , 
on  a 
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Donc  on  a,  dans  tous  les  cas, 

et,  par  suite, 
ou 


\J'J      '      P 
Cela  posé,  si  l'on  fait 


:-  /■ 


Jj  ^:z  r     -r-  r-  -r-  /•"  -î- 

j2  =  r^'-^r  /'"'-v-  ''"'-r  ...  4-  r''^"" 


on  aura  (n®  548) 


-''^^-^^2^'^''     "     '' 


V(-.;" 


/,-  1 


1  2 

d'où 


T^V;-.)-^.; 


■,r:.zhV(-.j     ^    >. 


Substituant  cette  valeur  de  P  dans  le  premier  membre 
de  la  formule  (i),  celui-ci  se  réduit  à 


7-'  /'"'   V-'  /  (j 


quantité  qui  est  un  nombre   entier.   Quant  au  second 
membre  q  — - —  ?  il  se  réduira  donc  aussi  à  un  noml)re 
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entier  E,  et  l'on  aura 

Il  s'ensuit  que  le  carré  de  \  A/^"  est  une  fonction  symé- 

1  •  1      n  f  .         xP  I 

trique  et  entière  des  racines  de  1  équation =:o; 

par  suite,  ce  carré  a  pour  valeur  un  nombre  entier,  ce 
qui  exige  que  E  soit  un  multiple  M^  de  ^.  Ainsi  Ton  a 


'       P 
M  étant  un  nombre  entier.  Par  conséquent, 

7-1  p-i  '/-i 


M^: 


remarquant  que 


p   ^    z=r  (  -  I  -1-  un  multiple  de  ^, 

et  supprimant  de  part  et  d'autre  les  multiples  de  r/,  il 
vient 


©'-''^■=(1)^ 


cette  formule  (  2  )  exprime  précisément  le  théorème  de 
Legendre. 


s.—  Al^.sup.,  H.  38 
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CHAPITRE  IV. 

SUR  UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  DU  NEUVIÈME  DEGRÉ 
RÉSOLUBLES  ALGÉBRIQUEMENT. 


Du  déterminant  d'une  Jonction  entière  et  homogène 
de  trois  ayariahlcs. 

556.  Otto  Hesse  a  publié  dans  le  Journal  de  Crelle 
(t.  XXVIII,  p.  68,  et  t.  XXXIV,  p.  191)  deux  Mé- 
moires remarquables  sur  la  détermination  des  points 
d'inflexion  des  courbes  du  troisième  degré.  Dans  son 
second  Mémoire,  l'éminent  géomètre  a  démontré  que  : 

Les  points  d'inflexion  d'une  courbe  algébrique  du 
degré  n  sont  situés  sur  une  seconde  courbe  du  degré 
3  (w  —  2  ),  et,  par  suite,  que  : 

Une  courbe  algébrique  du  degré  n  a  généralement 
3«(/z —  2)  points  d'inflexion,  réels  ou  imaginaires. 

Dans  les  cas  particuliers,  quelques-uns  de  ces  points 
d'inflexion  peuvent  être  situés  à  l'infini  ou  être  rem- 
placés par  des  points  multiples. 

Lorsque  tz  =  3.  on  a  ce  théorème  : 

Les  points  ^inflexion  d'une  courbe  du  troisième 
degré  sont  situés  sur  une  seconde  courbe  du  troisième 
degré. 

Il  en  résulte  que  la  recherche  des  points  d'inflexion 
d'une  courbe  du  troisième  degré  dépend  généralement 
de  la  résolution  d'une  équation  du  neuvième  degré  à  une 
inconnue.  Or  il  est  très-remarquable  que  cette  équation 
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du  neuvième  degré  soit  toujours  résoluble  algébrique- 
ment, et  qu'il  suffise,  pour  effectuer  cette  résolution,  de 
résoudre  une  seule  équation  du  quatrième  degré  et  trois 
équations  du  troisième  degré.  Cette  proposition  se  dé- 
duit facilement,  comme  nous  le  ferons  voir  plus  loin, 
du  théorème  de  Hesse  énoncé  plus  haut,  et  d'un  autre 
théorème  démontré  pour  la  première  fois  par  Maclaurin 
dans  son  Essai  sur  les  lignes  du  troisième  degré,  théo- 
rème qui  consiste  en  ce  que  : 

La  droite  qui  joint  deux  points  d'inflexion  d^une 
courbe  du  troisième  degré  rencontre  la  courbe  en  un 
troisième  point  d'inflexion. 

La  démonstration  que  Hesse  a  donnée  dans  son  se- 
cond Mémoire,  pour  établir  la  résolubilité  de  l'équa- 
tion du  neuvième  degré  dont  il  s'agit,  suppose  égale- 
ment le  théorème  de  Maclaurin.  Hesse  fait  voir  qu'il 
existe  certaines  relations  entre  les  racines,  et  il  démontre 
généralement  que  toute  équation  du  neuvième  degré 
dont  les  racines  ont  cette  même  propriété  est  résoluble 
par  radicaux.  Cette  analyse  de  Hesse  est  remarquable; 
on  en  trouvera  le  développement  à  la  fin  de  ce  Chapitre. 

557.  Soit  U  une  fonction  quelconque  entière  et  homo- 
gène du  7z'*^""®  degré  de  deux  variables  x  etj;  U  =  o  sera 
une  équation  quelconque  du  degré  n  si  l'on  prend  pour 

inconnue  -*  et  cette  équation  aura  trois  racines  égales 

si  l'on  peut  satisfaire  en  même  temps  aux  trois  équa- 
tions 

dJJ  d'-lJ 

U  =  G,        —  =0,        =rO. 

d.Jc  dx^ 

Ces  équations  de  condition  sont  respectivement  des  de- 
grés w,  n  —  I ,  n  —  2  ;  mais  on  peut  à  leur  place  prendre 
trois  équations  du  même  degré  n —  2.  Elles  peuvent  ef- 

38. 
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fectivement  s'écrire  ainsi  (  ^  )  : 


n[n  —  ij  \       dx^  dxdj 

d^\}\ 
dxdy  I 


d^\} 


2 
dxdy       "^      df 


r  -^TT)  ==0' 


^U_       I       /    d''\}  d^\}\ 

d.T         n  —  I  \     dx'^ 


<f2U 

A  cause  de  la  troisième  équation,  la  deuxième  se  réduit  à 

=  o,  et  la  première  devient  ensuite  — — ;  =  o.  Donc 

dxdy  ^  d.y^ 

les  équations  de  condition  relatives  à  l'égalité  de  trois 

racines  de  l'équation  U  =  o  sont  les  suivantes  du  degré 

a  —  2  chacune  ; 

dx'^  '      dxdy  '       dy^ 

On  ferait  voir  de  même  que  généralement  les  équations 
de  condition  relatives  à  l'égalité  de  m  racine  s  de  l'équa- 
tion U  =  o  sont  les  suivantes,  du  degré  n  —  m-\-  \  : 

=  0,    -^— „■        =::0,    ...,    -.——-—=0,       ,    „,     ,    —  O. 


dx"'-^  '  dx'^'-'^dy  '   ■"'   dxdy""-^  '    dy' 


(')  Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  connu  dit  des  fonctions 
homogènes.  Soit /(x,jr,  .. .)  une  fonction  homogène  du  degré  p.  de  plu- 
sieurs variables;  en  multipliant  o:,  jk,  .. .  par  i-f-a,  il  vient,  d'après  la 
définition  des  fonctions  homogènes, 

/(ar  +  a.x,y-^o.j, .  .  .)  =  (i  -+-  a)'*/(^,jr, .  •  •)• 
Développant  les  deux  membres  par  rapport  à  a  et  égalant  ensuite  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  a,  il  vient 

df  df  ..  . 


X 


^'z?^^^^ê!t^^'T'^-=^^^-'^^^^'^'-^' 
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558.    Soit   maintenant   u   une   fonction  quelconque 
entière  et  homogène,  du  tz'*''"''  degré,  de  trois  variables 

X,  j,  z.  Si  l'on  représente  par-  et- les  coordonnées 

rectangulaires  ou  obliques  d'un  point  variable,  l'équa- 
tion 


représentera  une  courbe  quelconque  du  n'*"'"^  degré  (^). 
Une  droite  quelconque,  dont  l'équation  est 

(2)  z  =  ax  +  hy^ 

rencontre,  comme  on  sait,  la  courbe  en  n  points  ;  si  l'on 
porte  la  valeur  de  z  tirée  de  l'équation  (2)  dans  la  fonc- 
tion M,  celle-ci  devient  une  fonction  homogène  U  des 
deux  variables  x  et  j^   et  les  n  racines  de  l'équation 

u  =  o,  où  l'on  considère  -  comme  l'inconnue,  sont  les 

J 

rapports  des  coordonnées  des  points  où  la  droite  ren- 
contre la  courbe.  Mais  l'équation  de  la  ligne  droite 
contient  deux  constantes  a  et  b  qui  s'introduisent  dans 
l'équation  U  =  o  ;  on  peut  établir  entre  ces  constantes 
une  relation  telle,  que  deux  racines  de  l'équationU^o 
deviennent  égales  :  dans  ce  cas,  la  droite  devient  une 
tangente  de  la  courbe.  Et,  si  l'on  donne  aux  constantes 
a  et  b  des  valeurs  telles,  que  trois  racines  de  l'équation 
U  =  o  deviennent  égales,  la  droite  sera  tangente  en  un 
point  d'inflexion  ;  ce  point  sera  déterminé,  commme  on 


(*)  Hesse  a  eu  le  premier  l'ingénieuse  idée  de  représenter  par  -1  - 

les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  dans  un  plan,  et  par  ->  '-■>  -  les 

u     u    u 

coordonnées  dans  l'espace;  alors  toutes  les  équations  que  l'on  a  à  consi- 
dérer sont  homogènes. 
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l'a  vu  plus  haut,  parles  trois  équations 

d^V  d^V  dm 

dx-  dxdj  dj^ 

Mais,  comme  U  est  la  valeur  que  prend  M  pour  2rz=  a  j:-}-^^^, 
si  l'on  fait,  pour  abréger, 


d^u 

;/^  =  "-' 

d^u 

d^u 
d^n 

d'-n 

dz^ 

d'-u 

dxdz- ""'''' 

dxdj 

les  trois  équations  précédentes  pourront  s'écrire  comme 
il  suit: 

/  Wi,i  H-  2  ««3,1  -h  a'u.^,^  -s.  G, 

(3)  <    «1^2+^^2,3"*"    ^"3.1     "+"=^^"3,3  =  0, 

(  «2,2  +    2è«2,3-+-  ^''^"3,3  —  O- 

Si  l'on  élimine  a  et  b  entre  ces  équations,  on  obtiendra 
l'équation  d'une  courbe  qui  rencontre  la  proposée  aux 
points  d'inflexion.  Pour  effectuer  cette  élimination,  ré- 
solvons la  deuxième  des  équations  (3)  par  rapport  à  «,  ce 

qui  donne 

M,  o  -f-  bu.,  -, 

«2,3  +  ^«3,3 

et  portons  cette  valeur  dans  la  première  équation,  nous 
obtenons 

1,1  («2,3  4-  ^«3,3  )^  —  2  «3,1  («1,2  +  ^«3,1  )  («2,3  +  ^«3,3  )  +  «3,3  («1.2  +  ^«3,1  )^  =Oi 

OU,  en  ordonnant  par  rapport  à  b, 

«1,1«2.3— 2M2,3«3,l«1.2-i-«3,3«i.2  +  («1,1  «3,3 —  «',,)  (^  ^«2.3  +  ^^  «3,3  )=  «• 

Si  enfin  on  multiplie  la  dernière  des  trois  équations 
que  nous  considérons  par 

«1.1«3,3  —  «L,» 
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et  qu'on  en  retranche  ensuite  l'équation  que  nous  ve- 
nons de  former,  on  obtiendra  l'équation  finale  qui  résulte 
de  l'élimination  de  a  et  b\  nous  la  représenterons  par 

(4)  Am  =  0, 

en  posant,  pour  abréger, 

5)     Aa  =:  Mj^i  ^2,2  «3,3  -^  2^2,3  «3,1  «1,2  "l.l  "2,3  ^2,2  "a.»  "3,3 

L'équation  (4)  est  celle  de  la  courbe  cherchée,  la- 
quelle rencontre  la  proposée  m  =  o  aux  points  d'inflexion. 
Cette  équation  est,  comme  on  voit,  du  degré  3  (tz  —  2), 
d'où  il  suit  qu'une  courbe  du  rû^^^  degré  a  généralement 
Zn(ii — 2)  points  d'inflexion.  En  particulier,  une  courbe 
du  troisième  degré  a  neuf  points  d'inflexion. 

La  fonction  Aw  est  égale  au  déterminant 


et  Hesse  lui  a  donné  le  nom  de  déterminant  de  la  fonc- 
tion u, 

559.  Lorsque  les  coefficients  de  la  fonction  u  sont  in- 
déterminés, la  courbe  représentée  par  l'équation  u^=  o 
n'a  pas  de  points  multiples.  Pour  de  tels  points  on  a 
simultanément 

du  du 

---   ==  G,         -  -    =0,        M  ~  G, 

d.T  dy 

et,  au  moyen  des  deux  premières  équations,  la  troisième 

se  réduit  à 

du 

parle  théorème  des  fonctions  homogènes.    La  relation 
entre  les  coefficients  de  m,   exigée   par  l'existence   de 
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points  multiples,  résultera  donc  de  l'élimination  de  x 

elj  entre 

du  du  du 

dx  ^      dy  '       dz 

Ces  équations  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

^"1,1  +  J"i.2  -+-  2:«i,3  =  O, 

.r«2,l    -+jr"2,2  •+•  ZMg.s  =  O, 
•^«3,1   -<- J«3,2  +  Z«3,3  —  O, 

et  l'on  en  déduit  évidemment 

Am  =  o. 

Au  reste,  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  pour 
trouver  les  points  d'inflexion  montre  que  les  points  mul- 
tiples, quand  il  en  existe ,  satisfont  à  la  précédente 
équation;  car,  si  la  droite  z-=ax-\-  h  y  devient  tangente 
à  la  courbe  en  un  point  multiple,  l'équation  qui  résulte 
de  l'élimination  de  z  entre 

«  1=:  o     et     z=:  a.x  -\-  bj 

aura  évidemment  trois  racines  égales. 

Il  est  facile  de  voir  qu'une  courbe  du  troisième  degré 
ne  peut  avoir  un  point  triple  ou  trois  points  doubles  à 
moins  qu'elle  ne  se  réduise  à  un  système  de  trois  droites  ; 
elle  ne  peut  non  plus  avoir  deux  points  doubles  à  moins 
qu'elle  ne  se  réduise  au  système  formé  d'une  conique  et 
d'une  droite. 

560.  Le  calcul  que  nous  avons  fait  au  n»  558  ne  dif- 
fère pas  de  celui  qu'il  faudrait  exécuter  si  l'on  voulait 
obtenir  la  condition  pour  que  la  droite  (2)  fît  partie  du 
lieu  représenté  par  l'équation  (i).  En  effet,  la  solution 
de  ce  nouveau  problème  s'obtiendra  en  exprimant  que 
le  résultat  U  de  la  substitution  de  ax-^bj  à  z,  dans  m, 
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est  identiquement  nul.  On  aura  donc 

d^\J  __  d'-J]  _         ^^U  _ 

dx'^  '       dxdj  '        dj'^ 

et   il  est  évident  que  ces  conditions    sont  suffisantes, 
puisque  l'on  a 

Ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  équations  (  3  )  ont 
lieu  identiquement  en  vertu  de  l'équation  (2),  et  par 
conséquent  il  en  est  de  même  de  l'équation  (4).  Donc 
toute  droite  qui  fait  partie  du  lieu  de  l'équation  u  ^^-  o 
appartient  aussi  au  lieu  de  l'équation  ùkU  =  o. 
Dans  le  cas  de  /z  =  3,  on  a  ce  théorème  : 
Si  V écjuatioji  u=^  o  représente  trois  lignes  droites, 
ces  mêmes  droites  constituent  le  lieu  de  l' équation 
Au  =  o,  et  l'on  a  en  conséquence  Au  =  ku,  k  étant  une 
constante. 

Il  peut  arriver  que  le  déterminant  Au  soit  identique- 
ment nul;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffît  que 
le  lieu  de  l'équation  u  =  o  soit  un  faisceau  de  n  lignes 
droites.  Bien  que  nous  n'eussions  pas  à  faire  usage  de 
ce  théorème  dû  à  Hesse,  nous  ne  pouvions  nous  dis- 
penser de  le  mentionner  ici. 

Sur  les  points  d'inflexion  des  courbes  du  troisième 
degré. 

561.  Nous  commencerons  par  établir,  à  l'égard  des 
courbes  du  troisième  degré,  quelques  propositions  gé- 
nérales sur  lesquelles  nous  aurons  à  nous  appuyer. 

Rappelons  d'abord  que  le  système  formé  d'une  conique 
et  d'une  droite,  ou  le  système  de  trois  droites,  constitue 
une  variété  des  lignes  du  troisième  degré. 
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Lemme  I.  —  Deux  courbes  du  troisième  degré  se 
coupent  généralement  en  neuf  points. 

Cette  proposition  se  déduit  immédiatement  du  théo- 
rème de  Bézout  sur  le  degré  de  l'équation  finale  qui  ré- 
sulte de  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équa- 
tions. 

562.  Lemme  II.  —  Neuf  points  suffisent,  en  général, 
pour  déterminer  une  courbe  du  troisième  degré. 

Il  j  a  effectivement  dix  termes  dans  l'équation  géné- 
rale des  courbes  du  troisième  degré.  Le  coefficient  de 
l'un  de  ces  termes  peut  être  choisi  arbitrairement,  et  il 
reste  alors  neuf  coefficients  indéterminés  dont  on  peut 
disposer  de  manière  à  assujettir  la  courbe  à  passer  par 
neuf  points  donnés.  On  obtient  ainsi  neuf  équations  du 
premier  degré  entre  les  coefficients  inconnus;  en  gé- 
néral, ces  équations  admettent  une  solution  unique,  et, 
par  suite,  on  ne  peut  généralement  faire  passer  qu'une 
seule  courbe  du  troisième  degré  par  neuf  points 
donnés  (^). 

Corollaire.  —  ^Si  m  =  o,  p»  =  o  sont  les  équations  en 
coordonnées  rectilignes  de  deux  courbes  du  troisième 
degré f  l' équation  générale  des  courbes  du  troisième 
degré  qui  passent  par  les  points  communs  aux  courbes 
données  sera 

P  -I-  )itt  =:  o, 

X  désignant  une  constante  indéterminée. 

D'abord  il  est  évident  que  l'équation  s^  -\-'ku  =  o  re- 


(')  Dans  ses  belles  recherches  sur  les  courbes  du  troisième  et  du  qua- 
trième degré  {voir  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XXVI, 
p.  9^|3,  et  t.  XXVII,  p.  272,  /|37  et  472),  M.  Chasles  a  fait  connaître  deux 
méthodes  remarquables  pour  construire  la  courbe  du  troisième  degré  qui 
passe  par  neuf  points  donnés. 
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présente  une  courbe  qui  passe  par  les  points  d'intersec- 
tion des  courbes  données.  En  second  lieu,  soit  G  l'une 
quelconque  des  courbes  du  troisième  degré  qui  passent 
par  ces  neuf  points  ;  prenons  sur  cette  courbe  un  point 
quelconque  M  qui  n'appartienne  pas  aux  courbes  don- 
nées et  désignons  par  ^'^,  m,  ce  que  deviennent  p-  et  u, 
pour  le  point  M.  Si  l'on  détermine  A  par  la  condition 
^^^ -f-X^t^  =r  o,  la  courbe  représentée  par  l'équation 
P»  -t-X^  =  o  passera  par  le  point  M;  cette  courbe  ayant 
ainsi  dix  points  communs  avec  la  courbe  G,  elle  coïncide 
avec  elle. 

La  démonstration  précédente  ne  s'applique  pas  au  cas 
où  les  lieux  des  équations  «  =  o,  \^  :=  o  auraient  une 
droite  commune  ou  une  conique  commune.  Mais,  dans 
ce  cas,  on  a 

V  -sr.  tv\       W  rrr  tu'  ; 

^'^  =  o,  u'  =  o  représentent  des  droites  ou  des  coniques, 
et  \^'  -f-  lu'  ~~  o  représente  toute  droite  et  toute  conique 
qui  passe  par  leurs  points  d'intersection.  Il  s'ensuit  que 
^  -h  Xï^  --=r:  o  représente  encore  toutes  les  courbes  du  troi- 
sième degré  qui  passent  par  les  points  communs  aux 
proposées. 

563.  Lemme  III.  —  Soient  A,,  A2,  A3,  A,,  A--,,  Ar, 
A7,  Ag,  A9  les  neuf  points  d'intersection  de  deux 
courbes  du  troisième  degré  données;  on  peut  faire 
passer  par  sept  quelconques  de  ces  points  une  infinité 
de  lignes  du  troisième  ordre  qui  ne  passent  par  aucun 
des  deux  autres  points . 

Considérons  les  sept  points 

jrL|,     -^2?     ■^'i>     **4i     -^5?     '^6^     -An» 

Si  trois  d'entre  eux,  Ao  A2,  A3,  par  exemple,  sont  en 
ligne  droite,  il  existera  trois  systèmes  formés  de  deux 
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droites  tels,  que  chaque  système  renferme  les  quatre 
points  A/,,  A;;,  Ag,  A7.  L'une  de  ces  six  droites  peut 
passer  par  Ag  ou  par  Ag,  mais  elle  ne  saurait  contenir 
en  même  temps  ces  deux  points,  car  une  courbe  du 
troisième  degré  ne  peut  avoir  plus  de  trois  points  en  ligne 
droite;  donc,  parmi  nos  trois  systèmes  de  droites,  il  y  en 
a  au  moins  un  qui  ne  renferme  aucun  des  points  Ag,  A9. 
Ce  système  constituera,  avec  la  droite  AjAo A3,  une 
ligne  du  troisième  ordre  qui  remplira  la  condition 
énoncée. 

Si,  parmi  les  six  points  considérés,  il  y  en  a  six  qui 
soient  sur  une  conique,  cette  conique  n'aura  aucun  autre 
point  commun  avec  l'une  ou  l'autre  des  courbes  données, 
et  par  suite  elle  ne  passera  ni  par  As  ni  par  Ag.  Si  donc 
on  joint  à  cette  conique  une  droite  arbitraire  menée  par 
le  septième  des  points  considérés  et  qui  ne  passe  ni  par 
Ag  ni  par  Ag,  on  aura  une  ligne  du  troisième  ordre  qui 
remplira  encore  la  condition  énoncée- 

Supposons  maintenant  que  parmi  les  sept  points  con- 
sidérés il  n'y  en  ait  pas  six  sur  une  conique  ni  trois  en 
ligne  droite.  Joignons  le  point  A7  aux  six  autres;  parmi 
les  six  droites  obtenues, 

Al  A-,   A2A,,   A3A7,  A4  A.,  A,  A,,  AgA^, 

il  ne  saurait  y  en  avoir  plus  d'une  passant  par  Ag,  ni  plus 
d'une  passant  par  Ag  ;  on  peut  donc  supposer  que 

A3A7,   A4  A-,   AgA:,   Ag  A7 

ne  passent  ni  par  Ag  nipar  Ag.  Pareillement,  si  l'on  joint 
le  plan  Ag  aux  points  A3,  A4,  A5,  on  obtiendra  les  trois 
droites 

•A-3  Ag,   A4A0,  A5  Ag, 

parmi  lesquelles  il  s'en  trouvera  une  au  moins  qui  ne 
passera  ni  par  Ag  ni  par  Ag.  D'où  il  suit  que,  parmi  les 
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sept  points  considérés,  on  peut  toujours  en  trouver  trois 

A5,  Ag,  A7, 

par  exemple,  tels  que  les  droites  qui  joignent  ces  points 

deux  à  deux  ne  passent  par  aucun  des  points  Ag,  Ag. 

Gela  posé,  considérons  les  lignes  du  troisième  ordre 

formées  respectivement  des   coniques   qui  passent  par 

Al,  A2,  A3,  A4,  Ag;  Al,  Ao,  A3,  A4,  Ag;  A^,  Ag,  A3,  A4,  A7 
et  des  droites 

Aq  A7,    A5  A7,    A5  Ag. 

L'une  des  coniques  peut  contenir  l'un  des  points  Ag,  Ag, 
mais  non  pas  ces  deux  points  à  la  fois,  car  une  conique 
ne  peut  rencontrer  une  ligne  du  troisième  ordre  en  plus 
de  six  points.  D'ailleurs  deux  de  nos  coniques  ne  peu- 
vent avoir  que  les  seuls  points  communs  A, ,  A2,  A3,  A,  ; 
donc  l'une  d'elles  au  moins,  A<  AoAgAvA,;,  par  exem- 
ple, ne  contient  ni  Ag  ni  Ag.  Enjoignant  à  cette  co- 
nique la  droite  Ag  A7,  on  formera  une  ligne  du  troisième 
ordre  remplissant  la  condition  énoncée. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  nous  savons  trouver  une  ligne 
du  troisième  ordre  qui  passe  par  les  sept  points  consi- 
dérés et  qui  ne  contient  aucun  des  deux  autres  points . 

Soit 

(V  =3  o 

l'équation  de  cette  ligne  relativement  à  deux  axes  coor- 
donnés. Soient  aussi 

M  j=  o,      V  =  o 

les  équations  des  courbes  données,  a  ei  b  deux  con- 
stantes arbitraires  ;  il  est  évident  que  l'équation 

au  -\~  bv  -\-  a>  zzz  o 

représentera  une  infinité  de  courbes  du  troisième  degré, 
qui  toutes  rempliront  la  condition  énoncée. 
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564.  Théorème  I.  —  Toute  coui^be  du  troisième  degré ^ 
qui  passe  par  huit  des  neuf  points  d' intersection  de 
deux  courbes  du  troisième  degré  données,  passe  égale- 
ment par  le  neuvième  point  d^ intersection  de  ces  deux 
courbes. 

Soient  r  et  Fi  les  deux  courbes  du  troisième  degré  don- 
nées. Supposons  qu'on  se  propose  de  faire  passer  une 
courbe  du  troisième  degré  par  les  neuf  points  d'inter-, 
section  des  courbes  F  et  Fi  ;  les  neuf  équations  linéaires 
que  doivent  vérifier  les  coefficients  de  l'éauation  de  la 
courbe  inconnue  admettront  les  deux  solutions  relatives 
aux  courbes  F  et  F^  qui  satisfont  au  problème.  Il  s'en- 
suit que  le  système  de  ces  neuf  équations  est  indéter- 
miné ;  d'ailleurs  huit  quelconques  d'entre  elles  sont  dis- 
tinctes, d'après  le  lemme  III,  et  en  conséquence  elles 
entraînent  nécessairement  la  neuvième.  On  peut  con- 
clure de  là  que,  si  l'on  assujettit  une  courbe  du  troisième 
degré  Fo  à  passer  par  huit  des  points  communs  aux 
courbes  F  et  Fi,  et  que,  pour  achever  de  la  déterminer, 
on  se  donne  une  nouvelle  condition  arbitraire,  la  courbe 
F2  passera  nécessairement  par  le  neuvième  point  d'in- 
tersection des  courbes  F  et  V ^. 

Corollaire  I.  —  Si  trois  des  neuf  points  d'intersec- 
tion des  deux  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne 
droite,  les  six  autres  points  d'intersection  sont  situés 
sur  une  conique. 

En  effet,  la  droite  qui  passe  par  les  trois  premiers 
points  d'intersection  des  courbes  données  F  et  T^,  et  la 
conique  qui  passe  par  cinq  des  six  autres,  forment  une 
ligne  du  troisième  degré  qui  passe  parle  neuvième  point 
d'intersection  des  courbes  F  et  F<  ;  donc  la  conique  passe 
par  ce  neuvième  point,  car  une  courbe  du  troisième 
degré  ne  peut  avoir  quatre  points  en  ligne  droite. 
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Corollaire  II.  —  Si  six  des  neuf  points  dHntejsec- 
tion  de  deux  courbes  du  troisième  degré  sont  situés  sur 
une  conique,  les  trois  autres  points  dHntersection  sont 
en  ligne  droite. 

En  effet,  la  conique  qui  passe  par  les  six  premiers 
points  d'intersection  et  la  droite  qui  passe  par  deux  des 
trois  autres  forment  une  ligne  du  troisième  degré  qui 
passe  par  le  neuvième  point  d'intersection  ;  donc  la 
droite  passe  par  ce  neuvième  point,  car  une  conique  ne 
peut  avoir  plus  de  six  points  communs  avec  une  courbe 
du  troisième  degré. 

Corollaire  III.  —  Si  trois  des  neuf  points  dHnter- 
section  de  deux  courbes  du  troisième  degré  sont  en  ligne 
droite,  et  que  trois  des  six  autres  soient  aussi  en  ligne 
droite,  les  trois  derniers  seront  pareillement  en  ligne 
droite. 

Ce  corollaire  est  évidemment  un  cas  particulier  du 
précédent. 

565.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  con- 
duisent à  un  grand  nombre  de  conséquences  intéres- 
santes ;  mais,  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre 
sujet,  nous  nous  bornerons  à  montrer  comment  on  en 
déduit  immédiatement  le  théorème  connu  de  Pascal,  re- 
latif à  l'hexagone  inscrit  dans  une  conique.  On  sait  que 
ce  théorème  consiste  en  ce  que  : 

Si  un  hexagone  est  inscrit  dans  une  conique,  les  points 
de  rencontre  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  A,  B,  C,  D,E,  F  les  sommets  de  l'hexa- 
gone ;  soient  M,  N,  P  les  points  d'intersection  des  côtés  AB 
et  DE,  BCetEF,  CD  et  FA.  Les  lignes  du  troisième  ordre 
formées,    l'une  des  droites  AB,   CD,   EF,  l'autre  des 


6o8 
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droites  BC,  DE,  FA,  se  coupent  aux  neuf  points  A,  B, 
C,  D,  E,  F,  M,  N,  P.  Or  les  six  premiers  points  sont  une 


r-^p 


conique  ;  donc  les  trois  autres  sont  en  ligne  droite,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

566.  Théorème  II.  —  La  droite  qui  joint  deux  points 
d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  degré  rencontre 
la  courbe  en  un  troisième  point  d'inflexion. 

Soient  A  et  A'  deux  points  d'inflexion  d'une  courbe  du 
troisième  degré  F,  et  supposons  que  la  droite  AA'  ren- 
contre la  courbe  F  au  troisième  point  A'^;  je  dis  que  A'' 


est  un  point  d'inflexion.  En  eff'et,  menons  par  le  point  A 
une  sécante  quelconque  qui  rencontre  de  nouveau  la 
courbe  aux  points  B  et  G  ;  par  le  point  A'  une  seconde 
sécante  quelconque  qui  rencontre  de  nouveau  la  courbe 
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aux  points  B'  et  G';  joignons  BB'  et  CC,  qui  rencontrent 
de  nouveau  la  courbe  aux  points  B^^  et  G^^  respectivement  ; 
joignons  enfin  MB".  La  ligne  du  troisième  degré  formée 
des  trois  droites  ABG,  A'B'G'  et  A'^B'^  passe  par  huit  des 
points  d'intersection  de  la  courbe  F  et  de  la  ligne  du  troi- 
sième degré  formée  de  droites  AA'A^^  BB'B'^  GG'G^': 
elle  passera  donc  par  le  neuvième  point  d'intersection  G'^; 
et,  comme  une  courbe  de  troisième  degré  ne  peut  avoir 
quatre  points  en  ligne  droite,  il  faut  nécessairement 
que  les  trois  points  A'^,  B'^,  G'^  soient  en  ligne  droite. 
Imaginons  maintenant  que  les  sécantes  BG  et  B'G'  tour- 
nent respectivement  autour  des  points  A  et  A',  de  manière 
à  devenir  tangentes  à  la  courbe  ;  comme  A  et  A'  sont 
deux  points  d'inflexion,  les  points  B  et  G  se  confondront 
avec  A  à  la  limite  :  pareillement,  B'  et  C  se  confondront 
avec  A';  donc  les  droites  BB'B^'  et  GG'G^^  coïncideront 
avec  AA'A'^,  et,  par  suite,  les  trois  points  d'intersection 
de  la  courbe  avec  la  sécante  A'^B^^G^^  se  confondront  en 
un  seul  A'^,  qui  est  ainsi  un  point  d'inflexion. 

Bemàuque.  —  Bien  que  la  forme  de  ce  raisonnement 
soit  géométrique,  il  est  évident  qu'il  s'applique  au  cas 
des  points  imaginaires  comme  à  celui  des  points  réels. 

567.  Théouèmet  III.  —  Le  nombre  des  di^oites  qui 
passent  chacune  par  trois  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  donnée  est  égal  à  douze. 
Ces  douze  droites  forment  quatre  systèmes  composés 
chacun  de  trois  droites,  et  les  neuf  points  d'inflexion 
de  la  courbe  sont  trois  à  trois  sur  les  trois  droites  de 
chaque  système. 

Si  l'on  joint  par  des  droites  l'un  des  points  d'inflexion 
de  la  courbe  à  chacun  des  huit  autres,  il  est  évident  que 
ces  huit  droites  se  réduiront  à  quatre  distinctes,  puisque 
la  droite  qui  passe  par  deux  points   d'inflexion  passe 

s.  —  ^Ig'  sup.,  II.  39 
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aussi  par  un  troisième,  el  que,  d'ailleurs,  quatre  points 
d'inflexion  ne  sauraient  être  en  ligne  droite.  Donc,  parmi 
les  droites  qui  joignent  les  neuf  points  d'inflexion  trois 
à  trois,  il  y  en  a  toujours  quatre  qui  passent  par  l'un 
quelconque  de  ces  points.  En  comptant  quatre  droites 
pour  chaque  point  d'inflexion,  on  aura  4X9  ou  trente- 
six  droites  ;  mais  alors  il  est  clair  que  chaque  droite  se 
trouve  prise  trois  fois,  et,  par  suite,  ces  trente-six  droites 
se  réduisent  à  douze  distinctes. 

Considérons  l'une  des  quatre  droites  qui  passent  par 
un  même  point  d'inflexion  ;  cette  droite  renferme  trois 
points  d'inflexion,  et  par  chacun  de  ceux-ci  passent  seu- 
lement trois  autres  de  nos  douze  droites;  donc,  parmi 
ces  douze  droites,  il  y  en  a  deux  qui  ne  passent  par  aucun 
des  trois  premiers  points.  L'une  d'elles  contient  ainsi 
trois  nouveaux  points  d'inflexion,  et  les  trois  derniers 
points  seront  alors  sur  l'autre  droite,  puisque  les  neuf 
points  sont  communs  à  deux  courbes  du  troisième  degré 
(n^  564,  corollaire  III).  On  peut  conclure  de  là  que  les 
douze  droites  considérées  forment  quatre  systèmes  de 
trois  droites  passant  par  les  neuf  points  d'inflexion. 

568.  Pour  reconnaître  la  loi  de  la  distribution  des 
neuf  points  d'inflexion  sur  les  douze  droites  dont  il  vient 
d'être  question,  on  peut  employer  avec  avantage  la  con- 
sidération des  imaginaires  que  Galois  a  introduites  dans 
la  théorie  des  nombres.  Nous  désignerons  les  points  dont 
il  s'agit  par  une  même  lettre  affectée  d'un  indice  sus- 
ceptible de  prendre  neuf  valeurs  distinctes,  et  nous 
adopterons,  pour  les  valeurs  de  cet  indice,  les  neuf  ra- 
cines ai  -f-  Z>  de  la  congruence 

/"  —  z  =  o     (mod.  3). 

L'une  de  ces  racines  est  zéro  et  les  huit  autres  sont  con- 
grues aux  puissances  d'une  racine  primitive  de  la  con- 
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gruence 

/S —  jrriiEo     (mod.  3). 

Celle-ci  a  quatre  racines  primitives  :  ce  sont  les  racines 
des  deux  congruences  irréductibles 

i^  —  i  —  I  ==  o,     i-  +  i  —  I EE^  G      { mod.  3) . 

Nous  désignerons  par  i  une  racine  de  la  première,  et 
l'on  aura  en  conséquence 

ii^i^i      (mod.  3), 
d'où 

12  2/ +1,        z'^5^2/ -f-  2,     ] 

zs  2,  ;'ï2=/-f-2,      }  (mod.  3). 

-2/,  Z^EEEEI,  ) 

Gela  posé,  considérons  l'un  des  quatre  systèmes  de 
trois  droites  qui  passent  par  les  neuf  points  d'inflexion, 
et  attribuons  aux  points  situés  sur  ces  droites  les  indices 
des  trois  lignes  respectives  du  tableau  suivant  : 

(    o,       I,  2, 

(l)  •    ^        /-f-I,        /4-2, 

(    2/,    2;  -f-   I,     2?  -h  2. 

Pour  former  les  combinaisons  des  indices  qui  répon- 
dent à  l'une  quelconque  des  neuf  lignes  restantes,  il  faut 
prendre  trois  indices  appartenant  respectivement  aux 
trois  lignes  du  précédent  tableau,  et,  comme  rien  ne  dis- 
tingue entre  eux  les  trois  points  situés  sur  l'une  des 
droites  du  premier  système,  on  peut  supposer  que  les 
lignes  verticales  du  tableau  (i)  répondent  chacune  à  trois 
points  situés  sur  la  même  droite.  On  aura  donc  ce 
deuxième  système 

I    o,    /,  2/, 

(  2  )  <     I  ,    /  -I-  1 ,    2  /  H-  I , 

l    2,    /  -+-  2,     2?  -f-  2. 
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Maintenant,  dans  chacun  des  deux  derniers  systèmes 
qu'il  reste  à  former,  les  indices  qui  répondent  à  une 
même  droite  doivent  appartenir  à  trois  lignes  horizon- 
tales distinctes  de  l'un  et  de  l'autre  des  tableaux  (  i  )  et  (2) . 
Alors  on  aies  deux  combinaisons  suivantes,  qui  sont  les 
seules  possibles,  savoir  : 

(    G,    /  -f-   I,    2./ H-  2, 

(3)  j     I,    /  +  2,    2/, 

l    2,    if  2 /--h   I, 

et 

/   o,   ;  -+-  2,    2/  -f-  I, 

(4)  I    I»   h  2/-f  2, 

(   2,   /H-  I,   2i. 

Si  l'on  remplace  chaque  expression  ai  +  b  par  la  puis- 
sance de  i  qui  lui  est  congrue,  on  trouvera  que  les  in- 
dices relatifs  à  nos  quatre  systèmes  de  droites  seront  re- 
présentés généralement  par 


(5) 


an-i-i    irn-k-'i      im+l 


si  l'on  attribue  successivement  à  m  quatre  valeurs  con- 
sécutives quelconques,  par  exemple,  o,  1,2,  3. 

Quant  aux  indices  relatifs  aux  neuf  faisceaux  de  quatre 
droites  qui  ont  leurs  sommets  aux  divers  points  d'in- 
flexion, ils  seront  représentés  par 


(6)  ■^■^  + 

"    Z,    Z 


z,    z  -^  i,  z  -+-  11, 

z  -h2i, 

-+■  I,  2  ^-  2/  -}-  2, 

-1-2,    Z  -h  2i  4-  I, 


Z,    z 


z  devant  recevoir  successivement  les  neuf  valeurs  de  la 
forme  ai  -[-  b. 
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569.  Théorème  IV.  —  Parmi  les  neuf  points  d'in- 
flexion d'une  courbe  du  troisième  degré  réelle,  il  y  en  a 
toujours  trois  réels  et  six  imaginaires. 

D'abord  les  neuf  points  d'inflexion  ne  peuvent  pas  être 
tous  réels.  En  effet,  admettons  qu'ils  le  soient,  et  consi- 
dérons le  triangle  OMN  formé  par  les  trois  droites  de 


l'un  des  quatre  systèmes  dont  nous  avons  établi  l'exis- 
tence. Supposons,  par  exemple,  que  les  côtés  MN,  NO, 
OM  constituent  le  premier  système  de  quatre  droites  et 
que  ces  côtés  contiennent  respectivement  les  points 


Ao, 

A,, 

Aa, 

A/, 

A/-f-i  j 

A/+2, 

A,„ 

A2.-+.,, 

A2/+2 

En  appliquant  la  propriété  connue  des  transversales  au 
triangle  OMN  coupé  par  les  trois  droites  issues  du  point 
Ao,  savoir  : 

Ao  A,-  A,/,   Ao  A,^.i  A2/+2>  Ao  A/^.2  A2/+1, 

on  trouve 

MAq  NA,-  OA2/  _ 
nIo  ÔÂ]  MA2/~'' 
'      MAo  NA/+1  OA2/+2 


NAo   OAi^,  MA,,^.2         ' 


—  I, 


NAo   OA,-^.,  MA2/-+.1 
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et,  en  multipliant,  on  a 


MA./ .  MA,,^, .  M  A ,,+,        OA/ .  OA,.^, .  OA,. 


OA,/.OA,,.^i.OA,,^,   '^  NA/.NA/+1.NA/ 


Il  est  évident  qu'on  trouvera  la  même  valeur  pour 
-—  )  ^*  l  "nâ"  )  ^^  appliquant  le  même  théorème  aux 
droites  issues  des  points  A^  et  Ao;  on  a  donc 


VînaJ       Vna,  /       \ 


MA, 

NA, 


Les  points  considérés  étant  supposés  réels,  la  précé- 
dente égalité  exige  que  l'on  ait 


MAo  __  MA,  _  MA2 
^Ao"  ""  NÂi'  ~  NA, 


ce  qui  est  évidemment  impossible. 

Cela  posé,  considérons  le  faisceau  obtenu  enjoignant 
un  point  d'inflexion  imaginaire  aux  autres  points;  l'une 
quelconque  des  quatre  droites  de  ce  faisceau  coupe  la 
courbe  du  troisième  degré  en  deux  points  d'inflexion  qui 
ne  peuvent  être  réels  tous  les  deux,  ni  imaginaires  con- 
jugués. L'une  de  ces  droites  contiendra  le  point  conjugué 
du  sommet  du  faisceau  avec  un  point  réel  ;  chacune  des 
autres  contiendra  au  moins  un  nouveau  point  imaginaire, 
et,  comme  le  nombre  des  points  imaginaires  est  pair,  il 
sera  au  moins  égal  à  6.  Enfin,  la  droite  qui  passe  par 
deux  points  imaginaires  conjugués  étant  réelle,  chaque 
couple  de  pareils  points  exige  nécessairement  un  point 
d'inflexion  réel,  d'où  il  résulte  qu'il  y  a  toujours  trois 
points  d'inflexion  réels  et  six  imaginaires. 

Remarque.  —  On  pourrait  faire  à  ce  théorème  l'ob- 
jection que  voici.  On  suppose  que  chacune  des  droites 
qui    passent   par   deux  points  d'inflexion   imaginaires 


5  -  )   désignent  les  coordonnées  rectilignes,  et  qui  a 
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conjugués  coupe  la  courbe  en  un  troisième  point  d'in- 
flexion réel,  et,  comme  il  y  a  trois  droites  de  cette  nature, 
nous  avons  dit  qu'il  était  nécessaire  que  le  nombre  des 
points  réels  fût  3  et  que  le  nombre  des  points  imaginaires 
fût  6.  S'il  en  était  autrement,  au  lieu  de  trois  droites 
réelles,  on  aurait  quatre  droites  réelles  joignant  le  point 
d'inflexion  réel  et  contenant  chacune  deux  points  d'in- 
flexion imaginaires  conjugués  ;  or  il  y  a  une  infinité  de 
courbes  du  troisième  degré  pour  lesquelles  trois  points 
d'inflexion   sont   réels  ;   par   exemple,  la  courbe  dont 

—  5    — 

z     z 
pour  équation 

"  3  .r-  -h  z- 

est  rencontrée  par  l'axe  des  abscisses  en  trois  points 
d'inflexion  réels,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypo- 
thèse. 

570.  Théorème  V.  —  Si,  par  un  point  M  d'une  courbe 
du  troisième  degré  F,  on  mène  trois  droites  qui  ren- 
contrent de  nouveau  la  courbe  aux  points  K  et  B,  G  ef  D, 
E  et  F  respectivement,  les  six  points  A,  B,  G,  D,  E,  F 
seront  sur  une  conique,  toutes  les  fois  que  M  sera  un 
point  d' inflexion  de  la  courbe  F;  et  réciproquement, 
si  les  points  A,  B,  G,  D,  E,  F  sont  sur  une  conique,  le 
point  M  sera  nécessairement  un  point  d'inflexion. 

En  effet,  menons  par  le  point  M  une  sécante  qui  ren- 
contre de  nouveau  la  courbe  F  en  M'  et  M'^,  puis  joi- 
gnons M'G,  M''E  qui  rencontrent  de  nouveau  la  courbe 
en  D'  et  F'  respectivement.  Les  neuf  points 

M,  M',  M' ;     A,  B,   C,  E;     D',   F' 

sont  sur  la  courbe  F  et  sur  la  ligne  du  troisième  degré 
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« 

formée  des  droites 

MAB,  M' CD',  ]\rEF'; 

d'ailleurs  les  points  M,  M',  M'^  sont  en  ligne  droite  :  donc 
les  six  points 

A,  B,  C,  E,  D',  F' 

sont  sur  une  conique. 

Cette  conclusion  subsiste  quelle  que  soit  la  sécante 
MM'M'';  faisons  tourner  celle-ci  autour  du  point  M, 


jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  tangente  à  la  courbe  F.  Les 
points  M'  et  M'^  se  confondront  avec  M,  à  la  limite,  si 
celui-ci  est  un  point  d'inflexion;  alors  M'GD'  et  M"EF' 
viennent  respectivement  coïncider  avec  MGD  et  MEF. 
Donc  les  six  points 

A,  B,   C,  D,  E,  F 

sont  sur  une  conique. 

Mais,  si  M  n'est  pas  un  point  d'inflexion,  quand  la 
droite  MM'M^'  deviendra  tangente  à  la  courbe  F,  l'un 
des  points  M',  M^^  seulement  se  confondra  avec  M,  et 
l'autre  point.  M'  par  exemple,  tendra  vers  une  posi- 
tion limite  M^  ;  pareillement  le  point  F'  coïncidera  avec 
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F  et  le  point  D^  aura  une  certaine  position  limite  D^. 
Les  six  points  A,  B,  E,  F,  G,  D^  sont  sur  une  conique, 


et  celle-ci  ne  peut  contenir  le  point  D  ;   car  autrement 
elle  aurait  sept  points  communs  avec  la  courbe  F. 

Corollaire  I.  —  Si,  par  un  pointM.  d'une  courbe  du 
troisième  degré  F,  on  mène  des  sécantes  à  cette  courbe, 
et  qu'on  prenne  sur  chaque  sécante  la  moyenne  harmo- 
nique entre  »ses  deux  segments,  les  points  de  division 
ainsi  obtenus  seront  en  ligne  droite,  toutes  les  fois  que  M 
sera  un  point  d'inflexion;  et  réciproquement,  si  le  lieu 
des  points  harmoniques  est  une  ligne  droite,  le  point  M 
sera  un  point  d'inflexion  de  la  courbe  F. 

En  effet,  si  M  est  un  point  d'inflexion  et  qu'on  mène 
trois  sécantes  MAB,  MGD,  MEF,  les  points  A,  B,  G,  D, 
E,  F  sont  sur  une  conique,  et  la  polaire  du  point  M,  par 
rapport  à  cette  conique,  coupe  chaque  sécante  en  un 
point  dont  la  distance  à  M  est  la  moyenne  harmonique 
des  deux  segments  de  la  sécante. 

Mais,  si  M  n'est  pas  un  point  d'inflexion  et  qu'on  mène 
en  M  la  tangente  MM^ ,  qui  rencontre  de  nouveau  la 
courbe  en  M<,  et  qu'on  joigne  Mi  G  qui  coupe  de  nou- 
veau la  courbe  en  Di,  les  points  A,  B,  E,  F,  G,  D^  se- 
ront sur  une  conique  qui  coupera  la  droite  MG  en  un 
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point  D  différent  de  Di .  La  polaire  du  point  M  par  rap- 
port à  la  conique  coupe  chaque  sécante  MAB,  MEF, 
MGD'  en  un  point  dont  la  distance  à  M  est  la  moyenne 
harmonique  des  segments  de  la  sécante,  et  il  est  évi- 
dent que  la  même  chose  ne  peut  pas  avoir  lieu  à  l'égard 
des  segments  MG,  MD. 

Corollaire  II.  —  Les  neuf  poijits  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  donnée  sont  aussi  les  points 
d'inflexion  de  toutes  les  courbes  du  troisième  degré 
qui  les  contiennent  tous. 

En  effet,  soit  M  un  point  d'inflexion  d'une  courbe  du 
troisième  degré  F.  Considérons  le  faisceau  de  quatre 
droites  issues  de  M  et  qui  renferment  chacune  deux 
nouveaux  points  d'inflexion.  Si  l'on  prend,  sur  chaque 
rayon,  la  moyenne  harmonique  des  segments,  les  quatre 
points  de  division  seront  en  ligne  droite,  d'après  le  co- 
rollaire I,  et,  en  raison  de  cette  circonstance,  le  point 
M  sera  point  d'inflexion  pour  chacune  des»  courbes  du 
troisième  degré  que  l'on  peut  faire  passer  par  les  neuf 
points  d'inflexion  de  la  courbe  donnée. 

Corollaire  III.  —  Si  u  désigne  une  fonction  entière 
et  homogène  du  troisième  degré  de  trois  'variables ,  que 
la  caractéristique  A  représente  généralement  le  déter- 
minant d^une  telle  fonction,  et  que  X  soit  une  constante 
quelconque  donnée,  on  aura  identiquement 

A  (  >  M  +  A«  )  ==  A  « -4- B  A«, 

A  ef  B  étant  des  constantes. 

En  effet,  l'équation  m  =  o  représente  une  courbe  dont 
les  points  d'inflexion  sont  aussi  sur  la  courbe  qui  a  pour 
équation  Au  =  o.  Pareillement,  si  l'on  veut  avoir  les 
points  d'inflexion  de  la  courbe  qui  a  pour  équation 

).  w  -h  Aa  :=  o, 
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il  faudra  joindre  à  cette  équation 

A  (1m  -h  Am)  =  o; 

or,  d'après  le  corollaire  II,  celle-ci  représente  une  courbe 
qui  passe  par  les  neuf  points  communs  aux  courbes 
u  =  o,  Au  =  o  ;  donc  son  équation  est  de  la  forme 

IJLU  -i-  Au  =  o     ou     Au-^-BAu=:o. 

On  aura  par  suite,  identiquement, 

A  (  X  M  -h  Aw  )  r=:  A  w -f- B  Am, 

en  déterminant  convenablement  les  constantes  A  et  B. 
La  proposition  contenue  dans  le  corollaire  III  est  due 
à  Hesse  -,  le  corollaire  I  et  le  théorème  lui-même  sont 
dus  à  M.  Chasles,  et  c'est  M.  Hart  qui  en  a  tiré  le  pre- 
mier les  conséquences  que  nous  venons  de  présenter  (^). 

571.  Théorème  VI.  —  Les  cooj^données  rectilignes 
de  chacun  des  neuf  points  d'inflexion  d'une  courbe  du 
troisième  degré  sont  exprimables  par  des  fonctions 
algébriques  explicites  des  coefficients  de  l'équation  de 
la  courbe. 

En  effet,  soit 
(i)  u  =  o 

l'équation  d'une  courbe  du  troisième  degré.  Les  neuf 

points  d'inflexion  de  cette  courbe  sont  aussi,  comme  on 

l'a  vu,    sur  la  courbe   du  troisième  degré  qui  a  pour 

équation 

Aw  r=  o, 

en  sorte  que,  si  X  désigne  une  constante  indéterminée, 


(')  Voir,    à    ce    sujet,   une    Note  de    M.    Salmon,  insérée  dans   le 
tome  XXXIX  du  Journal  de  Creîle,  p.  365. 
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l'équation 

(2)  lu  -h  Au  =zo 

représentera  généralement  toutes  les  courbes  du  troi- 
sième degré  qui  passent  par  les  neuf  points  d'inflexion 
de  la  proposée.  Or  nous  avons  vu  qu'on  peut  faire  passer 
par  ces  neuf  points  quatre  lignes  du  troisième  degré 
formées  chacune  de  trois  droites  ;  donc  il  y  a  quatre  va- 
leurs de  X  pour  lesquelles  l'équation  (2)  se  décompose 
en  facteurs  linéaires.  En  outre,  d'après  le  corollaire  III 
du  précédent  théorème,  on  a  identiquement 

A(>M-t-Aw)  =  Au  -h  BAm, 

A  et  B  étant  évidemment  des  fonctions  entières  de  X  du 
troisième  degré.  Or,  si  l'équation  lu  -h  ^u  =  o  repré- 
sente trois  droites,  l'équation  A[lu -h  ^u)  =  o  ou 
AM+BAa  =  o  représentera  aussi  les  mêmes  droites 
(n°560);  donc,  dans  cette  hypothèse,  on  a 

(3)  A  — >B=:o(^). 

Si  l'on  résout  cette  équation  du  quatrième  degré  en 
X,  que  l'on  prenne  pour  X  l'une  quelconque  de  ces  ra- 
cines et  qu'ensuite  on  résolve  l'équation  (  2  )  par  rapport 
à  l'une  des  coordonnées,  on  trouvera  nécessairement 
que  les  trois  valeurs  de  cette  coordonnée  sont  des  fonc- 
tions linéaires  de  la  deuxième  coordonnée.  La  décom- 
position de  l'équation  (2)  en  facteurs  linéaires  étant 
ainsi  effectuée,  on  aura  les  équations  de  trois  droites 
contenant  chacune  trois  des  neuf  points  d'inflexion  de 


(')  Dans  un  beau  Mémoire  publié  au  tome  XXXIX  du  Journal'de 
Crelle,  M.  Aronhold  a  obtenu  effectivement  cette  équation  du  quatrième 
degré  en  X  sous  une  forme  bien  remarquable.  Car  les  coefficients  s'ex- 
priment par  deux  fonctions  seulement  des  coefficients  de  l'équation 
de  la  courbe  proposée. 
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la  proposée,  et,  pour  avoir  les  coordonnées  de  ces  neuf 
points,  il  suffira  de  chercher  successivement  les  solutions 
communes  à  l'équation  (i)  et  à  l'équation  de  chacune 
des  trois  droites,  ce  qui  exigera  seulement  la  résolution 
de  trois  équations  du  troisième  degré  à  une  inconnue. 
Il  s'ensuit  que  les  coordonnées  des  neuf  points  d'in- 
flexion sont  exprimables  par  des  fonctions  algébriques 
explicites  des  coefficients  de  l'équation  proposée. 

Corollaire.  —  L' équation  du  neuvième  degré  qui  a 
pour  racines  les  abscisses  des  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  est  toujours  résoluble  algé- 
briquement. 

Sur  un  théorème  de  Steiner  relatif  aux  courbes 
du  troisième  degré, 

572.  Si  u  désigne  une  fonction  homogène  du  degré  n 
des  trois  variables  x^j^  z,  l'équation 

(i)  «  =  0 

représentera   une    courbe    du  degré  n    dont  les  coor- 

X     y 
données  seront-?  -• 

z     z 

L'équation  de  la  tangente  en  un  point  {x,j,  z)  de  la 
courbe  (i)  est 

X        x\  du         /Y        y\  du  

Z~~l)dx~^   \Z~  zjd^"^' 

si  l'on  ajoute  le  terme 


(i- 


z  \  du 


z  J  dz 
qui  est  identiquement  nul,  la  précédente  équation  pren- 
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dra  la  forme 

I        \  -^r     ^^^  ^r    du  ^    du 

dx  dj  dz 


à  cause  de 


du  du  du 

X h  r  — ■  n-  z  — 

dx  dy  dz 


Si  les  quantités  X,  Y,  Z  se  rapportent  à  un  point 
donné  M,  l'équation  (2)  représentera  une  courbe  du 
degré  n  —  i ,  et  cette  courbe  coupera  la  proposée  en 
n(n  —  i)  points.  Il  s'ensuit  que,  par  le  point  donné  M, 
on  peut  mener  en  général  n(^n  —  i)  tangentes  à  la 
courbe  (i). 

Dans  le  cas  de  nz=.i,  l'équation  (2)  représente  une 
ligne  droite  qui  est  la  polaire  du  point  M  par  rapport  à 
la  conique  (i);  cette  équation  (2)  ne  change  pas  quand 
on  remplace  X,  Y,  Z  par  x,  y,  z,  et  inversement.  En 
effet,  si  l'on  pose,  comme  au  n°  558, 


d'u 

4F  ^"^ 

d'u 

'"         dz' 

d^u 

d'-u 

d?u 

dyd.  -  "-" 

dxdz  -  "' 

'■''      dxdy 

aura,  dans  le  cas 

de  72  :^  2, 

du 
dx~~ 

^^lA  -i- J«i 

.t-'r-ZU,,^, 

du 
dy- 

xu^,^-{-yu2, 

,2  +  2^2,3, 

du 


et,  comme  les  quantités  7/i,i  ,  «,^2?  •••  sont  ici  des  con- 
stantes, il  suffit  de  substituer  les  expressions  précédentes 
dans  l'équation  (2),  pour  justifier  notre  assertion. 
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573.  Considérons  maintenant  le  cas  de  «  =  3  ;  l'équa- 
tion (2)  représentera  une  conique  qui  déterminera  sur 
la  courbe  proposée  les  points  de  contact  des  six  tan- 
gentes qu'on  peut  lui  mener  par  le  point  donné.  Pour 
abréger,  je  représenterai  cette  équation  (2)  par 

P^O, 

et  le  centre  de  la  conique  sera  déterminé  par  les  équa- 
tions 

dv  clv 

d.x  '       dj 

D'après  cela,  si  l'on  veut  avoir  la  condition  pour  que 
la  conique  (2)  se  réduise  au  système  de  deux  droites,  il 
suffira  d'exprimer  que  les  trois  équations  précédentes 
sont  satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de  x  et  de  j.  Or 

les  dernières  équations  réduisent  p»  =  o  à  -   =^  o  ;  donc 

la  condition  demandée  s'obtiendra  en  éliminant  x  elj 
entre  les  trois  équations  du  premier  degré 

dv  dv  dv 

dx  ''      df  ^      dz 

Ces  équations  se  déduisent  de  l'équation  (  2  )  en  rempla- 

,  „       .  du    du    du  .  , 

çant  dans  celle-ci  u  par  -r  "> -r  ">  -1- •>  successivement;  donc, 

clx    cly     cl  z 

d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  elles  ne  changeront 
pas  si  l'on  y  remplace  X,  Y,  Z  par  x,  y,  z,  et  inverse- 
ment. On  pourra  ainsi  leur  donner  cette  forme  : 


+-jU2,2  -^  2X12,3  —  O, 
•^Ug,!  +  jU3,2  -H  2X13,3  =  G, 

en  représentant  par  U,  Ui^,,  Ui^o?  •••  ce  que  deviennent 
UJU^^^JU^^2y  '"  quand  on  écrit  X,  Y,  Z  au  lieu  de  x,  yjZ. 
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Maintenant  l'élimination  de  x  et  àe  y  entre  les  équa- 
tions (3)  donne 

(4)  AU.^.0, 

AU  étant  le  déterminant  de  U;  on  a  ainsi  ce  théorème  : 

Théorème  I.  —  Soient  u  une  fonction  entière  et  homo- 
gène du  troisième  degré  des  variables  x,  y,  z,  et  Au 
le  déterminajit  de  u.  Soient  aussi  U  et  AU  ce  que  de- 
viennent u  et  Au  quand  on  écrit  X,  Y,  Z  au  lieu  de 
X,  y,  z.  Pour  que  les  points  de  contact  des  six  tangentes 
menées  à  la  courbe  m  =  o  par  le  point  (X,  Y,  Z)  soient 
situés  sur  deux  droites,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

AUrzrO. 

Et  il  en  résulte  cette  conséquence  importante  : 

Corollaire.  —  Par  un  point  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré  on  peut  mener  à  cette  courbe 
trois  tangentes  indépendamment  de  celle  qui  touche  la 
courbe  au  point  d'inflexion,  et  les  points  de  contact  de  la 
courbe  avec  ces  trois  tangentes  sont  en  ligne  droite, 

574.  Les  considérations  qui  précèdent  nous  permet- 
tent d'établir  le  théorème  suivant,  que  Steiner  a  public 
sans  démonstration  dans  le  tome  XI  du  Journal  de  Ma- 
thématiques  pures  et  appliquées. 

Théorème  II.  —  Une  courbe  du  troisième  degré  con- 
tient en  général  i^j  points  en  chacun  desquels  elle  peut 
avoir  un  contact  du  cinquième  ordre  avec  une  conique. 
L' équation  du  uingt-septième  degré  qui  détermine  ces 
27  points  est  toujours  résoluble  algébriquement. 

En  effet,  soit  P  un  point  de  la  courbe  donnée;  me- 
nons PM  tangente  à  la  courbe  en  P,  et  rencontrant  de 
nouveau  celle-ci  en  M.  Menons  enfin,  par  le  point  M, 
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trois  sécantes  qui  rencontrent  la  courbe  aux  points  A 
et  B,  G  et  D,  E  et  F  respectivement. 


Si  le  point  M  est  un  point  d'inflexion,  les  six  points 
A,  B,  G,  D,  E,  F  seront  sur  une  conique  (n"570),  et  si 
l'on  fait  varier  ces  sécantes  de  manière  qu'elles  tendent 
toutes  les  trois  vers  la  limite  MP,  la  conique  variera, 
et,  à  la  limite,  elle  aura,  avec  la  courbe  donnée,  six  points 
communs  confondus  en  un  seul;  il  y  aura  donc  en  P 
contact  du  cinquième  ordre. 

Mais,  si  le  point  M  n'est  pas  un  point  d'inflexion,  la 
conique  déterminée  par  les  cinq  points  B,  G,  D,  E,  F  ne 
passera  pas  par  le  point  A,  quelque  voisine  de  MP  que 
soit  MAB,  et  elle  coupera  la  courbe  donnée  en  un 
sixième  point  A';  donc,  quand  on  arrivera  à  la  limite, 
la  conique  deviendra  osculatrice  en  P  à  la  courbe  don- 
née, comme  dans  le  premier  cas  ;  mais  elle  coupera  celle- 
ci  en  un  nouveau  point,  et  elle  aura  seulement  avec  elle 
un  contact  du  quatrième  ordre. 

Il  résulte  de  là  que  les  points  P,  qui  possèdent  la  pro- 
priété contenue  dans  l'énoncé  du  théorème,  sont  les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe  don- 
née par  ses  divers  points  d'inflexion;  et  puisque,  par 
chaque  point  d'inflexion,  on  peut  mener  trois  tangentes, 
le  nombre  total  des  points  P  est  3  X  9  ou  2y. 

Enfin,  les  coordonnées  des  points  d'inflexion  sont 
S.  --  Alg.  sup.,  II.  t\0 
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exprimables  par  des  fonctions  algébriques  explicites  des 
coefficients  de  l'équation  qui  représente  la  courbe  don- 
née; en  outre,  la  détermination  des  trois  points  P  qui 
répondent  au  même  point  M  dépend  seulement  d'une 
équation  du  troisième  degré.  Donc  l'équation  du  vingt- 
septième  degré,  dont  dépend  larecherche  des  27  points  P, 
est  toujours  résoluble  algébriquement. 


Propriété  de  l équation  du  neuvième  degré  qui  a  pour 
racines  les  abscisses  des  points  d'inflexion  d'une 
courbe  du  troisième  degré. 

o75.   Soit 

(1)  U-=zO 

l'équation  d'une   courbe   du  troisième  degré  entre  les 

coordonnées  rectilignes  '    et-j  nous  avons  vu  que  les 

z        z 

points  d'inflexion  de  cette  courbe  sont  sur  une  seconde 
courbe  du  troisième  degré, 

(2)  i^U  ■■—  G. 

Si  l'on  élimine  j^  entre  les  équations  (  i )  et  (  2  ),  on  obtient 
une  équation 

(3)  Pr:-0, 

homogène  par  rapport  à  x  et  2:  et  du  neuvième  degré. 
Cette  équation,  dont  les  racines  -  représentent  les  ab- 
scisses des  points  d'inflexion,  est  toujours  résoluble  al- 
gébriquement, comme  nous  l'avons  démontré  plus  haute 
Mais  il  existe,  entre  les  racines  de  l'équation  (3),  des 
relations  remarquables  que  nous  allons  faire  connaître, 
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d'après  Hesse^  et  desquelles  ce   géomètre  a  déduit  la 
résolubilité  par  radicaux  de  l'équation  (3). 

Remarquons  d'abord  que  la  valeur  de  -  correspondant 


à  chaque  racine  -  de  l'équation  (3)  peut  s'exprimer  en 

z 

fonction  rationnelle  de  -  et  des  quantités  connues  de 

l'équation  (i).  Gela  résulte  immédiatement  de  la  mé- 
thode que  nous  avons  exposée  au  n°  73  pour  la  résolu- 
tion de  deux  équations  simultanées.  D'après  cela,  les 
coordonnées  de  chaque  point  d'inflexion  de  la  courbe 
proposée  doivent  satisfaire  à  une  même  équation  de  la 
forme 

(4)  f-Kf)' 

OÙ  F  désigne  une  fonction  rationnelle. 

Soient  maintenant —  ?  —  et— 7  '-- les  coordonnées  de 

Zq        Zq  Z^        Zj 

deux  points  d'inflexion  de  la  courbe  (i);  la  droite  qui 
passe  par  ces  deux  points  aura  pour  équation 


X 

■^0       r 

_ro 

z 

•^0 ^ 

'0 

.T. 

_  -^1     .r 

— -^i 

Z 

2i           Z 

H 

En  désignant  par  —  X  —  la  valeur  commune  des  deux 
membres,  il  vient 


[z^  +  \Zi)—  X(,^\.r^, 


Y 

■•-(20  -y-^z^]  ==jo  H-^j'i 

z 


40. 
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on  peut  disposer  de  ^  de  manière  que  l'on  âitz^Zo-hlzi^ 
et  l'on  voit  alors  que  notre  droite  pourra  être  repré- 
sentée par  les  trois  équations   suivantes  : 

Au  moyen  de  ces  équations,  on  obtiendra  tous  les  points 
de  la  droite  en  donnant  à  1  toutes  les  valeurs  possibles. 
Or,  d'après  le  théorème  de  Maclaurin  démontré  au 
n°  566,  cette  droite  coupe  la  courbe  (i)  en  un  troisième 
point  d'inflexion  ;  pour  avoir  la  valeur  de  X  qui  convient  à 
ce  troisième  point,  il  suffît  de  porter  dans  l'équation  (i) 
les  valeurs  de  .x,j,z  tirées  des  équations  (5),  et  de 
résoudre  ensuite  l'équation  obtenue  ainsi,  par  rapport 
à  A.  Par  cette  substitution  il  vient 

'•['•(S.).-(î),*-(S),]-i-i-"' 

les  indices  o  et  i  indiquant  que,  dans  les  expressions  qui 
en  sont  affectées,  on  doit  mettre  Xq^Jç^^  ^0  ou  x^^y^^  z^ 
à  la  place  de  x^y,  z.  En  effet,  il  résulte  immédiatement 
de  la  formule  de  ïaylor  qu'après  la  substitution  les 
deux  premiers  termes  de  u  sont 

et  il  est  évident  que  les  deux  derniers  termes  doivent  se 
déduire  de  ces  deux-ci,  en  changeant  Xq,  jo,  ^o?  -^o 
J^,  z^  en  AXi^  Ajt,  Az^,  y^  ^oy  ylo,  j^o- 

Si  l'on  supprime  les  termes   {u)o  et  {u)^    qui    sont 
nuls,  l'équation  (6),  divisée  par  X,  donne  la  valeur  sui- 


(6) 


vante  de  1  : 

(7)         >- 
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dic\  I  du\  f  du\ 

dx)  ^    '      *  Wj/o        "^  \(îz  )  0 


dii\ 
dx 


qui  convient  au  troisième  point  d'inflexiom.  Si  l'on  dé- 
signe par  --5  —  les  coordonnées  de  ce  point,  et  qu'on 

porte  la  valeur  de  X,  que  nous  venons  de  trouver,  dans 
les  équations  (5),  on  aura 

r    (du\         [du\        (du\-\        r    {du\        (du\        (duxi^ 


.  ■'»h(g),-.^-(l).-.("),]-4-(g)-4l).-(g)J 
^"-.K£).-(l).--(.").]--KS).-(l).-'(ï)J' 

Considérons,  en  particulier,  la  première  de  ces  équa- 
tions :  le  second  membre  ne  change  pas  quand  on 
change  x^,  j^o,  ^q  ^n  Xi,  y^,  z^,  et  réciproquement; 
en  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  ce  se- 
cond membre  par  zl  z%  il  prend  la  forme 

\Zq       Zo        Zi        Zi  ) 

y  désignant  une  fonction  rationnelle  qui  ne  change  pas 
quand  on  transpose  les  indices  o  et  i .  Or,  d'après  l'équa- 
tion (4),  on  a 

Zq  \Zo  J  Zi  \Zi  j 

F  désignant  une  fonction  rationnelle.  Donc  la  valeur 
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de  —  peut  se  réduire  à  la  forme  suivante  : 


9  désignant  une  fonction  rationnelle  et  symétrique  de:» 
deux  quantités  qu'elle  renferme.  Il  est  évident  que 
l'équation  précédente  ne  cessera  pas  d'être  exacte  si 
l'on  exécute  une  substitution  sur  les  indices  o,  i,  2;  car 
on  serait  arrivé  directement  aux  équations  qu'on  obtient 
par  les  substitutions,  en  partant  du  premier  point  d'in- 
flexion et  du  troisième,  ou  du  deuxième  et  du  troisième, 
au  lieu  de  partir  du  premier  et  du  deuxième.  Donc  les 

abscisses  —  ?  —  >  —  de  trois  points  d'inflexion  en  ligne 

Zq      Zi      z^ 

droite  satisfont  aux  trois  relations 


2o    ~         \2i    '    Z^ 


\Z^        Zq  J  Z2  V^O        ^1  J 


où  ô,  nous  le  répétons,  désigne  une  fonction  rationnelle 
et  symétrique.  De  cette  propriété  résulte,  comme  on 
va  le  voir,  la  résolubilité  de  l'équation  (3). 

Sur  la  résolution  algébrique  d'une  classe  d' équations 
du  neui^ième  degré. 

576.  Il  était  intéressant  de  chercher  à  rattacher  la 
question  particulière  dont  nous  venons  de  nous  occuper 
à  une  théorie  plus  générale  ;  c'est  ce  qu'a  fait  très-heu- 
reusement Hesse  en  établissant  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soient 

(i)  x(-^)^o 

une  équation  du  neuvième  degré  et  9  une  Jonction  ra- 
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tionnelle  et  symétrique  donnée  de  deux  variables.  Si 
r équation  proposée  a  cette  propriété,  que  deux  racines 
quelconques  x^  et  x^fournissejit  une  troisième  racine  x^, 
de  telle  sorte  qu'on  ait  en  même  temps 

(2  )    x^r=zQ[xx,x^),      xi=ze  (^i„  .r^),      x^z=:6  (.r,.,  xi), 

cette  équation  sera  résoluble  algébriquement. 

On  voit  que  l'équation  qui  a  pour  racines  les  abscisses 
des  points  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  degré 
a  la  propriété  dont  il  s'agit  ici. 

Hesse  nomme  racines  conjuguées  trois  racines  de 
Féquation  (i)  qui  satisfont  aux  relations  (2).  Il  est  évi- 
dent que  chaque  racine  fait  partie  de  quatre  combinai- 
sons de  trois  racines  conjuguées;  par  suite,  en  comptant 
quatre  combinaisons  pour  chaque  racine,  on  aurait  4X9 
ou  trente-six  combinaisons;  mais,  chacune  de  ces  com- 
binaisons se  trouvant  répétée  trois  fois,  on  voit  qu'il 
n'y  a  que  douze  combinaisons  distinctes  de  racines  con- 
juguées. Et,  comme  le  nombre  total  des  combinaisons 
de  trois  racines  est  84,  il  J  a  soixante-douze  combinai- 
sons de  trois  racines  non  conjuguées. 

Considérons  l'un  quelconque  des  quatre  groupes  de 
racines  conjuguées,  et  désignons-le  par 

x^  xx  x^ ,  Xyf  X'tj  .r j,/ ,   ,r^//  xy/  x^/f . 

On  peut  supposer  que  .r^,,  x.,j,  X-^nne  soient  point  conju- 
guées, et,  par  suite,  on  pourra  les  considérer  comme  trois 
racines  quelconques  non  conjuguées.  Alors,  comme  rien 
ne  distingue  entre  eux  les  indices  1  et^,  V  et  p/,  }!'  et  p!' , 
on  aura  ces  trois  combinaisons  de  racines  conjuguées, 

X.jXy,//Xx,    X^nx^xv,    X^X^Xyr, 

les  six  autres  combinaisons  de  racines  conjuguées  sont 
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alors  nécessairement 

On  voit  que  les  neuf  racines  sont  exprimables  en  fonc- 
tion rationnelle  de  trois  racines  non  conjuguées  quel- 
conques x.^,  Xyj,  x^if]  on  a  effectivement 

i'  .r,    — .  X,  ,      .rx  z=  6  [a-,' ,  ^,//),      .rj,    ~  ô[e  (^,//,  ^,  ),    Ô  (x,  ,  ^,.  )1, 

\  .r//  —  j:^//,      xy>  =  0  ( .r,.  ,  .r^/  ) ,      j:,v'  ~  $[6  [a^^r ,  x^^,),    6  [ x^„,  x^  )  j , 

Gela  posé,  désignons  par  a.  une  constante  indéter- 
minée, et  formons  la  fonction  symétrique  suivante  de 
trois  racines  conjuguées  quelconques  o^^,  x^,  x^  du  troi- 
sième degré  par  rapport  à  a,  savoir  : 

(4)  Jxa,:x  — («  — •^x)(5'----^x)  [v.-~oc^]', 

en  remplaçant  x^,  Xi,  x^^  par  chacune  des  douze  combi- 
naisons de  racines  conjuguées,  on  obtiendra  les  douze 
valeurs  distinctes  de  la  fonctionjy^^^^j^. 

Formons  ensuite  la  fonction  symétrique  suivante  : 

(5)       j._-.(e__,,,,,„^)(e_jv, ■„'.;/)  («-jv,-.»,/'), 

qui  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  l'indétermi- 
née o.  Soient  ^o>^u  ^oj^ales  quatre  valeurs  que  prend  :j 
quand  on  y  met  successivement,  pour  yr.,\,^i yyL<,\',^''> 
J>,V',;a')  les  quatre  groupes  de  valeurs  qui  conviennent  à 
ces  quantités.  Formons  enfin  l'équation  du  quatrième 
degr 


'e 


( 6 )  z'  -!-  Aj  z^  -{-  Ag z*'  -h  A3  3  -r  A;  —  o , 

qui  a  pour  racines  z^^  z^^  z^,  ^3. 
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Je  dis  que  les  coefficients  de  l'équation  (6)  sont  expri- 
mables rationnellement  en  fonction  des  quantités  con- 
nues de  l'équation  (i)  et  de  la  fonction  9.  En  effet,  on  a 

l  Jx'/,  ).",  i*'/  =:-(«  —  X^f/  )  (  «  —  ^l")  (  a  —  x^// )  ; 

en  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (5)  et  en  se  ser- 
vant des  formules  (4),  on  aura  la  valeur  de  z  exprimée 
en  fonction  rationnelle  de  trois  racines  non  conjuguées 

x^j  Xyj,  x,ji,  savoir  : 


(8) 


^■l' 


et  cette  fonction  j|;  sera  symétrique  par  rapport  à  x^,  x.^f, 
x^v  ;  car  il  est  aisé  de  voir,  d'après  les  formules  (  3  ),  qu'en 
permutant  ces  trois  racines  les  quantités  jy.,\^^,  j.^>\>,^^i, 
J\",i",i>."  ^^  font  que  se  changer  les  unes  dans  les  autres, 
ce  qui  ne  change  pas  la  valeur  de  z. 

Elevons  le  second  membre  de  l'équation  (8)  à  une 
puissance  entière  quelconque  de  degré  m;  désignons  par 


la  somme  des  termes  qu'on  déduit  de  ^{x^,  .r^,  X-j/)"^  en 
prenant  successivement  pour  x.^,  x.,j,  x^u  les  soixante- 
douze  combinaisons  de  trois  racines  non  conjuguées  ;  par 


.r/,  x,//)'» 


la  somme  des  termes  qu'on  déduit  de  ^  (o^^,  x^jj  x^//)"'-  en 
prenant  successivement  pour  x^,  x^j,  x^n  les  douze  com- 


634  COURS  d'algèbre  supérieure. 

binaisons  de  racines  conjuguées  ;  enfin  par 

la  somme  de  tous  les  termes  qu'on  déduit  de  ^  (.r^,  Xyj^  oc^,i)^ 
en  prenant  pour  x^,  x^j,  x^// toutes  les  quatre-vingt-quatre 
combinaisons  de  trois  racines.  On  aura 

(9)  X  "^ f"^"'  ^'■''  '^"''''''" ~^ Zj  '^ ''^'" ''^'''' •^""i'" " /.'^ (•^'"  •'^*''  '^'''')'"* 

Le  second  membre  de  cette  formule  (9)  est  une  fonc- 
tion rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les  racines, 
et  l'on  peut,  par  conséquent,  l'exprimer  en  fonction 
rationnelle  des  quantités  connues.  Il  en  est  de  même  de 

\  ^>[Xy_,  x^',  Xyji)"'-\  en  effet,  x^,  x^r,  x^n  étant  des  racines 

conjuguées,  on  a 

d'où  il  suit  que 

est  égale  au  tiers  de  la  somme  des  trente-six  valeurs  que 
prend 

■^[x^,x^>,  0[x^,x,j)Y' 

quand  on  prend  pour  .r^,  x^r  les  trente-six  combinai- 
sons de  deux  racines.  En  désignant  cette  somme  par  le 

signe   \  ,  on  a 
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et,  par  suite, 

fil) 

ce  qui  montre  que    >   ^  [x^,  x^,  x^,^  est  une  fonction 

rationnelle  et  symétrique  de  toutes  les  racines  ;  on  peut 
donc  l'exprimer,  en  fonction  rationnelle  des  quantités 
connues.  Si  maintenant  on  remarque  qu'aux  soixante- 
douze  combinaisons  de  racines  non  conjuguées  répon- 
dent seulement  quatre  valeurs  de  la  fonction  ^"%  savoir  : 
^^,  ^7?  ^??  ^3%  ^t  q^^  chacune  de  ces  valeurs  revient 
dix-huit  fois,  on  verra  que  l'on  a 

I  S^" 

(12)      2,  -}-  z\'  H-  z:;  -\~  27  —  -^^  y   ^  ( ^,.,  ^,N  x^r;)'". 

En  donnant  au  nombre  m  les  valeurs  i,  2,  3,  4>  011  ob- 
tiendra, par  la  formule  {12),  les  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  (6)  qui  sont  néces- 
saire pour  calculer  les  coefficients  A,,  Ao,  A3,  A4  ;  on 
voit  que  ces  coefficients  se  trouvent  ainsi  exprimés  en 
fonction  rationnelle  des  quantités  connues. 

Voici  maintenant  comment  on  obtiendra  les  racines 
de  l'équation  (i).  On  cherchera  une  racine  quelconque 
de  l'équation  (6).  Cette  racine  sera,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, une  fonction  entière  et  du  troisième  degré  de 
l'indéterminée  6  ;  en  égalant  à  zéro  cette  racine,  on  aura 
une  équation  du  troisième  degré  en  G  dont  les  racines 
seront  les  trois  quantités  qui  forment  l'un  des  quatre 
groupes  dans  lesquels  se  partagent  les  douze  quan- 
tités y^  ^  j^.  En  égalant  à  zéro  une  de  ces  nouvelles  racines, 
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on  aura  une  équation  du  troisième  degré  par  rapport  à 
l'indéterminée  a  ;  les  trois  valeurs  de  a  racines  de  cette 
équation  seront  trois  racines  conjuguées  de  l'équa- 
tion (i).  Pour  avoir  toutes  les  racines  de  l'équation  (i), 
il  suffît  d'opérer  de  la  même  manière  avec  chacune  des 
racines  de  l'équation  (6). 
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CHAPITRE  V. 

SUR  LES  ÉQUATIONS  RÉSOLUBLES  ALGÉBRIQUEMEIST. 


Recherches  de  Galois.  Théorèmes  généraux. 

577.  L'analyse  que  nous  avons  développée  dans  les 
deux  Chapitres  précédents  nous  a  conduit  à  la  résolu- 
tion algébrique  de  certaines  classes  d'équations.  Mais 
ces  équations  si  remarquables  sont-elles  les  seules  qui 
soient  susceptibles  d'une  telle  résolution?  Quelles  sont, 
en  d'autres  termes,  les  équations  résolubles?  Telle  est 
la  question  qui  vient  se  poser  naturellement  et  à  laquelle 
Abel  et  Galois  ont  les  premiers  attaché  leur  nom. 

Je  me  propose  d'exposer  ici  la  théorie  contenue  dans 
le  Mémoire  de  Galois  intitulé  :  Sur  les  conditions  de 
résolubilité  des  équations  par  radicaux:  ce  Mémoire 
a  été  publié  pour  la  première  fois  en  1846?  dans  le 
tome  XI  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées, quinze  ans  après  la  mort  de  l'illustre  auteur.  J'ai 
suivi  l'ordre  des  propositions  que  Galois  avait  adopté, 
mais  j'ai  dû  le  plus  souvent  suppléer  à  l'insuffisance 
des  démonstrations. 

Nous  avons  défini  avec  précision  (n°^  iOO  et  527)  le 
sens  qu'on  doit  attacher,  dans  chaque  cas,  aux  déno- 
minations de  diviseur  rationnel  d' une  fonction  entière^, 
et  généralement  de  quantité  rationnelle ,  ainsi  qu'à  celles 
de  fonction  irréductible  et  adéquation  irréductible. 
Nous  avons  dit  aussi  qu'une  équation  irréductible  donnée 
peut  devenir  réductible,  lorsque  l'on  admet  à  figurer, 
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parmi  les  quantités  connues,  certaines  quantités  qui 
n'étaient  pas  d'abord  regardées  comme  telles. 

En  général,  quand  nous  conviendrons  de  regarder 
comme  connue  une  certaine  irrationnelle,  par  exemple 
une  racine  d'une  fonction  rationnelle  des  quantités 
connues,  nous  dirons  avec  Galois  que  nous  adjoignons 
cette  quantité  à  l'équation  proposée.  En  d'autres  termes, 
la  quantité  dont  il  s'agit  sera  dite  adjointe  à  V équation. 
Alors  une  quantité  sera  rationnelle.,  si  elle  peut  s'expri- 
mer par  une  fonction  rationnelle  des  quantités  primiti- 
vement connues  et  des  quantités  adjointes.  Ainsi  l'équa- 
tion 

X*  -r-  x}  —  ^x"—  ^X  -\-  \  r.~z  O , 

dont  dépend  la  division  du  cercle  en  quinze  parties 
égales,  est  actuellement  irréductible,  parce  que  les 
quantités  regardées  comme  connues  sont  ici  les  seuls 
nombres  rationnels;  mais  elle  deviendra  réductible,  si 
on  lui  adjoint  une  racine  de  l'équation 

z^-  -5. 3.  G, 

c'est-à-dire  si  on  lui  adjoint  le  radical  y/5;  effectivement 
son  premier  membre  est  le  produit  des  deux  facteurs 


+  S/5 

^—  X  -- 


^)'' 


-■  +  v/5,,._/.+n/5 


lesquels  sont  rationnels,  après  l'adjonction  dont  il  vient 
d'être  question. 

Les  recherches  de  Galois  reposent  sur  les  proposi- 
tions démontrées  aux  n"^  502  et  504,  qui  acquièrent 
ainsi  une  importance  considérable,  et  sur  les  propriétés 
des  systèmes  de  substitutions  conjuguées.  Galois  em- 
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ploie  la  considération  des  groupes  de  permutations  dont 
nous  avons  parlé  aux  n°^  4i2  et  443,  mais  il  nous  a  paru 
préférable  de  nous  en  tenir  aux  substitutions.  Au  reste, 
ce  n'est  là  qu'un  simple  changement  dans  la  forme  des 
énoncés  des  théorèmes,  car  il  n'y  a  lieu  de  considérer 
les  permutations  qu'au  point  de  vue  des  substitutions 
par  lesquels  on  passe  des  unes  aux  autres. 

578.  Théorème  I.  —  Soit 

(,)  /(x)=o 

une  équation  de  degré  n  dont  les  n  racines 

sont  inégales.  Il  existe  toujours  un  système  de  substi- 
tutions conjuguées  G  jouissant  de  la  double  propriété 
suivante  : 

1°  Que  toute  fonction  rationnelle  des  racines  dont  la 
valeur  numérique  est  invariable  par  les  substitutions 
de  G  soit  exprimable  en  fonction  rationnelle  des 
quantités  connues; 

2°  Réciproquement,  que  toute  fonction  rationnelle 
des  racines  y  exprimable  rationnellement  par  les  quan- 
tités connues,  conserve  la  même  valeur  numérique 
quand  on  lui  applique  toutes  les  substitutions  de  G. 

Il  est  bien  entendu  que,  dans  cet  énoncé,  nous  com- 
prenons parmi  les  quantités  connues  celles  qui  ont  pu 
être  adjointes  à  l'équation. 

Soit  V  une  fonction  rationnelle  des  racines  (  i  )  telle, 

que  les 

N  ^  I  .  2 .  .  .  /z 

fonctions  qu'on  en  déduit,  par  les  substitutions,  aient 
des  valeurs  numériques  inégales  ;  par  exemple,  on  pourra 
faire 
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«0?  «<?•••?  ^n~K  étant  des  nombres  entiers  convenable- 
ment choisis.  Soient  encore 

^(V)  =  o 

l'équation  du  degré  N  qui  a  pour  racines  les  N  valeurs 
de  V,  et  F(V)  un  diviseur  irréductible,  d'un  certain 
degré  v,  du  polynôme  ^(V).  Désignons  enfin  les  v  ra- 
cines de  l'équation 

(3)  K(V)  =  o 
par 

(4)  Vo,  V„   V„    ...,  V^i. 

D'après  le  théorème  du  n°  504,  les  n  racines  x  de  l'é- 
quation (i)  pourront  être  représentées  par  l'une  quel- 
conque des  lignes  horizontales  du  tableau 

■^o(Vi),     -^i(v,),    ■]>2(vo,    ..-,    -^«-itvo, 


•^o(Vv_i),  -^ilV^,),  -^^IVv-i),    ...,     -^.-ilV.-,), 

^o(V),  ipj  (V),  ...  étant  des  fonctions  rationnelles  de  V 
et  des  quantités  connues.  Le  tableau  (5)  renferme  ainsi 
V  permutations  des  racines  x^  et  nous  avons  démontré 
au  n°  504  que  ces  permutations  forment  un  groupe, 
c'est-à-dire  que  les  substitutions 

(6)  i,  Si,  Ss,  . . . ,  Sv_i, 

par  lesquelles  on  obtient  les  v  permutations  (5)  au 
moyen  de  la  première  d'entre  elles,  constituent  un  sys- 
tème conjugué  G.  Je  dis  que  ce  système  G  jouit  de  la 
double  propriété  énoncée. 

En  effet,  désignons  par  û  une   fonction  rationnelle 


SECTION    V.   CIlVriTRE    V.  6/\l 

des  racines  (2)  et  posons 

0  sera  une  fonction  rationnelle  de  Vq,   cl  l'on  pourra 
écrire 

il)  "  =  i-;v.), 

*F  étant  une  fonction  rationnelle. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  la  valeur  numé- 
rique de  0  ne  soit  pas  changée  par  les  substitutions  (6  ) 
du  système  G  ;  comme  ces  substitutions  peuvent  s'efFec- 
tuer  en  remplaçant  successivement  Vo  par  chacune  des 
valeurs  (4),  on  aura 

et,  par  suite, 

ii=.i[T(Vo)-f-^r;Vi)-h...4-T:V._Oj; 

le  second  membre  de  cette  formule  est  une  fonction  sy- 
métrique des  racines  de  l'équation  (3)  ;  donc  Q,  est  ex- 
primable en  fonction  rationnelle  des  quantités  connues. 
Pour  démontrer  la  réciproque^  supposons  que  0  soit 
exprimable  en  fonction  rationnelle  des  quantités  con- 
nues. Alors,  d'après  la  formule  (7),  Vq  sera  l'une  des 
racines  de  l'équation 

vr^V)  —  il  — o; 

mais,  comme  Vq  est  racine  de  l'équation  (3)  que  nous 
supposons  irréductible,  toutes  les  racines  de  cette  équa- 
tion (3)  doivent  satisfaire  à  l'équation  précédente,  et 
l'on  a  en  conséquence 

la  valeur  numérique  de  il  est  donc  invariable  par  les 
S.  —  ^^S"'  sup.,  II.  fil 
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subslitiitions  de  G,  ce  qui  achève  la  démonstration  du 
théorème  énoncé. 

Pour  abréger  le  discours,  je  donnerai  le  nom  de  fonc- 
tion résolvajite  à  la  fonction  V,  et  l'équation  irréduc- 
tible (3)  sera  dite  CAjualion  résolvante. 

579.  THÉ0Ri:ME  II.  —  Toute  substitution  qui  jouit  de 
la  double  pi^opiiété  mentionnée  dans  renoncé  du  pré- 
cédent théorème  appartient  au  sj  sterne  conjugué  dont 
ce  théorème  établit  l'existence. 

Conservons  toutes  les  notations  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  la  démonstration  du  théorème  I,  et  désignons 
par  X  une  fonction  des  n  racines  Xç^,  x^.  . .  . ,  ^.7-1  qwi 
prenne  par  les  substitutions  les  N  :=  i .  :>. .  3  .  .  .  /^  va- 
leurs 

^Oi      ^15     -^21     •••?     X>-._.i 

numériquement  distinctes.  Soient  aussi 

X,),  Xj,  Xo,    .  .  . ,   Xv_i 

les  V  valeurs  que  prend  X  quand  on  lui  applique  les  v 
substitutions  de  G,  et  posons 

H  in::  (^  X  —  X  o  ^  ^  X.  —  X  j  y  .  .  .  i^  X  —  Xy  ~\  U 

X  désignant  ici  une  indéterminée.  La  valeur  de  la  fonc- 
tion û  est  invariable  par  les  substitutions  de  G;  elle 
est  donc  exprimable  rationnellement  en  fonction  des 
quantités  connues,  d'après  le  théorème  I.  D'ailleurs,  il 
est  évident  que  la  valeur  de  û  changera  si  l'on  applique 
à  cette  fonction  une  substitution  T  non  comprise  dans 
le  système  G  ;  donc  la  substitution  T  n'a  pas  les  pro- 
priétés des  substitutions  de  G  qui  font  l'objet  du  théo- 
rème I. 

Ainsi  les  substitutions  de  G  jouissent,  à  l'égard  de 
l'équation  proposée,  d'une  propriété  qui  leur  appartient 
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exclusivement;  je  nommerai  ce  système  le  système  con- 
jugue propre  à  L'équation  (  '  ). 

580.  Théorème  III.  —  Soit  G  le  système  conjugué 
propre  à  une  équation  donnée  de  degré  n 

à  laquelle  plusieurs  irrationnelles  peuvent  avoir  été  ad- 
jointes. Si  Von  adjoint  à  cette  équation  une  racine  Zo 
d'une  équation  auxiliaire  irréductible  de  degré  m 

(2)  •  '^    .Z)zr=0, 

dont  les  coefficients  sont  rationnellement  connus^  et 
qu  après  cette  adjonction  le  système  conjugué  V  propre 
à  r équation  (i)  ne  renferme  quune  partie  des  substitu- 
tions de  G,  auquel  cas  l'ordre  de  F  sera  un  sous-mul- 
tiple de  l'ordre  de  G,  les  m  =^pq  racines  de  l'équation 
(2)  se  partageront  en  un  certain  nombre  p  de  groupes 
composés  chacun  de  q  racines,  savoir  : 


de  telle  manière  que  si  l'on  adjoint  à  l'équation  pro- 
posée une  quelconque  des  racines  d'un  même  groupe^ 

.       .1'      ,(2)  ,(7-1^ 

le  système  conjugué  F/  propre  à  V  équation  proposée  sera 


('\Galois  fait  intervenir  un  groupe  do  permutations  correspondant 
au  système  conjugué  dont  il  est  ici  question,  et  il  l'appelle  le  groupe 
de  l'équation, 

/if. 
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le  même,  quelle  que  soit  la  racine  adjointe.  En  outre, 
les  p  systèmes  conjugués 

r,  r,,   1%.    ...,   1^1, 

qui  de\^iennent  propres  à  V équation  quand  on  adjoint 
respectivement  une  racine  des  groupes  successifs,  seront 
semblables  entre  eux,  en  sorte  que  chacun  de  ces  sys- 
tèmes pourra  se  déduire  du  premier,  en  exécutant  une 
même  substitution  dans  les  cycles  qui  composent  les 
diverses  substitutions  de  celui-ci.  Il  est  évident  que 
chaque  groupe  se  réduit  à  une  seule  racine  si  m  est 
premier. 

Désignons  toujours  par  V  la  fonction  résolvante  cl  par 

(3)  r(v)z=.o 

l'équation  irréductible  de  degré  v  que  nous  avons  nom- 
mée équation  résolvante  ;  soient  aussi 

Vo,  V,,  v„   ..   ,  v._, 

les  V  racines  de  l'équation  (3). 

Si,  après  l'adjonction  d'une  racine  Zi^  de  l'équation  (2), 
l'équation  (3)  reste  irréductible,  il  est  clair  que  G  de- 
meurera le  système  conjugué  propre  à  l'équation  (i). 
Mais  il  n'en  sera  plus  ainsi  si  l'équation  (3)  se  réduit  ; 
c'est  le  cas  que  nous  avons  à  examiner. 

Soient  \  (V,  Zq  )  l'un  des  facteurs  irréductibles  de  F  (Y) 
et  \i.  le  degré  de  ce  facteur  ;  on  peut  supposer  que,  dans 
le  polynôme  ),  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  V  soit  l'unité  et  que  les  autres  coefficients  soient  des 
fonctions  entières  de  la  racine  ^o-  Gela  posé,  z  étant  re- 
gardée comme  une  indéterminée,  effectuons  la  division 
des  polynômes F(V),  X(V,  z)  et  désignons  par  A  (V,  ^), 
0(V,  z)  le  quotient  et  le  reste   de  cette  division;  on 
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aura 

cl,  d'après  notre  hvpollièse,  on  a  identiquement 

0(v,  -o)  =  o; 

car  le  polynôme  0(V,  z)  est  au  plus  du  degré  [x  —  i  en 
V,  et  la  précédente  équation  est  satisfaite  par  chacune 
des  (J.  racines  V  de  l'équation 

/Vinsi,  dans  le  polynôme  G)(V,  z),  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  V  doivent  s'annuler  pour  z  =  zq: 
par  conséquent,  ces  coefficients  s'annuleront  aussi  si 
l'on  y  remplace  z  par  une  quelconque  des  racines  de  l'é- 
quation (2),  puisque  celle-ci  est  supposée  irréductible. 
D'après  cela,  si  l'on  représente  par 

les  711  racines  de  l'équation  (a),  le  polynôme  F(V)  sera 
divisible  par  chacune  des  fonctions 

Le  produit  de  ces  fonctions  est  une  fonction  entière  de 
V  dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  sy- 
métriques des  racines  z  ;  donc  ce  produit,  que  nous  re- 
présenterons par  n(V),  est  exprimable  rationnellemenl 
par  les  quantités  connues. 
Les  racines  de  l'équation 

il(V)=o 

appartiennent  toutes  à  l'équation  (3),  et,  puisque  celle-ci 
est  actuellement  irréductible,  le  polynôme  n(V)  est  di- 
visible par  F  (V).  Soit<7  l'exposant  de  la  plus  haute  puis- 
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sance  de  F(V)  qui  divise  exaclement  n(V)  et  posons 
"(V)-^[F(V)]vn,(V), 

il  est  évident  que  IT<  (V)  doit  se  réduire  à  une  constante, 
ou,  si  l'on  veut,  à  l'unité,  puisque,  dans  nos  polynômes, 
le  coefficient  du  terme  le  plus  élevé  est  égal  à  i .  En  effet, 
si  le  contraire  avait  lieu,  l'équation 


li.fV' 


-  G 


n'ayant  que  des  racines  appartenant  à  l'équation  (3), 
lit  (V)  sex'ait  divisible  par  F(V),  et  l'exposant  q  ne  sa- 
tisferait pas  à  la  condition   qui  lui  a  été  imposée.  Ainsi 

Ton  a 

1I(V;:  =  [F(V::]'' 
ou 

(4)       [F(v)]'/-=À(v,  2o)Mv,^,^..Mv,  s..-i^. 

D'après  notre  hypothèse,  le  polynôme  Â(V,  Zq)  est 
irréductible,  c'est-à-dire  qu'il  n'admet  aucun  diviseur 
de  degré  inférieur  au  sien,  dans  lequel  les  coefficients 
seraient  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  connues 
et  de  la  racine  adjointe  de  Zq.  Je  dis  que  le  polynôme 
X  (V,  Zi)  a  lui-même  la  propriété  de  n'admettre  aucun 
diviseur  dans  lequel  les  coefficients  des  puissances  de  V 
seraient  des  fonctions  rationnelles  des  quantités  connues 
et  de  la  racine  z,-.  En  effet,  supposons  qu'un  tel  diviseur 
existe  et  désignons-le  par  ^(V,  ^/)  ;  effectuons  la  division 
de  X(V,  z)  par  '((V,  ^),  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un 
reste  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  ^(V,  z)  relative- 
ment à  V;  nommons  Q(V,  z)  et  R(V,  z)  le  quotient  et 
le  reste  de  cette  division.  On  aura 

À(v,z)  =  ?;v,  z;o;v,  ::)  +  R(v,z); 

et,  puisque  R  (V,  z)  est  nul  pour  z  =  z,-,  on  en  conclura, 
par  un  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  plus 
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haut,  que  le  même  reste  est  nul,  quelle  que  soit  celle  des 
racines  de  l'équation  (2)  que  l'on  substitue  à  z;  on  aura 
en  particulier 


—  G, 


ce  qui  exprime  que  ^(V,  -Sq)  admet  le  diviseur '(^(V,  ^o)- 
Cette  conclusion  est  contraire  à  l'hypothèse,  et,  par 
conséquent,  notre  assertion  se  trouve  justifiée. 

Les  racines  de  l'équation  (  3)  sont  toutes  exprimables 
en  fonction  rationnelle  de  l'une  quelconque  d'entre  elles. 
Gela  étant  rappelé,  considérons  les  deux  équations 

(5)  ).(V,   Z,)=:0,        J.{Y,Z^=zO, 

et  désignons  par  Va  et  ^(Va)  deux  racines  de  la  pre- 
mière, 9  étant  une  l'onction  rationnelle.  Je  dis  que,  si 
Vg  est  une  racine  de  la  deuxième  équation  (5),  0(Vg) 
sera  également  racine  de  la  même  équation.  En  effet, 
on  a 

en  d'autres  termes,  l'équation 

i[o:v),z,]  =  n 

est  satisfaite  quand  on  remplace  V  par  la  racine  V<,  de 
l'équation 

elle  admettra  donc  toutes  les  racines  de  cette  dernière, 
car  celle-ci  n'a  aucun  diviseur  dont  les  coefficients  sont 
fonctions  rationnelles  de  Zf,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
démontrer.  Si  l'on  suppose,  comme  cela  est  permis,  que 
6{V)  soit  une  fonction  entière,  on  peut  dire  que  le  po- 
lynôme /[  0(V),  Zi]  est  divisible  par  ?^(V,  zi),  ou  que  le 
reste  de  la  division  du  polynôme 


(^4^  couns  d'alglure  supéhieure. 

par  ?.  (\  ,  z)  est  identiquement  nul  pour^~c,.  Alors, 
par  le  raisonnement  déjà  employé  deux  fois  dans  cette 
démonstration,  on  conclura  que  le  même  reste  est  nul 
aussi  pour  z  =  zj,  c'est-à-dire  que  >.[9(V),  zj]  est  divi- 
sible parA(V,  zj);  par  suite  l'égalité 

Mv.,  :/-o 

entraînera 

>.[^;V,)-. ,]...:  G, 

ce  qui  exprime  que  ô(Vg)  est  racine  de  la  deuxième  équa- 
tion (5).  Nous  concluons  de  là  que,  si  les  équations  (o) 
ont  une  racine  commune,  elles  ont  toutes  leurs  racines 
communes. 

Cette  analyse  établit  que,  dans  le  second  membre  de 
la  formule  (4),  chacun  des  facteurs  inégaux  se  trouve 
répété  q  fois.  En  employant  deux  indices  pour  repré- 
senter les  m  racines^,  on  aura 

^v.  r,_,;  =  ).(v,  .;:,):.. ;.(v,  =;_,)  =: . . .  ^  Hv,  .^î;' ). 

et,  en  extrayant  la  racine  ^^'"^^  des  deux  membres  de  la 
formule  (4  ),  on  aura 

(6)  ¥(y]  =  i{\\z,]y{y,z,]...i{Y,  r,,_,:, 

car,  dans  les  polynômes  F  et  X,  on  peut  supposer  les 
coefficients  des  premiers  termes  réduits  à  l'unité. 

Ainsi  les  7n  racines  z  se  partagent  en  p  groupes  con- 
tenant chacun  r/  racines;  en  outre,  quelle  que  soit  celle 
des  racines  d'un  même  groupe  que  l'on  adjoigne  à  l'é- 
quation proposée,  cette  adjonction  aura  le  même  effet, 
savoir  de  substituer  à   l'équation  résolvante  primitive 
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le  même  diviseur  de  cette  équation.  Et,  par  conséquent, 
le  système  conjugué  propre  à  l'équation  proposée  se 
trouvera  lui-même  réduit  à  un  nouveau  système  dont 
Tordre  sera  un  diviseur  de  Tordre  du  système  primitif. 

11  nous  reste  à  comparer  entre  eux  les  divers  systèmes 
conjugués  r,  r,,  .  .  . ,  T'p_i  qui  deviennent  ainsi  propres 
à  l'équation  proposée,  quand  on  adjoint  respectivement 
à  celle-ci  une  racine  des  groupes  correspondants  que 
nous  avons  distingués. 

Les  racines  de  Téquation 

étant  des  fonctions  rationnelles  de  Tune  d'entre  elles, 
représentons-les  par 

soit  aussi  V*^'  une  racine  de  Téquation 
les  quantités 

*  (I   '     ''I  \  *  Il    yi     ^2  V  *  0    /'    •  •  •  J        .'— 1  V      0  / 

seront  racines  de  la  même  équation,  comme  nous  l'avons 
dit  plus  haut;  j'ajoute  qu'elles  sont  distinctes,  en  sorte 
qu'aucune  racine  ne  se  trouve  omise.  En  effet,  Vo  et  V^' 
étant  racines  de  Téquation  (3)  qui  est  actuellement  ir- 
réductible, si  Ton  avait 

il  en  résulterait 

ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 
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Maintenant,  V  désignant  l'une  quelconque  des  racines 
de  la  résolvante  (3),  représentons  par  le  symbole 

[V] 
la  permutation 

•%(v),  -^iv),  ^,;v), ...,  •v-i;v) 

des  racines  de  la  proposée,  et  posons 

(7)       [^A.:Von-s,rVo],    \o,{Y^i')\r=:<^[[{y'::)l 

les  substitutions  du  système  F  seront 
1,  S,,  So,  . ..,  s,_i, 
et  celles  du  système  F,  seront 

1 ,    r>,  ,    o^,  ,    .  ..,    o,^__,  . 

Représentons  enfin  par  T/  la  substitution  par  laquelle 
on  passe  de  la  permutation  [Vo]  à  la  permutation  [V^'  I: 
on  aura,  non-seulement 

(8)  [V.M=:T,[V.], 

mais  encore,  quel  que  soit  A, 

ou,  à  cause  de  la  première  des  formules  (y), 

(9)  L^^(VÏ)]-:Ï.S,.[V„l; 

enfin  la  formule  (8)  réduit  la  seconde  formule  (7)  à 

et  la  comparaison  des  formules  (9)  et  (10)  donne 

(^0  Sy'T,:^T,S,.; 
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d'où 

(■2)  Sf=:.T,S,ï-'. 

Les  formules  (8)   et  (9)    expriment  que  le  système 
conjugué  G  est  représenté  par 

I,  Si,  So,  .     .     .     ,         Sj;l_1, 

Ti,       T,Si,       T1S2,        ...,TiS,_i, 
T5,       T„S,       T,So,        ...,T,S,_„ 


i3 


et  la  formule  (12)  exprime  que  les  systèmes  F,  F^,  .  .  . 
F^_i  sont 

(r  rzr  I  ,       Sj,  S2,  -  .  .  ,      Sa— 1, 

r^^zi,    ïiSiï7S        TiS/r;',  ...,  T,s.,_yT~' 

;i4)  t       r,r=:i,     T0S1T7',  T,S5T7\    ...,    T2S,__iV 


Ces  systèmes  sont,  comme  on  le  voit,  semblables,  en 
sorte  que  chacun  d'eux  peut  se  déduire  du  premier  F  en 
exécutant  dans  les  cycles  de  chacune  des  substitutions 
de  celui-ci  une  même  substitution  T,  ce  qui  achève  la 
démonstration  du  théorème  énoncé. 

581.  Théorème  IY.  —  Si  le  système  G  propre  à  l'é- 
quatLOJîf[x]  z=:  o  se  réduit  à  un  système  F  (V ordre  in- 
férieur, par  l'adjoiiction  d'une  racine  de  V  équation 
auxiliaire  irréductible  ^(z)  =  o;  5/,  en  outre,  les  ra- 
cines de  cette  équation  auxiliaire  sont  exprimables  ra- 
tionnellement en  fonction  de  lune  d'entre  elles  et  des 
quantités  connues,  le  système  F  ne  changera  pas  quand 
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on  exécutera  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitulions 
une  substitution  quelconque  du  système  G. 

En  effet,  soient 

,-(,      et      ZiZ-Oz^, 

deux  racines  de  l'équation  auxiliaire  :  B  désigne  ici  une 
fonction  rationnelle  ;  l'équation  ^(z)  =  o  étant  supposée 
irréductible,  elle  admettra  toutes  les  racines 

z,,    Qz^,,    O'zo O^'-^z^; 

l'un  des  termes  de  cette  suite  se  réduira  à  Zo,  et  si  l'on 
suppose 

0^-?o~-3o     ou      0''-^Oz,—  Zq, 

il  en  résultera 

par  conséquent  les  racines  Zq  et  zi  sont  exprimables  ra- 
tionnellement l'une  par  l'autre. 

Il  s'ensuit  que  les  quantités  connues  sont  les  mêmes 
après  l'adjonction  de  1:0  on  après  celle  de  Zi\  le  sys- 
tème Vi  propre  à  l'équation y{j;)  =  o,  après  l'adjonc- 
tion de  Zi,  est  donc  le  même  que  le  système  F  qui  est 
propre  à  l'équation  après  l'adjonction  de  Zq.  Et,  comme 
les  systèmes  r,  F/  peuvent  être  représentés  par 

I,    S,,  s„  ...,    s,_,, 

on  voit  que  le  système  F  ne  changera  pas  si  l'on  mul- 
tiplie ces  substitutions  à  droite  par  T/  et  à  gauche  pai- 
T~*,  opération  qui  revient  à  exécuter  la  substitution  T/ 
dans  les  cycles  des  substitutions  de  F. 

Enfin,  toute  substitution  de  G  est  la  forme 

U  —  T^S^, 
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ce  qui  donne 
d'où 


TT— 1  —  <s~'  T~l 


Par  conséquent,  si  l'on  veut  exécuter  la  substitution  U 
dans  les  cycles  des  substitutions  de  F,  il  suffira  de  faire, 
dans  ces  cycles,  d'abord  la  substitution  Sk,  puis  la  substi- 
lution  T/.  ;  il  est  évident  que  la  première  opération  ne 
changera  pas  F,  puisque  S^  fait  partie  de  ce  système  : 
d'ailleurs  nous  venons  de  prouver  que  la  deuxième 
opération  ne  produit  elle-même  aucun  changement  sur  F; 
donc  ce  système  reste  invariable  quand  on  exécute  la 
substitution  U  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitutions. 

CoROLLAiTiE.   —  Si  l' équatioii  auxiliaiie  est   de  la 
forme  zP  =.  A,  et  que  les  racines  j^^"^^^  de  l unité  se  trou- 
vent au  nombre  des  quantités  précédemment  adjointes, 
on  se  trouvera  dans  les  conditions  du  précédent  théo- 
rème. 

582.  Théotœme  V.  —  Si  le  système  conjugué  G ^ ,  propre 
à  r équation  f  [x)  ■=■  o,  se  réduit  à  un  système  F  d' ordre 
inférieur,  quand  on  adjoint  à  l'équation  toltes  les  ra- 
cines d'une  équation  auxiliaire  irréductible  (^(3)  =  o, 
de  degré  m^  le  système  F  ne  cliangera  pas  quand  on 
exécutera,  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitutioJis, 
une  quelconque  des  substitutioJis  du  système  G  (  *  ). 

En  effet,  soit  Z  une  fonction  rationnelle  des  îu  racines 


I 


(>) 


■•O1     -^ti     ^-21 


(  '  )  Ce  ihéorème  ne  diffère  pas  au  fond  de  la  proposition  III  du  Mémoire 
de  Galois.  Sous  ce  titre  de  proposition  III,  Galois  avait  d'abord  inscrit 
J'énonce  du  corollaire  de  notre  théorème  IV,  avec  une  démonstration,  mais 
il  a  effacé  le  tout  pour  y  substituer  l'énoncé  qu'il  a  adopté  définitivement. 
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de  l'équation  auxiliaire,  telle  que  les 

M  =  1 . 2 . 3 .  .  .  /« 

fonctions  qu'on  en  déduit  par  les  substitutions  aient  des 
valeurs  difï'érentes  ;  soient  en  outre 

#(Z)=r:0 

l'équation  du  degré  M  qui  a  pour  racines  les  x\l  valeurs 
de  Z,  F  (Z)  un  diviseur  irréductible  de  c^(Z),  et 

(2)  Zo,  Zi,    Zo,    .  .  .,   Z,,._i 

les  II  racines  de  l'équation 

(3)  F(z;  =  o. 

Les  quantités  (2)  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités  (i),  et  réciproquement  celles-ci  peuvent  s'expri- 
mer en  fonction  rationnelle  des  quantités  (2)  (n"  502)  : 
donc  Tadjonction  des  unes  entraîne  l'adjonction  des  au- 
tres. Par  conséquent,  d'après  notre  hypothèse,  le  sys- 
tème G,  propre  à  l'équation  proposée,  doit  se  réduire, 
par  l'adjonction  des  racines  de  l'équation  (3).  Mais  ces 
racines  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction 
de  l'une  quelconque  d'entre  elles  ;  donc  l'adjonction 
d'une  seule  racine  équivaut  à  l'adjonction  de  toutes,  et 
Ton  se  trouve  alors  dans  les  conditions  du  théorème  IV. 

583.  Théorème  \T.  — Soient  G  le  sj'slè/ne  conjugua 
propie  à  l'équation 

(,)  /i-)-o 

et 

unefonctionrationneUc desn racines Xq^x^jX^,  . . . ,  x,,^ \ , 
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dont  la  valeur  numérique  ne  soit  pas  actuellement  con- 
nue. Si  l'on  adjoint  cette  valeur  numérique  à  l'équation 
proposée,  le  système  T  propre  à  léquatioji,  après  l'ad- 
jonction^ sera  formé  par  celles  des  substitutions  de  G 
qui  n  altèrent  pas  la  valeur  numérique  de  la  fonction  ^. 

Les  conditions  de  ce  théorème  se  ramènent  immédia- 
tement à  celles  du  théorème  III.  Exécutons  toutes  les 
substitutions  des  racines  x  dans  l'expression 


et  formons  le  produit  ^  (^)  de  tous  les  résultats  obtenus. 
Les  coefficients  du  polynôme  ^'^[z)  seront  des  fonctions 
symétriques  des  racines  x,  et  par  conséquent  ils  seront 
rationnellement  connus;  décomposons  ce  polynôme  en 
ses  facteurs  irréductibles,  et  désignons  par  9(-)  l'un  de 
ces  facteurs  qui  s'annulent  pour  ^  =  z^.  INous  nous  trou- 
vons placés  alors  dans  le  cas  où  l'on  adjoint  à  l'équation 
proposée  la  racine  Zq  de  l'équation  irréductible 

(3)  ?;^]  =  o. 

Soient,  comme  dans  le  théorème  III, 
les  V  racines  de  la  résolvante 

(4)  f;v;==o, 

qui  est  actuellcjncnt  irréductible.  Les  racines  x  étant 
exprimables  rationnellement  par  l'une  quelconque  des 
racines  V,  posons  aussi,  comme  précédemment, 

Xo  r^-::  yo  (  ^'u^'j       '''l  ~"  Vl  To  ,  >     •  •  •  »       '^n-ï  =  •^/.  -1  (  ^o); 

la  formule  {?.)  deviendra 
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et  l'on  peut  faire  en  sorte  (n"  182)  que  ^  soit  une  fonc- 
tion entière  d'un  degré  inférieur  à  v.  Alors  l'équation 

(5)  T(V)-Zo=:0 

admet  la  racine  Vo  de  l'équation  (4).  Soient 

(6)  Vo,  \u ...,  \v,:       . 

les  ju  racines  communes  aux  équations  (4)  et  (5),  et  po- 
sons 

).  :  V,  ^0  ;  -^^ ,  V  -  Vo  :  ;  V  -  V,  ; . . .  ,  V  -  v,,..i  )  ; 

les  coefficients  de  l'équation 

(7)  ).y,Z,]:-:.0 

sont  rationnels  après  l'adjonction  de  r:o  ;  je  dis  que  cette 
équation  est  irréductible.  En  effet,  si  le  contraire  a  lieu, 
soit  C7(V,  ^0)  le  diviseur  irréductible  de  ^(V,  ^o)  qui 
s'annule  pour  V  =  Vo  ;  on  aura  (théorème  III) 

Zi,  Zo,  ...,  3^_,  étant  des  racines  de  l'équation  (2)  dis- 
tinctes de  ^0  ;  Téquation 

cj;v,  .3o)  ~o 

n'admettra  qu'une  partie  des  racines  (6),  et  l'une  de  ces 
racines,  V^  par  exemple,  devra  satisfaire  à  une  équation 
telle  que 

(8)  cT,V,Zi;.-o. 

Effectuons  la  division  de  H'"  [  V  )  —  z  par  cj  (V,  ^)  jus- 
qu'à ce  que  nous  parvenions  à  un  reste  de  degré  inférieur 
au  diviseur;  désignons  par  0(V,  z)  ce  reste,  et  par 
I1(V,  z)  le  quotient  de  la  division;  on  aura 

Tf V}  ~-z-~rj'v,z'  n  y,  z.  -h  (-)  v,^;; 
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par  hypothèse,  *^*(V)  —  ^o  est  divisible  par  À(V,  2:0); 
ce  polynôme  l'est  donc  aussi  par  u(Y,  Zq),  et  en  consé- 
qucQce,  le  reste  0(V,  2)  de  la  précédente  division,  se 
réduit  identiquement  à  zéro  pour  z  =  Zq.  Alors,  par  un 
raisonnement  déjà  employé,  nous  concluons  que  le  même 
reste  est  nul  pour  z  =  Zt^  et  l'on  a 

Maintenant  nous  avons  supposé  que  V]  est  une  racine 
de  l'équation  (8)  ;  on  a  donc 

ce  qui  est  impossible,  puisque  V<  est  racine  de  l'équa- 
tion (5),  et  que  Zi  est  différente  de  ^o- 

Nous  concluons  de  là  que  l'équation  (y)  est  irréduc- 
tible, en  sorte  qu'elle  devient  l'équation  résolvante, 
après  l'adjonction  de  ^o-  J-'G  système  conjugué  propre  à 
l'équation  proposée  se  compose  alors  des  ^  substitutions 
qu'on  exécute  en  remplaçant  Vo  par  chacune  des  quan- 
tités (6)  dans  la  permutatloQ  des  racines 

D'ailleurs  les  quantités  (6)  sont  celles  des  racines  de 
l'équation  (5)  qui  appartiennent  à  la  résolvante  primi- 
tive; donc  les  substitutions  dont  nous  venons  de  parler 
sont  celles  par  lesquelles  la  valeur  numérique  Zq  de  la 
fonction  ^  [xq,  Xi,  ...,  Xfi_i)  reste  invariable. 

584.  Théorème  VII.  —  Le  nombie  p  étant  premier^ 
soit  V  =  [xp  l'ordre  du  système  cojijugué  G  propre  à  une 
équation  f  [x)  ^=.  o.  Si  l'on  peut  former  avec  [j.  substitu- 
tions de  G  un  système  conjugué  F  qui  reste  inv^ariable 
quand  on  exécute  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitu- 
tions les  diverses  substitutions  de  G,  il  suffira  d' extraire 
la  racine  pi^''"'^  d'une  certaine  quantité  rationnelle,  et 
S.    -  .-//-.  sup.,  H.  42 


'658  coulis    DALGÈUnE    SUPÉUIEURE. 

d'adjoindre  cette  racine  p'f'"'^^  à  V équation^  pour  que  T 
devienne  le  système  propre  à  cette  équation.  On  suppose 
que  les  racines  poèmes  j^  l'unité  font  partie  des  quantités 
précédemment  adjointes. 
Soient 

(i)  I,  s„  s„  ....  s,_, 

les  substitutions  du  système  F,  et  T  une  substitution 
de  G  qui  n'appartienne  pas  à  F;  on  aura,  par  hypothèse, 
quel  que  soit  z, 

(2)  ïs/r-^==Sy, 

j  étant  un  indice  convenablement  choisi.  Si  le  système 
des  puissances  de  T, 

(3)  I,  T,  ï%   ...,  V~\ 

d'ordre  t,  a  quelques  substitutions  communes  autres  que 
l'unité  avec  le  système  (i),  soit  T"  la  plus  petite  puissance 
de  T  contenue  dans  ce  système.  En  multipliant  les  sub- 
stitutions (i)  par  les  substitutions 

J  ,      J^      J.    ,      .  .   .  ,      X  , 

on  obtiendra  les  [ko:  produits 

I,       S,,         S,,    . . .,  s,,_,, 

(4) 

(  T-\  T^-ns, ,  T«-^S...„ 

qui  seront  distincts;  car,  si  l'on  avait 


on  en  conclurait 


'p  .  —  c    c-  ' 

J    _,     __     l^fr  &/^        , 
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ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu,  puisque  la  substitution 
So^S^^  fait  partie  du  système  (i),  tandis  qu'il  n'en  est  pas 
ainsi  à  l'égard  de  TJ  à  cause  dey  <^a.  Ensuite  le  produit 
de  deux  quelconques  des  substitutions  (4)  peut  être  ra- 
mené par  la  formule  (2)  à  la  forme 

T»"^-+^'S/,  ou  T^'S/,, 

h  étant  <^  a,  et  ce  produit  est  l'une  des  substitutions  (4). 
Ces  substitutions  forment  ainsi  un  système  conjugué 
d'ordre  [xa;  elles  sont  d'ailleurs  contenues  dans  le  sys- 
tème G  dont  l'ordre  est  ^/j>:  donc  [/.p  est  divisible  par  pa 
et  p  par  oc  ;  il  s'ensuit  que  oc  est  égal  à  1  ou  à  p,  puisque  j? 
est  un  nombre  premier.  Si  a  =  i ,  la  substitution  T  appar- 
tient à  r,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Ainsi  x  =  p; 
mais  alors  le  système  (4)  contient  [xp  substitutions,  et, 
par  conséquent,  il  n'est  autre  que  le  système  G.  Les  puis- 
sances de  T  contenues  dans  F  sont  donc 

I,  T",  T'",    ...,   TC^-n/', 
et  l'on  a 

X  *    1 

on  a  d'ailleurs  évidemment 

(  /.  —  1)7?  =  ou  <^t  —  I ,      /,p  r—  qt, 

q  étant  un  entier,  ce  qui  exige  que  q  =  r ,  en  sorte  que 
l'ordre  de  la  substitution  T  est  nécessairement  égal  à  p 
ou  à  un  multiple  de  p. 

Cela  posé,  soit  0  une  fonction  rationnelle  des  n  Ydi- 
cines  Xq,Xx,  Xo,  ...,  3C,j^\  de  l'équation /"(x)  =  o,  telle 
que  les  i  ,i,Z.  .  ,n  fonctions  qu'on  en  déduit  par  les 
substitutions  aient  des  valeurs  numériques  inégales. 
Exécutons  sur  cette  fonction  les  iJi  substitutions  (i)  de  T 
et  désignons  par 

42. 
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les  résultats  obtenus.  Prenons  enfin  une  fonction  ration- 
nelle et  symétrique  9  des  ^  quantités  (3);  on  pourra  faire, 
par  exemple, 

(4)  ^  =^  («  -  ©o)  (0  -  ©i)  ...  (0  -  ©:._,), 

0  désignant  ici  une  indéterminée. 

La  fonction  Ô  est  invariable  par  les  substitutions  de  f, 
mais  elle  varie  par  toute  autre  substitution;  exécutons 
sur  cette  fonction  les  puissances  de  la  substitution  T. 
savoir  : 

l  f      Xf      X     ,      .   .    .  ,      X  f 

et  désignons  par  9i  le  résultat  obtenu  par  la  substitu- 
tion T^  Représentons  aussi  par  a  une  racine  de  Téquation 

.Vf  —  I 


et  posons 

la  fonction  12  est  évidemment  invariable  parla  substitu- 
tion T  qui  a  pour  effet  de  déplacer  circulairement  les 

quantités 

0,,  0,,   0,,    ...,    0^,_,- 

elle  ne  varie  pas  non  plus  par  les  substitutions  de  F, 
car  on  a 

et,  en  exécutant  une  substitution  S, 

On  peut  conclure  de  là  que  la  fonction  0  est  invariable 
par  toutes  les  substitutions  du  système  G,  qui  est  actuel- 
lement propre  à  l'équation  proposée.  11  s'ensuit  que  la 
valeur  de  0  est  actuellement  connue  ;  si  donc  on  adjoinl 
à  l'équation  le  radical 
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la  fonction 

sera  connue. 

Les  seules  substitutions  qui  laissent  cette  fonction  in- 
variable sont  celles  de  F,  et,  par  conséquent,  d'après  le 
théorème  VI,  F  devient,  par  l'adjonction  de  v^,  le  sys- 
tème conjugué  propre  à  l'équation. 

585.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  per- 
mettent d'aborder  la  solution  de  ce  problème  : 

Dans  quel  cas  une  équation  est-elle  résoluble  par 
radicaux  ? 

A  cet  effet,  Galois  observe  que,  dès  qu'une  équation 
est  résolue,  une  fonction  quelconque  de  ses  racines  est 
connue,  même  lorsqu'elle  n'est  invariable  par  aucune 
substitution.  En  conséquence,  le  système  conjugué  propre 
à  l'équation  ne  contient  plus  alors  que  la  seule  substi- 
tution identique,  celle  qui  est  égale  à  l'unité. 

La  solution  du  problème  qui  a  pour  objet  la  résolution 
d'une  équation  doitdoncconsisterdansl'abaissementsuc- 
cessif  de  l'ordre  du  système  conjugué  propre  à  l'équation. 

«  Suivons,  dit  Galois,  la  marche  des  opérations  pos- 
»  sibles  dans  cette  solution,  en  considérant  comme  opé- 
»  rations  distinctes  l'extraction  de  chaque  racine  de  de- 
»  gré  premier. 

»  Adjoignons  à  l'équation  le  premier  radical  extrait 
»  dans  la  solution.  Il  pourra  arriver  deux  cas  :  ou  bien, 
»  par  l'adjonction  de  ce  radical,  Y  ordre  du  sjstènie  co7i- 
»  jugué propre  à  l'équation  sera  diminué  (*);  ou  bien, 

(')  J'indique  par  des  italiques  les  légers  changements  que  nécessite 
ici  l'emploi  exclusif  des  systèmes  de  substitutions  que  nous  avons  adoptés 
au  lieu  des  groupes  de  permutations  dont  Galois  fait  usage. 
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cette  extraction  de  racine  n'étant  qu'une  simple  pré- 
paration, le  système  propre  à  L'équation  restera  le 
même. 

»  Toujours  sera-t-il  qu'après  un  certain  nomhTe Jini 
d'extractions  de  racines,  V ordre  du  système  propre  à 
V équation  devra  se  trouver  diminué,  sans  quoi  l'équa- 
tion ne  serait  pas  soluble. 

»  Si,  arrivé  à  ce  point,  il  y  avait  plusieurs  manières 
de  diminuer  l'ordre  du  système  propre  à  l'équation 
proposée  par  une  simple  extraction  de  racine,  il  fau- 
drait, pour  ce  que  nous  allons  dire,  considérer  seule- 
ment un  radical  du  degré  le  moins  haut  possible  parmi 
tous  les  simples  radicaux,  qui  sont  tels,  que  la  connais- 
sance de  chacun  d'eux  diminue  V ordre  du  système 
propre  à  L'équation. 

»  Soit  donc  p  le  nombre  premier  qui  représente  ce 
degré  minimum,  en  sorte  que  par  une  extraction  de 
racine  de  degré/;  on  diminue  V  ordredu  système  propre 
à  l'équation. 

»  Nous  pouvons  toujours  supposer,  du  moins  pour  ce 
qui  est  relatif  au  système  propre  à  V  équation  y  que, 
parmi  les  quantités  adjointes  précédemment  à  l'équa- 
tion, se  trouve  une  racine  p^'^'^''  de  l'unité  ;  car,  comme 
cette  expression  s'obtlentpar  des  extractions  déracines 
de  degrés  inférieurs  à  /?,  sa  connaissance  n'altérera  en 
vlenle  système propj'e  à  ï éijuation.  » 

On  voit  ici  toute  l'importance tles  théorèmes  III  et  IV. 
Dans  l'hypothèse  admise,  le  système  conjugué  propre  à 
l'équation  qui  est  actuellement  G  se  réduit  à  un  système  F 
d'ordre  inférieur;  il  en  résulte,  d'après  les  théorèmes  III 
et  IV  (corollaire),  que  l'ordre  de  F  est  un  diviseur  de 
l'ordre  G,  et  que  ce  système  reste  invariable  quand  on 
exécute  dans  les  cvcles  de  toutes  ses  substitutions  l'une 
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{|uelconque  des  substitutions  de  G.  Et  réciproquement, 
d'après  la  proposition  VII,  G  étant  le  système  d'ordre 
v  =  iJ.p  actuellement  propre  à  l'équation,  si  l'on  peut 
trouver  un  système  F  d'ordre  ^  qui  soit  contenu  dans  G, 
et  qui  reste  invariable  quand  on  exécute  les  substitutions 
de  G  dans  les  cycles  de  toutes  ses  substitutions,  T  devien- 
dra, par  l'extraction  d'une  racine  p»^™''  et  par  l'adjonction 
de  cette  racine,  le  système  propre  à  l'équation. 

Ainsi  ces  propositions  découvertes  par  Galois,  et  dont 
nous  avons  donné  des  démonstrations  complètes  et  rigou- 
reuses, indiquent  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  l'abaissement  de  l'ordre  du  système  conjugué  propre 
à  l'équation. 

Cet  ordre  ayant  été  abaissé  une  première  fois  par  l'ad- 
jonction d'un  radical,  on  peut  raisonner  sur  le  nouveau 
système  conjugué  comme  sur  le  précédent,  et  il  faudra 
qu'il  se  réduise  aussi  de  la  même  manière,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  système  qui  ne  con- 
tienne plus  que  la  seule  substitution  égale  à  l'unité. 

586.  Il  est  aisé  d'observer  cette  marche,  comme  l'a  re- 
marqué Galois,  dans  la  résolution  connue  de  l'équation 
générale  du  quatrième  degré. 

Soient 


les  racines.  Le  système  conjugué  G  propre  à  l'équation 
est  ici  le  système  des  i.  2.  3.  4  =  ^4  substitutions  des 
quatre  racines,  et  l'on  obtient  (n'^  443),  en  faisant  le  pro- 
duit des  quatre  systèmes, 

I ,    [a,  b]  [c,  d], 

I,    [a,c]  [h,d), 

I,   [b,  c,  d  ,    [b,d,c), 

I,    {b,c].  ^ 
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L'équation  dont  il  s'agit  se  résout  au  mo\en  d'une 
équation  du  troisième  degré,  laquelle  exige  Textraction 
d'une  racine  carrée.  Dans  la  suite  naturelle  des  idées, 
c'est  par  cette  racine  qu'il  faut  commencer.  En  adjoi- 
gnant cette  racine  carrée  à  l'équation  proposée,  on  réduit 
à  12  (théorème  VII)  l'ordre  du  système  conjugué  propre 
à  l'équation,  lequel  devient  alors  égal  au  produit  des  trois 

I,    [n,b][c,d), 
1,    [a,  c](b,  d], 

I,         :     ^,      C,      d),         [h,d,      C). 

Maintenant,  par  l'extraction  d'une  racine  cubique,  on 
réduira  à  4  l'ordre  du  système  propre  à  l'équation  ;  ce 
système  est  le  produit  des  deux 

I,    [a,  b)[c,  d], 
I,    (a,  c)  {h,d]. 

L'extraction  d'une  racine  carrée  réduira  à  2  l'ordre  du 
système  qui  deviendra  ainsi 

1,    [ajj]  [c,d); 

enfin,  par  une  dernière  extraction  de  racine  carrée,  le 
système  propre  à  l'équation  se  réduit  à  l'unité;  alors 
l'équation  est  résolue. 

Suite  des  recherches  de  Galois.  —  Applications  aux 
équations  irréductibles  de  degré  premier. 

587.  Les  applications  de  la  théorie  que  nous  venons 
d'exposer  offrent  encore  bien  des  difficultés  (*).  Nous 


(  ')  M.  C.  Jordan  a  présenté  à  l'Acad(  mie  des  Sciences  des  recherches 
nouvelles  sur  ce  sujet. 


SECTIOJV    V.   CFIAVIÏTIE    V.  665 

nous  bornerons  à  celle  que  Galois  en  a  faite  aux  équa- 
tions irréductibles  dont  le  degré  est  un  nombre  premier. 

Lemme.  —  Une  équation  irréductible  de  degré  pre- 
mier ne  peut  de^eiiir  réductible  par  l'adjonction  diui 
radical  dont  l'indice  serait  autre  que  le  degré  même  de 
l'équation. 

En  effet,  supposons  que  l'équation  irréductible 

{.)  /(.'■) -o, 

de  degré  premier  n,  devienne  réductible  par  Fadjonction 
d'un  radical.  Comme  l'extraction  d'une  racine  de  degré 
composé  se  ramène  à  des  extractions  successives  de  ra- 
cines de  degrés  premiers,  on  peut  supposer  que  l'indice 
du  radical  dont  il  s'agit  est  un  nombre  premier.  Seule- 
ment, si  la  quantité  soumise  à  ce  radical  ne  fait  pas  partie 
des  quantités  actuellement  connues,  on  devra  la  regarder 
comme  adjointe  à  l'équation. 

Gela  posé,  soit  m  le  plus  petit  nombre  premier  tel, 
que  l'équation  (i)  devienne  réductible  par  l'adjonction 
d'une  racine  d'une  équation  de  la  forme 

(2)  z'-=^k, 

A  étant  une  quantité  connue  ou  une  quantité  dont  l'ad- 
jonction laisse  l'équation  (i)  irréductible.  Les  racines 
de  l'équation 

(3)  z"'^^i 

peuvent  être  regardées  comme  faisant  partie  des  quan- 
tités connues,  en  ce  sens  que  ces  racines  s'obtiennent  par 
des  extractions  de  racines  de  degrés  inférieurs  à  ni,  et 
que,  d'après  notre  hypothèse,  leur  connaissance  ne  suffît 
pas  pour  effectuer  la  réduction  de  l'équation. 

Soient  /'  une  racine  de  l'équation  (2)  et  a  une  racine 
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primilive  de  l'équation  (3);  les  racines  de  l'équation  ['.>.  ) 
seront 

Maintenant,  si  l'adjonction  de  ;'  réduit  l'équation  (i), 
soit  tp  (.r,  7')  le  diviseur  irréductible  de  f[oc)  qui  a  le 
moindre  degré;  le  polynôme  y*(ji:)  sera  divisible  par 
chacune  des  fonctions 

çp(,r,  /■),    o(.r,  a/-),    ...,   9;  J.r,  a'""^  r  ;. 

Le  produit  de  ces  diviseurs  est  une  fonction  symétrique 
des  racines  de  l'équation  (2),  et,  par  suite,  il  est  expri- 
mable rationnellement  par  les  quantités  connues;  d'ail- 
leurs ce  produit  ne  peut  s'annuler  que  pour  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  l'équation  (i);  donc,  puisque  cette 
équation  est  irréductible,  le  produit  dont  il  s'agit  est  né- 
cessairement une  puissance  àafix),  et  l'on  a 

(4)      [/(•^•)j''=^?(-^'  '')?('^">  «''1  ••  •  ?(-^''  ^^''-'n- 

Si  les  deux  équations 

©(j?,  a' y)  '.z::-  o,      'f  (••'')  vJ r]  ~-  o 

ont  une  racine  commune,  elles  ont  toutes  leurs  racines 
communes;  car,  si  le  contraire  avait  lieu,  les  premiers 
membres  de  ces  équations  auraient  un  diviseur  commun 
'i>[xj  /•)  qui  serait  rationnel  relativement  aux  quantités 
connues,  et  (p(x,  /•)  ne  serait  pas  le  diviseur  de  /  (.r)  du 
degré  minimum. 

Alors,  si  l'on  extrait  la  racine  </'''""'  des  deux  membres 
de  la  formule  (4),  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

(5)        f  [.v] --=.:-- '^[.r,  r)  f[,r,  «r)^[.r,  €/•;  .  ..  f'x,  sr  , 

a,  o, ...,  S  désignant  des  racines  de  l'équation  (3).  Mais, 
le  degré  dey(x')  étant  un  nombre  premier,  la  formule  (5j 
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ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  polynômes  cj)  sont  du  premier 
degré,  et  la  formule  (4)  montre  que  m  est  divisible  par  n  ; 
d'ailleurs  m  est  premier  :  donc  on  a  m  =  n . 

Corollaire.  —  Une  équation  irrédactihle  de  degré 
prender  ne  peut  de^^enir  réductible,  à  moins  que  le  sys- 
tème conjugué  qui  lui  est  propre  ne  se  réduise  à  la  seule 
substitution  égale  à  l' unité. 

En  effet,  d'après  le  lemme  précédent,  si  l'équation  pro- 
posée se  réduit,  son  premier  membre  se  décompose  en 
facteurs  linéaires,  et,  par  suite,  elle  se  trouve  résolue. 

588.  Il  nous  reste  à  faire  connaître  les  théorèmes  par 
lesquels  Galois  a  exprimé  la  condition  de  résolubilité  des 
équations  de  degré  premier. 

Théorîime  I.  —  SiuJie  équation  irréductible f  [x)  =  o, 
d'un  degré  premier  n,  est  résoluble  par  radicaux,  ses 
a  racines  pourront  être  représentées  par  Xz  [l'indice  z, 
pris  suivant  le  module  7i,  devant  être  réduit  à  l'un  des 
nombres  o,  i,  2,  ...,  [n —  i)],  de  telle  manière  que  le 
système  conjugué  actuellement  propre  à  V équation  ne 
renferme   que  des  substitutions  linéaires   et  ejitières, 

c'est-à-dire  des  substitutions   de    la  forme  i     "  \-> 

a  et  b  étant  des  consta/ites. 

En  effet,  l'adjonction  successive  de  quantités  radicales 
réduira,  par  hypothèse,  à  l'unité  le  système  conjugué 
propre  à  l'équation,  et,  d'après  le  lemme  précédent,  cette 
équation  restera  irréductible  jusqu'à  la  dernière  adjonc- 
tion. Celle-ci,  qui  est  celle  d'un  radical  d'indice  Ji,  opère 
non-seulement  la  réduction,  mais  encore  la  résolution  de 
l'équation  (n"  587),  et,  d'après  le  théorème  du  n**  580, 
elle  divise  par  Ji  l'ordre  du  système  conjugué  propre  à 
l'équation. 
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Donc,  immédiatement  avant  d'être  réduit  à  l'unilé, 
l'ordre  du  système  propre  à  l'équation  sera  égal  à  n. 
Mais,  quand  l'ordre  d'un  système  conjugué,  relatif  à  un 
nombre  premier  n  de  lettres,  est  égal  à  tz,  le  système 
se  compose  des  puissances  d'une  substitution  circulaire 
d'ordre  n  (n^  426,  corollaire  III);  donc  l'avant-dernicr 
système  propre  à  l'équation  sera  formé  par  les  puissances 
d'une  substitution  qui  sera  représentée  par 


C":) 


si  les  n  indices  ont  été  convenablement  distribués  entre 
les  n  racines.  En  d'autres  termes,  le  système  dont  il  s'agit 
se  composera  des  n  substitutions  linéaires  de  la  forme 


(■"■) 


où  l'on  doit  donner  à  Z>  «  valeurs  con^rrues  aux  nombres 


o,    1,  2,  ...,/<  —  i) 

suivant  le  module  tz,  les  indices  étant  pris,  comme  nous 
l'avons  dit,  suivant  le  même  module. 

Gela  posé,  je  dis  qu'en  remontant  de  cet  avant-dernier 
système  jusqu'à  celui  qui  est  actuellement  propre  à  l'é- 
quation, on  ne  rencontrera  dans  chaque  système  que  des 
substitutions  linéaires  et  entières  de  la  forme 

az  -f-  h 


Cette  proposition  étant  élablie  à  l'égard  deTavant-dernier 
système,  il  nous  suffit  de  démontrer  que,  si  elle  alieupour 
un  système  quelconque  F,  elle  subsiste  pour  le  système  G 
qui  précède  immédiatement  T  dans  l'ordre  des  réduc- 
tions. A  cet  effet,  remarquons  que,  si  F  n'est  pas  l'avant- 
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dernier  système,  il  renferme  néanmoins  les  substitutions 
de  celui-ci;  soit  S^-  Tune  d'elles,  on  aura 

H- g' 


2 


b  étant  l'un  des  nombres  i,  '4,  3,  ...,  [ii  —  i).  Mainte- 
nant, si  l'on  désigne  par  T  l'une  quelconque  des  substi- 
tutions de  G,  on  aura,  quel  que  soit  /,  par  le  théorème 

dun«581, 

TS,T._i  =  Sy,      ou      TS,-  =:  Sy  T, 

Sy  étant  une  substitution  de  F  :  cette  égalité  exprime  que 
Sy  est  une  substitution  semblable  à  S/;  en  conséquence, 
cette  substitution  est  circulaire.  Or,  d'après  notre  hypo- 
thèse, le  système  F  ne  renferme  que  des  substitutions 
linéaires  et  entières;  il  s'ensuit  que  ce  système  ne  peut 
avoir  deux  substitutions  circulaires  S/  et  Sy  d'ordre  7i  qui 
ne  seraient  pas  puissances  l'une  de  l'autre,  car  autremenl 
il  contiendrait  les  nP'  produits  de  la  forme  SfSJ  qui 
seraient  tous  distincts,  et  cela  est  impossible,  puisque  le 
nombre  total  des  substitutions  linéaires  est  seulement 
Il  [n  —  i).  Ainsi  Sy  est  une  puissance  de  S/,  et  l'on  a 


Posons 


on  aura 


TS.  =  (^(^-^;),      S,T=(^ 


z 


et,  par  conséquent, 

si  l'on  remplace  z  successivement  par  5  4-0,  3  4-  2  c 
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z  -f-  Zc,  il  viendra 

Y(z  -f-  3ej  z=Y[z  -f-  f:)-{-9.a=:F(z)  -i-  3^, 

F(3  +  ZÔ)  — F(s-h^;)  -h  ',Z  —  î)azs.-zY{z)  -\-Za; 

enfin,  si  clans  la  dernière  de  ces  égalités  on  pose  S  =  i , 

z  =  o,  F(o)  =  ^,  on  aura 

F(Z)=rr/Z  +  ^, 

a  alb  étant  des  constantes.  Ainsi  le  systènie  G  ne  ren- 
ferme que  des  substitutions  de  la  forme 


r"^!) 


Cette  conclusion  s'applique  en  particulier  au  système  qui 
est  actuellement  propre  à  l'équation. 

589.  Théorème  II.  —  Récipj^oquement,  si  le  système  G 
actuellement  propre  à  l'équation  irréductible  fi^x)  =  o 
de  degré  premier  Ji  ne  renferme  que  des  substitutions  de 
la  Jorme 

(-:)• 

V équation  est  résoluble  algébriquement. 

En  effet,  désignons  par  a  une  racine  de  l'équation 

r« I 

et  par  /•  une  racine  primitive  pour  le  nombre  premier  n; 
posons  en  outre 

Xi        z=  (.ro  -f-  «  .ri        -h  a'-  .i\,       -\-  .  .  .  -f-  a"~^  .r,,_,  )  " , 
X,.       —  (.ro4-«.r,.       4-a^r.,.      H- .  .  .  4- K"-i.r^„_i),.)« 


X,,«-s=  {.ro  -f-  «.r,.«  --.  -{-  a-./\„."    •:  H-  .  . ,  -f-  a''-*  .r(„._.i),.n    t]" . 
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Toute  substitution  du  système  G  est  le  produit  d'une 
puissance  de  la  substitution 


par  une  puissance  de  la  substitution 


(4) 

Les  quantités 

(5)  X„  X„  X,,.,    ...,  X,'--^ 

sont  invariables  par  la  substitution  (3)  (n*^494),  et  elles 
sont  déplacées  circulairement  par  la  substitution  (4); 
donc  toute  fonction  S  des  quantités  (5),  qui  reste  inva- 
riable par  la  substitution  (4  )  effectuée  sur  les  indices 
des  fonctions  X,  est  une  fonction  des  racines.ro,  .r, ,  ..., 
x,t_i  qui  est  invariable  parles  substitutions  du  système  G; 
par  conséquent  (n^  578),  cette  fonction  S  est  rationnel- 
lement connue. 

En  particulier,  si  Ton  désigne  par  X  une  racine  de 
l'équation 

(6)  j:^'-1-_,  =  0 
et  que  l'on  fasse 

(  Xi  -f-  ax,.  h-  r-  X;..  -h ...  -H  )/'-2  x,"--2)  "-i  r=:  r, 


la  quantité  S  sera  connue;  donc  la  quantité 


n-l 


Xi  4-  ).X,,  -1-  r-  X,^  H-  .  .  .  -!-  À-''--  X,n-2  =:      V  ^ 

sera  elle-même  connue  après  l'extraction  d'une  racine  de 
degré  n  —  i . 

En  prenant  successivement  pour  A  chacune  des  racines 
de  l'équation  x"~^ — 1  =  0,  on  aura  7^ —  i  équations  qui 
feront  connaître  les  quantités  (5);  ensuite,  si  l'on  extrait 
la  racine  zz'^'"''  des  équations  (2),  on  aura  un  système  de 
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n  —  I  équations  du  premier  degré  qui  détermineront 
les  n  racines  x,  puisque  la  somme  de  ces  racines  est 
connue. 

Ainsi  l'équation  proposée  est  résoluble  algébrique- 
ment dans  notre  liypotlièse. 

590.  Au  moyen  des  théorèmes  qui  précèdent,  Galois  a 
pu  énoncer,  comme  il  suit,  la  condition  de  résolubilité 
des  équations  irréductibles  de  degré  premier. 

Théorème  111.  —  Pour  qu  une  équation  irréductible 
de  degré  premier  soit  résoluble  par  radicaux,  il  faut  et 
il  suffit  que  la  résolvante  de  La  grange  ait  une  racine 
rationnelle. 

En  effet,  cette  résolvante  de  degré  i,  2,  3, ...,  (/^ —  '.>.) 
a  pour  racines  les  diverses  valeurs  que  prend,  par  les 
substitutions  des  racines  x,  une  fonction  symétrique  des 
quantités  (5)  du  n°  589,  par  exemple  la  fonction 

(X -x,;(x— x,i...(x-x,'-0, 

où  X  représente  une  indéterminée.  Or  il  résulte  des 
théorèmes  I  et  II  que,  si  la  proposée  est  résoluble,  cette 
quantité  est  connue  quel  que  soit  X;  donc  la  résolvanlc 
dont  elle  dépend  doit  avoir  une  racine  rationnelle. 

Réciproquement,  si  la  résolvante  a  une  racine  ration- 
nelle, la  proposée  est  résoluble  ;  car,  dans  ce  cas,  la  fonc- 
tion que  nous  venons  de  considérer  est  connue,  quel  que 
soit  X  :  c'est  la  racine  rationnelle  de  la  résolvante;  or 
cette  fonction  n'est  invariable  que  parles  seules  substitu- 
tions de  la  forme  (  "  j  :  donc  le  système  propre  à  l'é- 
quation ne  renferme  que  de  telles  substitutions  (n°  583), 
et  par  conséquent  (n°  589)  l'équation  proposée  est  ré- 
soluble. 
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591 .  La  condition  de  résolubilité  que  nous  venons  de 
trouver  peut  encore  être  formulée  d'une  autre  manière  : 
tel  est  l'objet  des  propositions  suivantes  : 

Théorème  IV.  —  Si  une  équation  in^éductihle  de  de- 
gré premier  est  résoluble  par  radicaux^  les  racines 
sont  toutes  exprimables  en  fonction  rationnelle  de  deux 
quelconques  d'entre  elles. 

En  effet,  d'après  le  théorème  I,  le  système  conjugué 
qui  est  actuellement  propre  à  l'équation  ne  renferme  que 

des  substitutions  de  la  forme  f  J  •  Or  une  telle  sub- 

stitution, qui  ne  se  réduit  pas  à  l'unité,  déplace  les  n  in- 
dices si  a  =  i,  et  elle  déplace  n  —  i  indices  si  a  est 
différent  de  i .  Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  adjoint  à  l'équa- 
tion deux  racines 

le  système  propre  à  cette  équation  ne  pourra  plus  con- 
tenir que  la  seule  substitution  égale  à  l'unité  ;  car,  d'après 
le  théorème  du  n°  583,  les  substitutions  de  ce  système  ne 
peuvent  déplacer  les  indices  a  et  S.  Donc,  les  racines  x^ 
et  Xq  étant  regardées  comme  connues,  toutes  les  autres 
racines  sont  en  même  temps  rationnellement  connues. 

592.  Théorème  V.  —  Itéciproquemejit,  si  toutes  les 
racines  d'une  équation  irréductible  de  degré  premier 
sont  exprimables  rationnellement  en  Jonction  de  deux 
quelconques  d'entre  elles,  l'équation  est  résoluble  par 
radicaux. 

En  effet,  soient  x^,  x^  deux  racines  quelconques  de 
l'équation  proposée 

Soient  G  le  système  conjugué  actuellement  propre  à 
l'équation,  F  ce  qu'il  devient  après  l'adjonction  de  x^  et 

S.  —  Alg.  sup.,  II.  43 
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avant  celle  de  x^.  Soit  aussi 

(2)  F(V)  =  o 

l'équation  irréductible  que  nous  avons  nommée  résohante 
et  dont  le  degré  exprime  l'ordre  du  système  G. 

L'équation  (2)  devient  réductible  par  l'adjonction 
de  x^,  car  soit  Vq  l'une  de  ses  racines,  x^  est  exprimable 
en  fonction  rationnelle  de  Vo  ;  et  si  l'on  pose 

on  pourra  supposer  (n°  182)  que  ^  soit  une  fonction 
entière  de  degré  inférieur  à  F  (V).  La  racine  Vo  est  ainsi 
commune  à  l'équation 

et  à  l'équation  (2);  par  conséquent  celle-ci  cesse  d'être 
irréductible.  Mais  alors  la  réduction  s'opère  (n®  580) 
par  la  décomposition  de  F(V)  en  /?  facteurs  du  même 
degré,  p  étant  un  diviseur  du  degré  de  l'équation  auxi- 
liaire irréductible  dont  dépend  la  racine  adjointe.  Ici 
cette  équation  auxiliaire  n'est  autre  que  la  proposée  elle- 
même  dont  le  degré  est  le  nombre  premier  n  ;  par  consé- 
quent on  a  p  =zn.  Ainsi  l'ordre  du  système  F  est  la 
^ième  partie  de  l'ordre  G. 

Passons  à  l'adjonction  de  la  racine  Xq.  La  racine  x^  fai- 
sant actuellement  partie  des  quantités  connues,  la  ra- 
cine Xq,  qu'il  reste  à  adjoindre,  est  racine  d'une  équa- 
tion irréductible 

(3)  /l(^,    Xa.)  —  G, 

dont  le  premier  membre  est  égal  au  quotient  — ^ — -  ou 

à  un  diviseur  rationnel  de  ce  quotient,  et,  par  hypothèse, 
l'adjonction  de  x^  doit  réduire  à  l'unité  le  système  propre 
à  l'équation,  lequel  est  actuellement  F.  Mais,  en  vertu 
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du  théorème  du  n°  580,  par  l'adjonction  dont  il  s'agit, 
l'ordre  du  système  propre  à  l'équation  est  divisé  par  un 
facteur  m  du  degré  de  l'équation  auxiliaire,  lequel  est  au 
plus  égal  kn  —  i  ;  donc  l'ordre  de  F  est  égal  à  m,  et  par 
suite  l'ordre  de  G  est  égal  à  nm. 

Le  système  G  ne  peut  renfermer  une  substitution  qui 
laisserait  deux  indices  immobiles,  car,  les  racines  étant 
exprimables  rationnellement  par  deux  quelconques 
d'entre  elles,  supposons  que  l'on  ait 

les  différences 

sont  actuellement  connues,  puisqu'elles  sont  nulles  ;  or 
une  substitution  autre  que  l'unité,  qui  laisserait  immo- 
biles les  indices  a  et  ê,  ferait  varier  quelques-unes  de 
ces  différences.  Une  telle  substitution  ne  peut  donc 
appartenir  à  G  (n°  ^^8),  et,  par  suite,  à  T. 

Maintenant  le  système  F  se  compose  de  celles  des  sub- 
stitutions de  G  qui  ne  déplacent  pas  l'indice  a  (n°  583)  ; 
donc  il  y  a  dans  G,  outre  l'unité,  m  —  i  substitutions  qui 
laissent  l'indice  a  immobile,  et,  comme  on  peut  en  dire 
autant  des  autres  indices,  on  voit  que  le  système  G  ren- 
ferme [m —  i)72-hi  ou  mn — [n — i)  substitutions  qui  ne 
déplacentpas  simultanémentles  /z  indices  .Donc  le  nombre 
des  substitutions  de  G  qui  déplacent  tous  les  indices  est 
égal  kn  —  i  î  je  dis  que  ces  substitutions  sont  circulaires 
et  puissances  les  unes  des  autres.  En  effet,  soit  T  l'une 
de  ces  substitutions;  décomposons-la  en  cycles,  et  soit 

T  :=^  C1C2C3 .  .  .  ; 

l'ordre  de  T  est  un  diviseur  de  nm;  si  donc  T  ne  se  ré- 
duit pas  à  un  cycle  unique  d'ordre  tz,  l'ordre  de  cette 
substitution  sera  égal  à  un  diviseur  d  de  m.  Dans  notre 

43. 
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hypothèse  la  substitution  T  déplace  toutes  les  racines  : 
elle  n'a  donc  pas  de  cycles  du  premier  ordre,  et  elle  est 
irrégulière,  puisque  le  nombre  n  des  lettres  est  premier. 
Soit  ^  l'ordre  du  cycle  le  moins  élevé  ;  la  substitu- 
tion T^  laissera  deux  lettres  au  moins  immobiles  :  donc 
elle  ne  peut  appartenir  à  G;  par  conséquent  la  substi- 
tution T  ne  peut  elle-même  faire  partie  de  G. 

Ainsi  le  système  G  renferme  une  substitution  circu- 
laire T  de  l'ordre  n,   et  les  puissances  de  T  sont  les 
seules  substitutions  de  G  qui  déplacent  tous  les  indices. 
Alors,  si  l'on  désigne  par 
(i)  I ,  Si,   S2    .  •  . ,   S/„_i 

les  substitutions  de  F,  on  obtiendra  le  système  G  en 
multipliant  les   substitutions  (i),  soit  à  droite,   soit  à 
gauche,  par  le  système  conjugué 
(2)  I,  T,   T,    ...,  T"-S 

formé  des  puissances  de  T.  Deux  des  produits  ainsi 
obtenus  sont  en  effet  distincts  et  ils  font  partie  de  G. 

Cela  étant,  on  peut  distribuer  les  indices  o,  1,2,... 
des  lettres  x  de  manière  que  la  substitution  T  soit 

/z  -{-  I 

Désisrnons  alors  par 

une  substitution  quelconque  de  G;  la  substitution  UTU~^ 
semblable  à  T  fait  partie  de  G,  elle  est  circulaire,  et  elle 
coïncide,  d'après  ce  qui  précède,  avec  l'une  des  puis- 
sances de  T  ;  ainsi  l'on  a 

UTU-i  =  T«     ou     UT  =  T«  U , 
a  étant  un  exposant  convenable.  Cette  égalité  revient 
F(3-f-i)  =  F(z)  +  a; 
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remplaçant  successivement  z  par  z-\-i,  z-\~i,  ..., 
z  -j-  Z,  on  trouve 

r(2;-}-Z)=rF(z)-+-«Z; 

faisant  enfin  z  =  o,  F(o)  =  è,  il  vient 

F(Z)  =  «Z-4-  b  : 

ainsi  le  système  G  ne  renferme  que  des  substitutions  de 
la  forme  az  -{~b]  donc  l'équation  proposée  est  résoluble 
d'après  le  théorème  II. 

593.  La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  fournit  une 
démonstration  nouvelle  de  l'impossibilité  de  résoudre 
algébriquement  les  équations  générales  au  delà  du  qua- 
trième degré.  Effectivement,  dans  le  cas  de  l'équation  gé- 
nérale du  cinquième  degré,  la  condition  du  théorème  IV 
n'est  pas  remplie,  et  par  conséquent  l'équation  n'est  pas 
résoluble.  L'impossibilité  de  résoudre  l'équation  générale 
du  cinquième  degré  entraîne  d'ailleurs  la  même  impossibi- 
lité à  l'égard  des  équations  générales  de  degré  plus  élevé. 

Recherches  de  M.  Hermite. 

594.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  présenter  ici  une  analyse 
remarquable  que  M.  Hermite  m'a  communiquée,  et  qui 
a  pour  objet  la  démonstration  de  ce  théorème  de  Galois  : 

Etant  données  deux  quelconques  des  racines  d'une 
équation  ù^réductihle  de  degré  premier,  soluble  par 
radicaux,  les  autres  s^en  déduisent  rationnellement. 

Lemme  L  —  Soient 

F(.r)=o 

une  équation  irréductible  de  degré  quelconque  n,  et 
ses  n  racines.    Si  toutes  les  fonctions  des  racines  in- 


x\  = 
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-variables  par  les  substitutions  de  la  forme  xj,,  x^^^ 

OM  (  ^  j  (les  indices  étant  pris  comme  fait  Galois, 

suivant  le  module  n)  sont  rationnellement  connues,  on 
pourra  déterminer  rationnellement  une  fonction  en- 
tière q^(x)  du  degré  n—  i,  telle  que  l'on  ait 

On  a,  en  effet, 

et,  si  l'on  pose 

F(.r]         .T,  r(.r)        .r,  __F(jf)__         a:^ 

X  -  .T,  F'{x,)  ""  .V  :-  X,  F'{x,)  ~^"  •  •  •  "^  .r -Tr:;;_,  r(^„_i 

il  est  évident  que  (^{x)  sera  une  fonction  entière  du  de- 
gré n  —  I  en  X  et  que  ses  coefficients  seront  des  fonctions 
des  racines  invariables  par  les  substitutions  de  la  forme 
ocfi,  xr^i  ;  on  voit  aussi  immédiatement  que  l'on  a 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

595.  Lemme  II.  —  Si  une  équatioji  irréductible  de  de- 
gré premier  n  est  telle,  que  toutes  les  fonctions  des  ra- 
cines in\fariables  par  les  substitutions  de  la  forme  Xh, 
^/i+i,  et  de  la  forme  x/,,  x^k,  p  désignant  une  racine 
primitive  de  n,  soient  rationnellement  connues,  on 
pourra  déterminer  rationnellement  une  fonction  en- 
tière de  ^  [x)  de  degré  n  —  i ,  telle  que  l'on  ait 

( x„-f-  ).  J-p_H„_,  H-  l^r.^'.+n-x  + . . .  +  X"--./>«-24-«-i  ) " -^  =  ?>  (^«+ 1  ) , 
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les  indices  étant  pris  toujours  suivant  le  module  n  et  X 
désignajit  une  racine  de  l'équation  binôme  X"~':=:i. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  ferons  voir 
que  le  système  des  équations  linéaires  ainsi  posées  entre 
les  coefficients  indéterminés  de  la  fonction  (p  n'est  pas 
altéré  lorsqu'à  la  place  d'une  racine  quelconque  Xk  on 
met  Xk^^  et  aussi  quand  on  remplace  xr  par  x^r- 

Le  premier  point  est  évident,  puisque  chaque  équa- 
tion se  déduit  de  la  précédente  en  ajoutant  une  unité 
aux  indices  des  racines,  et  qu'en  opérant  de  la  sorte  sur 
la  dernière  on  reproduit  la  première. 

Le  second  point  se  vérifie  aussi  immédiatement  par 
rapport  à  l'équation 

car  la  [n —  j^'^'^e  puissance  de  la  fonction  linéaire 

.L\  -h  Xcrp+  l^x^'.  +  .  .  .  -h  A"-^r,"-2 

ne  change  pas  quand  on  multiplie  cette  fonction  par  X  ; 
or  cela  revient  à  multiplier  les  indices  des  racines  par  p, 
ce  qui  ne  change  pas  non  plus  le  second  membre  ^[xq). 
Mais  les  autres  équations  du  système  ne  se  comportent 
plus  de  même.  Dans  l'une  quelconque  d'entre  elles 


)..r,^_,.-{-  >2.r,y:^^-l-  .  .  .  +  V'-^X^n- 


'-..)"-' 


faisons  a^p''-  (mod.  n),  ce  qui  est  possible,  puisque  ce 
ne  reçoit  plus  la  valeur  zéro  ;  il  viendra 

;  I  )        (  .r i+p;x  -h  \ x,^^'.  +  r-  .r^=^.,a  H-  ...  4-  )/''--  x^u --^^^  "  -i  -  y  (  ^pi^  ) , 

et,  en  multipliant  les  indices  parp. 
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Or  la  [n —  lyème  puissance  de  la  fonction  linéaire 

ne  change  pas  quand  on  multiplie  cette  fonction  par  X  ; 
au  lieu  de  l'équation  (2),  on  peut  donc  écrire  la  suivante: 

Or,  en  remarquant  que  p''~^E^  1  (mod.  n),  on  reconnaît 
que  celle-ci  se  déduit  de  l'équation  (i)  par  le  change- 
ment de  [À  en  IX -{-I. 

Il  suit  de  là  que  la  substitution  x/(,  x^k  ne  fait  que 
permuter  circulairement  nos  équations,  rangées,  à  partir 
de  la  deuxième,  suivant  l'ordre  des  valeurs  croissantes 
de  [J..  En  les  résolvant  par  rapport  aux  coefficients  de  cf , 
on  sera  conduit  à  des  fonctions  rationnelles  des  racines, 
invariables  par  les  substitutions  x^,  x^+i  et  Xh,  x^k  ;  de 
sorte  que  ces  coefficients  s'exprimeront  bien  rationnelle- 
ment, comme  nous  l'avons  annoncé.  Notre  lemme  est 
donc  démontré,  et  l'on  en  déduit  le  suivant  : 

596.  Lemme  III.  —  Si  une  équation  de  degj^é  pj^emier 
est  résoluble  algébriquement,  V équation  de  degré 
moindre  d'une  unité,  qu  on  forme  en  divisant  son  pre- 
mier mejnbre  par  un  de  ses  facteurs  linéaires,  appar- 
tient à  la  classe  des  équations  abéliennes. 

En  effet,  relativement  à  l'équation  de  degré  n  —  i, 
qu'on  obtient  par  la  suppression  du  facteur  x  —  x^,  et 
dont  les  racines  ont  été  représentées  par 

•^H-aj        "^f-Ha?        •^f^-t-œj         '  •  i        •'^f"     'n-a» 

on  connaît  rationnellement  la  fonction  résolvante 
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597.  Les  trois  lemmes  que  nous  venons  de  démontrer 
permettent  maintenant  d'établir  très-aisément  le  théo- 
rème que  nous  avons  en  vue.  Faisons  pour  un  instant 

Puisque  nous  connaissons  (lemme  III),  en  fonction  ra- 
tionnelle de  x^,  l'expression 

(Xo  4-  >Xi  +  ).^X2  H-  .  .  .  +  >"-2X,,_2  )'■-', 

nous  devons  pareillement  regarder  comme  connue  toute 
fonction  rationnelle  des  racines  X/^,  invariable  par  les 
substitutions  de  la  forme  X/;,  X^^^., .  Cela  nous  place  dans 
les  conditions  du  lemme  I  ;  ainsi  nous  pouvons  former 
une  fonction  (^  telle  qu'on  ait  généralement 


-/■-f-i 


?(X/.). 


D'ailleurs,  les  coefficients  de  cette  fonction  s'exprime- 
ront rationnellement  par  les  quantités  connues  et  la  ra- 
cine x^;  de  sorte  qu'en  mettant  cette  racine  en  évidence 
nous  aurons 

Or  on  peut  prendre  p^^^,  ê  étant  un  entier  arbitraire, 
mais  essentiellement  différent  de  zéro  ;  il  vient  ainsi 

Cette  équation  exprime  précisément  la  relation  que 
nous  nous  proposions  d'établir;  elle  montre  très-facile- 
ment comment  toutes  les  racines  s'expriment  de  proche 
en  proche,  au  moyen  des  deux  racines  arbitraires  Xa,, 
Xg,+6  )  6t  met  immédiatement  en  évidence  dans  quel  ordre 
elles  naissent  ainsi  les  unes  des  autres. 

598.  Il  est  aisé  de  démontrer  que,  réciproquement,  la 
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relation  précédente,  admise  entre  trois  racines  x^,  x^^  , 

^•„^  ,g,  entraîne  la  résolution  par  radicaux  de  l'équation. 

A  cet  effet,  soient  0  une  racine  de  l'équation  binôme 


la  fonction  résolvante  de  Lagrange.  D'après  la  propriété 
caractéristique  de  cette  fonction,  on  pourra,  sans  altérer 
sa  valeur,  ajouter  aux  indices  des  racines  un  nombre 
entier  arbitraire  c:,  et  écrire 


Gela  posé,  soit  ê  un  autre  nombre  entier  arbitraire,  mais 
différent  de  zéro,  et  prenons  êo  de  manière  qu'on  ait 

ggoEZESi      (mod.  /?); 

on  voit  immédiatement  que  l'on  a 

et  il  est  clair  qu'en  employant  la  relation 

on  pourra,  par  des  substitutions  successives,  transfor- 
mer le  second  membre  en  une  fonction  rationnelle  II  des 
deux  racines  x^_^  oc„^.ç^,  de  manière  à  avoir 

pour  une  valeur  quelconque  de  l'indice  arbitraire  a. 

Gela  étant,  soit,  comme  plus  haut,  X  une  racine  de 
l'équation  binôme  a:""'  =  i,  la  fonction 

[n(x„,  .r,+ç)  -I-  ),ri(x,,  .r,^_Js) 
conserve  la  même  valeur  quand  on  met  ^ê  au  lieu  de  ê, 
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c'est-à-dire  qu'elle  est  indépendante  de  la  valeur  attri- 
buée à  ê.  Chacun  des  termes  dont  elle  se  compose  est 
d'ailleurs  indépendant  de  a;  donc,  en  la  transformant, 
au  moyen  de  la  relation 

en  une  fonction  rationnelle  des  deux  seules  racines  x^ 
et  x^+g,  cette  fonction  devra  se  réduire  à  une  quantité 
connue.  Effectivemept,  si  une  fonction 

conserve  la  même  valeur,  quels  que  soient  les  indices  a 
et  ê,  le  second  indice  étantdifférent  de  zéro,  onpeutécrire 


«—1     /;— 1 


«(«-,)«- J^  2^  ^K.., 


relation  dont  le  second  membre  est  une  fonction  symé- 
trique de  toutes  les  racines  XQ,Xi,  ...,  Xn-i- 

Il  résulte  de  là  que  nous  pouvons  regarder  les  n  —  i 
quantités 

comme  les  racines  d'une  équation  abélienne  résoluble 
par  l'extraction  d'un  seul  radical  de  degré  n  —  i .  Or, 
ces  quantités  une  fois  obtenues,  nous  connaissons,  pour 
toutes  les  valeurs  de  6,  excepté  6  ==::  o,  la  puissance  jt}*'"''^ 
de  la  fonction  résolvante  F (6^);  donc,  par  l'extraction 
de  n — I  radicaux  du  /z'^""' degré,  nous  aurons  ces  diverses 
fonctions  résolvantes,  et,  par  conséquent,  les  racines 
elles-mêmes.  On  sait  d'ailleurs,  par  une  observation 
d'Abel,  que  ces  n  —  i  radicaux  s'expriment  rationnelle- 
ment en  fonction  de  l'un  d'entre  eux  et  des  quantités  sur 
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lesquelles  ils  portent,  quantités  qui  sont,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  les  racines  d'une  équation  abélienne. 

Recherches  de  M.  Kroneclier, 

599.  Je  reproduirai  ici,  en  terminant  cet  Ouvrage,  la 
traduction  textuelle  d'un  Mémoire  de  M.  Léopold  Rro- 
necker,  communiqué  par  Lejeune-Dirichlet  à  la  classe 
des  Sciences  mathématiques  et  physiques  de  l'Académie 
de  Berlin,  le  20  juin  i853  : 

«  Les  recherches  entreprises  jusqu'à  présent  sur  la 
possibilité  de  résoudre  les  équations  de  degré  premier, 
et  particulièrement  celles  d'Abel  et  de  Galois  qui  ont 
servi  de  point  de  départ  à  tous  les  travaux  ultérieurs  sur 
le  même  objet,  ont  eu  pour  principal  résultat  de  con- 
duire à  deux  critérium  à  l'aide  desquels  on  pût  juger  si 
une  équation  donnée  est  résoluble  ou  non.  Mais,  à  vrai 
dire,  ces  critérium  ne  fournissaient  pas  la  moindre  lumière 
sur  la  nature  même  des  équations  résolubles.  On  ne 
savait  même  pas  si,  en  outre  des  équations  traitées  par 
Abel  dans  le  tome  IV  du  Journal  de  Crelle,  et  de  celles 
qui  se  ramènent  immédiatement  aux  équations  binômes, 
on  ne  savait  pas,  dis-je,  s'il  existait  d'autres  équations 
satisfaisant  aux  conditions  données  de  résolubilité.  En- 
core moins  savait-on  former  de  pareilles  équations,  et 
dans  aucune  recherche  mathématique  on  n'en  avait  ren- 
contré. Ajoutons  que  ces  deux  théorèmes  bien  connus 
d'Abel  et  de  Galois  sur  les  équations  résolubles  étaient 
plus  propres  à  en  cacher  la  vraie  nature  qu'à  nous  la  dé- 
couvrir, ainsi  que  je  le  montrerai  plus  particulièrement 
à  l'égard  de  l'un  de  ces  critérium.  Le  caractère  propre 
des  équations  résolubles  restait  donc  dans  une  sorte 
d'obscurité,  et  le  seul  travail  qui  jette  quelque  lumière 
sur  ce  point,  savoir  ;  une  Notice  d'Abel  sur  les  racines 
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des  équations  du  cinquième  degré  à  coefficients  entiers, 
semble  avoir  été  peu  remarqué,  sans  doute  à  cause  de  son 
objet  tout  spécial.  Mais  la  question  ne  pouvait  être  com- 
plètement éclaircie  que  par  la  solution  du  problème  sui- 
vant :  Trouver  toutes  les  équations  résolubles.  Car,  une 
fois  cette  solution  obtenue,  non-seulement  on  peut  trou- 
ver une  infinité  de  nouvelles  équations  résolubles,  mais 
on  a  en  quelque  sorte  devant  les  yeux  toutes  celles  qui  le 
sont,  et  à  l'aide  de  la  forme  explicite  de  leurs  racines  on 
peut  trouver  et  démontrer  toutes  leurs  propriétés. 

»  A  ces  remarques  sur  le  but  et  le  résultat  de  mes  re- 
cherches, je  dois  ajouter  que,  pour  rendre  la  solution  pos- 
sible, il  fallait  encore  transformer  complètement  le  pro- 
blème qui  vient  d'être  posé.  La  manière  de  formuler  la 
question  est,  en  efî'et,  de  la  plus  grande  importance,  et, 
de  peur  que  la  brièveté  ne  nuise  à  la  clarté,  je  m'étendrai 
un  peu  sur  ce  point. 

»  Abel,  dans  un  Mémoire  dont  nous  ne  possédons  que 
des  fragments  (t.  II,  OEui^res  complètes,  n^  XV),  s'est 
proposé,  entre  autres  problèmes,  celui-ci  :  Trouver  l'ex- 
pression algébrique  la  plus  générale  qui  puisse  satisfaire 
à  une  équation  algébrique  d'un  degré  donné.  Si  l'on 
ajoute  à  cet  énoncé  ce  qui  est  nécessaire  pour  rendre  la 
question  déterminée,  il  comprend  tous  les  problèmes 
qu'on  peut  se  proposer  sur  la  résolution  des  équations, 
et  il  est  le  plus  général  qu'on  doive  substituer  à  ce  pro- 
blème impossible  :  Exprimer  en  fonction  algébrique 
des  coefficients  la  racine  d 'une  équation  de  degré  quel- 
conque. Mais,  ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  il  fallait 
rendre  la  question  déterminée  en  précisant  la  manière 
dont  l'expression  cherchée  doit  dépendre  des  coefficients 
de  l'équation  ;  il  convient  donc  de  la  poser  comme  il  suit  : 

»  Trouver  la  fonction  la  plus  générale  de  quantités 
données  quelconques  A,  B,  C,  .  .  . ,  qui  satisfasse  à  une 
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équation  d'un  degré  donné  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  ces  quantités. 

»  Observons  qu'on  doit  supposer  ici  l'équation  irré- 
ductible relativement  à  A,  B,  G,  ...,  c'est-à-dire  que,  A, 
B,  G,  ...  restant  quelconques,  l'équation  ne  doit  pas 
pouvoir  se  décomposer  en  facteurs  d'un  degré  moindre 
dont  les  coefficients  soient  des  fonctions  rationnelles  de 
A,  B,  G,  ....  Gela  posé,  le  problème  précédent  peut 
s'énoncer  de  cette  manière  : 

»  Etant  donné  un  nombre  entier  n,  trouver  lafojic- 
tion  algébrique  la  plus  générale  de  A,  B,  G,  ...  telle 
que,  parmi  les  expressions  qu'on  en  déduit  en  attribuant 
aux  radicaux  leurs  diverses  valeurs,  il  j  en  ait  n  dont 
les  fonctions  symétriques  soient  rationnelles  en  A,  B, 

c,  .... 

»  Ge  nombre  n  est  aussi  le  degré  de  l'équation  qui  a 
pour  racines  les  n  expressions  dont  on  vient  de  parler  : 
dans  le  cas  où  il  est  le  premier,  Abel,  dans  le  Mémoire 
cité,  est  parvenu  à  donner  les  deux  formes  suivantes  aux 
expressions  algébriques  cherchées.  La  première  est 

1  2  ;i.— 1 

(i)  p^^s^  ^f^J  s)  s^ -{-... +f,,_,[s)s''^' 

(tome  II  des  OEuvres  complètes,  p.  2o4)j  où  yi  désigne 
le  degré  supposé  premier  de  l'équation ,  p^  une  fonction 
rationnelle  de  A,  B,  G,  ...,  5  une  fonction  algébrique  des 
mêmes  quantités,  ety^  (^)  une  fonction  rationnelle  de  s 

et  de  A,  B,  G, La  seconde  forme,  qu'on  trouve  à  la 

page  190  du  même  volume,  est 

(2)  P, 

où  Pq  est  une  fonction  rationnelle  de  A,  B,  G,  ...  et  où 
Ri,  Ro,  ...  sont  les  racines  d'une  équation  du  degré 


1          1_ 

1 

Ri^  4-  R"^  -1-  .  . 

1           2 

■-ii^ 
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M  —  I  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 

de  A,  B,  G, M.  Malmsten  a  donné  de  ces  deux  formes 

une  démonstration  étendue  (t.  XXXIV  du  Journal  de 
Crelle),  mais  qui  aurait  besoin,  si  je  ne  me  trompe, 
d'être  complétée  dans  quelques-unes  de  ses  parties. 

»  Il  est  bien  vrai  que  toute  fonction  algébrique,  satis- 
faisant au  problème  proposé,  doit  pouvoir  se  mettre  sous 
ces  deux  formes  ;  mais  ces  formes  sont  encore  trop  géné- 
rales, c'est-à-dire  qu'elles  renferment  des  fonctions  algé- 
briques qui  ne  répondent  pas  à  la  question.  Je  les  ai  donc 
étudiées  de  plus  près,  et  j'ai  trouvé  d'abord  que,  parmi  les 
fonctions  renfermées  dans  la  forme  (2),  celles  qui  satis- 
font au  problème  proposé  doivent  avoir  la  propriété  non- 
seulement  que  les  fonctions  symétriques  de  R,,  Ro,  .  .  . 
soient  rationnelles  en  A,  B,  G,  ...  (ce  qu'Abel  a  remar- 
qué), mais  aussi  que  les  fonctions  cycliques  des  quantités 
R<,R2,  ...,  prises  dans  un  certain  ordre  (^),  soient  éga- 
lement rationnelles  en  A,  B,  G,  .  .  .  :  en  d'autres  termes, 
l'équation  de  degj^é  y,  —  i,  dont  Ri,  Ro,  ...  sont  les 
racines,  doit  être  une  équation  ahélienne.  J'entendrai 
toujours  ici  par  équations  abéliennes  cette  classe  parti- 
culière d'équations  résolubles  qu'Abel  a  considérées  dans 
le  Mémoire  XI  du  premier  volume  des  OEuvres  com- 
plètes, et  dont  je  supposerai  les  coefficients  fonctions  ra- 
tionnelles de  A,  B,  G,  En  désignant  par  x^,  x^,  •  •  • , 

Xn  des  racines  prises  dans  un  ordre  déterminé,  ces  équa- 
tions peuvent  être  définies  soit  en  disant  que  les  fonctions 
cycliques  des  racines  sont  rationnelles  en  A,  B,  G,  ... , 
soit  en  disant  qu'on  a  les  relations 


e(^«-i). 


(*)  On  nomme  fonction  cyclique  de  n  quantités  x^^x^,  ...,  a:„ l'ex- 
pression (^j-i-  aa:„-f-a°Xs-f-. .  .-H a''-^x„)",  où  «  est  racine  de  a"  =  i. 
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où  0  (  ^  )  est  une  fonction  entière  de  x  dont  les  coefficients 
sont  rationnels  en  A,  B,  G,  ....  Nous  reviendrons  tout 
à  l'heure  sur  ces  équations,  dont  la  considération  est  du 
plus  haut  intérêt  au  point  de  vue  de  l'analyse  et  de  la  théo- 
rie des  nombres,  et  aussi,  comme  on  le  voit,  au  point  de 
vue  de  l'Algèbre  proprement  dite. 

»  Un  nouvel  examen  des  formes  (  i  )  et  (2)  fournit  encore 
une  détermination  plus  précise  des  quantités  R  qui  figu- 
rent dans  la  seconde.  On  doit  avoir,  en  effet. 


3)  K=^F{r^>,] 


où  7\,  7,,+i,  .  .  .  sont  les  (à  —  i  racines  d'une  équation 
abélienne  quelconque  du  degré  ^. —  i ,  c'est-à-dire  où  les 
fonctions  symétriques  et  les  fonctions  cycliques  des  quan- 
tités 7'  (prises  dans  l'ordre  des  indices)  sont  rationnelles 
en  A,  B,  G,  ...  où,  de  plus,  F  (7-)  est  une  fonction  ration- 
nelle de  7'  et  de  A,  B,  G,  ...  et  où  enfin  y  m  désigne  le  plus 
petit  reste  positif  de  g"'-  suivant  le  module  [x,  g  étant  une 
racine  primitive  de  ^.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  R^ 
dans  l'expression  (2),  on  obtient  une  forme  qui,  non-seu- 
lement renferme  toutes  les  expressions  satisfaisant  au 
problème,  mais,  ce  qui  est  ici  le  plus  essentiel,  n'en  ren- 
ferme pas  d'autres.  En  d'autres  termes,  la  forme  ainsi 
obtenue  vérifie  identiquement  une  équation  du  degré  ^ 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  A, 
B,  G,  Les  autres  racines  s'obtiennent  par  la  combi- 
naison des  diverses  valeurs  des  radicaux  ^^*-'"^'^  dans  la 
forme  (2),  de  façon  que  la  m}'^^''  racine  z„^  est  donnée  par 
la  formule 

\  l  i  - 

0)  désignant  une  racine  ^^"-'""^  imaginaire  de  l'unité,  et  les 
quantités  R  étant  déterminées  par  la  formule  (3). 
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»  De  là  il  suit  d'abord  que,  tandis  que  les  fonctions 
symétriques  des  quantités  z  sont  rationnelles  en  A,  B, 
G,  . . . ,  les  fonctions  cycliques  des  mêmes  quantités  prises 
dans  l'ordre  des  indices  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
A,  B,  G,  . . . ,  de  r^ ,  7%,  •  •  . ,  et  de  co.  On  voit  par  là  que 
toute  équation  résoluble  algébriquement  d'un  degré 
premier  p.  est  une  équation  abélienne,  quand  on  regarde 
comme  connue  une  quantité  jO<  qui  elle-même  est  racine 
d'une  équation  abélienne  du  degré  fj.  —  i ,  ou  bien  encore 
que  les  p  racines  d'une  équation  résoluble  sont  toujours 
liées  entre  elles  de  façon  que  l'on  ait 

oiif[z,  px)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  z,  de  p^ 
eï  c?e  A,  B,  G,  ...  (  ^  ),  et  ou  p^  est  la  racine  d'une  équa- 
tion abélienne  dont  les  coefficients  sont  des  Jonctions 
rationnelles  c?e  A,  B,  G,  .  .  . .  Gette  relation  entre  les 
racines  de  toute  équation  résoluble  est  d'ailleurs  la  vraie 
source  de  la  propriété  assignée  par  Abel  et  Galois  comme 
le  caractère  spécial  des  équations  résolubles  d'un  degré 
premier,  savoir  :  que  chaque  racine  doit  être  une  fonc- 
tion rationnelle  des  deux  autres.  Parmi  les  conséquences 
intéressantes  qui  découlent  des  résultats  précédents,  je 
me  bornerai  à  une  seule  :  c'est  que,  la  quantité  /'<  étant 
racine  d'une  équation  abélienne  du  degré  p.  —  i  et  ne 
contenant  que  des  radicaux  dont  les  indices  sont  diviseurs 
à.^  p,  — I  ou  pouvant  être  ramenée  à  n'en  contenir  que 
de  tels,  la  racine  elle-même  de  toute  équation  résoluble 


(*)  J'ai  fait  dans  ce  passage  quelques  corrections  qui  m'ont  été  indi- 
quées par  M.  Krunecker  lui-môme.  La  quantité  que  nous  représentons  ici 
par/Sj  se  trouve  désignée,  à  tort,  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences  de  Berlin,  par  la  lettre  r^.  Cette  nouvelle  racine  p^  dépend 
de  la  racine  r,  d'une  manière  très-simple  ;  toutefois  ces  deux  quantités 
sont  différentes  entre  elles. 
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pourra  s'expriraer  par  les  radicaux  dont  on  vient  de  par- 
ler et  par  des  radicaux  d'indice  ^.  Abel  (auteint  que  je 
le  sache)  n'a  fait  cette  importante  remarque  que  pour 
^  =  5,  et,  pour  ce  cas,  il  a  donné  laforme  la  plus  géné- 
rale de  la  racine  d'une  équation  résoluble  (t.  II  des 
OEuvres  complètes,  p.  253).  Mais  il  faut  observer  qu'il 
s'est  borné,  dans  cette  recherche,  aux  équations  dont  les 
coefficients  sont  des  nombres  entiers. 

»  Le  problème  primitif  est  maintenant  ramené,  en 
vertu  de  l'équation  (3),  à  trouver  la  forme  la  plus  géné- 
rale de  la  quantité  ou,  pour  mieux  dire,  de  l'expression  /'^ . 
D'après  ce  qu'on  a  établi  ci-dessus  au  sujet  de  r^,r^_^  ..., 
ce  second  problème  peut  s'énoncer  ainsi  : 

»  JLe  nombre  n  étant  donné,  tromper  laforme  la  plus 
générale  d'une  fonction  algébrique  c?e  A,  B,  C,  .... 
telle  que,  parmi  les  dii^erses  expressions  qui  résultent  de 
la  combinaison  des  valeurs  des  radicaux  dans  cette 
fonction,  ilj  en  ait  n  dont  les  fonctions  symétriques  et 
cycliques  {^celles-ci  étant  relatives  à  un  ordre  déterminé 
des  n  expressions)  soient  rationnelles  en  K,  B,  G,  

»  Et  l'on  voit  que  ce  second  problème,  énoncé  en  gros 
pour  ainsi  dire,  revient  à  trouver  toutes  les  équations 
abéliennes,  comme  le  problème  primitif  consistait,  en 
quelque  sorte,  à  trouver  toutes  les  équations  résolubles. 

»  En  traitant  ce  second  problème,  on  se  trouve  ramené 
à  distinguer  les  cas  où  n  est  un  nombre  premier,  ou  une 
puissance  de  nombre  premier,  ou  un  nombre  composé 
quelconque  ;  mais  ce  dernier  cas  se  ramène  aux  deux 
autres,  car  la  solution  du  problème  pour  un  nombre 
composé  n  s'obtient  dès  qu'on  l'a  résolu  pour  les  cas  où 
le  degré  de  l'équation  abélienne  est  une  des  puissances 
de  nombre  premier  contenues  dans  n.  D'ailleurs,  à  part 
quelques  complications,  le  problème  n'offre  pas  plus  de 
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difficultés  pour  une  puissance  de  nombre  premier  que 
pour  un  nombre  premier.  Seulement,  dans  le  cas  le  plus 
simple  en  apparence,  où  n  est  égal  au  cube  ou  à  une  puis- 
sance plus  élevée  de  2,  la  méthode  que  j'ai  employée  avec 
succès  dans  tous  les  autres  cas  ne  suffit  plus  à  la  solution 
complète  du  problème,  et  je  n'ai  pas  encore  trouvé  la 
modification  qu'elle  exige  alors.  Comme  la  solution  du 
problème  primitif  pour  le  nombre  premier  /x  exige  la  so- 
lution du  second  problème  pour  7t  =  [j.  —  i,  je  ne  pour- 
rais donc,  jusqu'à  présent,  donner  le  résultat  complet 
que  pour  les  nombres  premiers  ^  qui  ne  sont  pas  de  la 
forme  8h  -\-  i.  Il  suffira,  du  reste,  au  but  de  cette  com- 
munication préliminaire  et  pour  éclaircir  la  matière, 
d'examiner  ici  le  cas  du  second  problème,  où  n  est  un 
nombre  premier  impair.  Je  ne  donnerai  pas  seulement  le 
résultat  relatif  à  ce  cas,  mais  j'indiquerai  brièvement  la 
méthode  qui  m'y  a  conduit,  attendu  qu'elle  est  extrême- 
ment simple  et  qu'elle  fournit  les  principes  essentiels 
pour  la  solution  de  ce  second  problème  dans  les  autres 
cas,  et  aussi  pour  la  solution  du  problème  primitif. 

))  En  conservant  les  notations  employées  par  Abel 
(dans  le  Mémoire  n^XI  déjà  cité  du  tome  P'^des  OE usures 
complètes) y  et  en  ayant  égard  à  la  définition  déjà  donnée 
des  équations  abéliennes,  on  peut  énoncer  comme  il  suit 
le  problème  dont  il  s'agit  : 

»  Trouver  la  fonction  algébrique  la  plus  générale  Zq 
c?e  A,  B,  G,  . . . ,  satisfaisant  à  une  équation  du  n^^""^^  de- 
gré, et  telle  que  cette/onction  Zq  et  les  autres  racines  z^ , 
^2?  •  •  •  j  z,i-.\  de  r équation  "vérijient  les  relations 

oit  B  [z)  est  une  jonction  rationnelle  de  z  et  de  A,  B, 

c,  .... 

»  Admettons  que  n  soit  un  nombre  premier,  et,  adop- 
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tant  une  notation  introduite  par  M.  Jacobi,  posons 

ZoH-Zja  -f-z^K^-t-.  •  .-r  z,,_^^u"~^  =  («,2], 

où  ce  désigne  une  racine  /z'^"^  de  l'unité;  nous  aurons 

(5)     nz,:=  [i ,  z]  -h  u-''  {cc,z]  -}-  u-'--''  (cc\  z]  -+_...+ «-("-D'c  («"-',  z 

En  suivant  la  marche  tracée  par  Abel,  on  montrera  en- 
suite que,  pour  tout  nombre  entier  k,  on  a  les  équations 

(6)       j   ("■>->"'=  {''■'''^^)?{^)^      {^'y^Y={^'%^]?[o^'). 

OÙ  9  (a)  est  une  fonction  rationnelle  de  a  cl  de  A,  B, 

c,  .... 

»  Si  maintenant  on  met  pour  %  une  racine  primitive^ 
du  nombre  premier  zz,  tellement  choisie  que  g"~'^ —  i  ne 
soit  divisible  par  aucune  puissance  de  n  plus  élevée  que 
la  première,  on  obtiendra  des  équations  de  cette  forme 

(a,z;^=:(a^,z)/(a;,      (  a^  z)^' r=  (a^\  .)/(  a^'),       ..., 
( a- "~\  z]^"  =  [u,  z]  /(a- '"'). 

Elevons  la  première  de  ces  équations  à  la  puissance  g'^~^, 
la  seconde  à  la  puissance  g^~^ ,  et  ainsi  de  suite,  puis  mul- 
tiplions-les membre  à  membre  ;  il  viendra 

(7)    (-,^r-'-'  ^/[.Y'-'/irr^-  ■  •/(-""')• 

Posons  à  présent 

fr"~^  —  I  =  mn, 

m  n'étant  pas  divisible  par  n,  d'après  la  supposition  pré- 
cédemment faite;  nous  aurons,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (6), 
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et,  en  substituant  dans  l'équation  (7),  nous  trouverons 

résultat  qui  subsiste  pour  chacune  (les  valeurs  de  a, 
comme  on  peut  le  démontrer,  et  qu'on  mettra  aisément 
sous  celte  forme 

/  11  1 


))  Ici  il  faut  entendre  par  chacun  des  exposants  frac- 
tionnaires contenus  dans  la  parenthèse,  non  pas  cet  expo- 
sant lui-même,  mais  son  plus  petit  résidu  positif  relati- 
vement au  module  n  ;  d'ailleurs  F  (a)  désigne  comme/(a  ) 
une  fonction  rationnelle  de  a  et  de  A,  B,  C,  ...  .  Cette 
expression  de  (a"',  z)  étant  substituée  dans  Téquation  (  5 ), 
on  obtient  une  forme  que  z^  doit  nécessairement  avoir, 
et  qui  satisfait  toujours  au  problème,  quelles  que  soient 
les  fonctions  rationnelles  de  a  et  de  A,  B,  G,  ...  qu'on 
prenne  poury(a)  et  F  (a). 

»  La  comparaison  de  ce  résultat  avec  la  forme  générale 
donnée  ci-dessus  des  racines  d'une  équation  résoluble  du 
degré  jj.  conduit  à  des  propositions  intéressantes  ;  mais 
des  conséquences  plus  intéressantes  encore  se  tirent  de 
la  comparaison  de  l'expression  (  8  ) ,  en  y  supposant  que  A, 
B,  G,  ...  soient  des  nombres  entiers,  avec  l'expression 
correspondante  que  fournissent  certaines  équations  abé- 
liennes  qui  se  présentent  dans  la  théorie  de  la  division  du 
cercle,  particulièrement  avec  la  forme  très-remarquable 
donnée  pour  [ol,  x)  par  M.  Kummer  [Journal  de  Crelle, 
t.  XXXV,  p.  363).  Cette  comparaison  fournit  en  effet  le 
théorème  suivant,  qui  a  lieu  non-seulement  pour  un 
degré  premier,  mais  dans  tous  les  cas,  savoir  que  : 

»   Les  racines  de  toute  équation  abélienne  à  coefji- 
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cients  entiers  peus^ent  être  exprimées  rationnellement  au 
moyen  des  racines  de  l^ unité. 

»  Ainsi  ces  équations  abéliennes  générales  ne  sont  rien 
autre  chose  en  réalité  que  les  équations  de  la  division  du 
cercle. 

»  Il  existe  une  relation  pareille  entre  les  raciiies  des 
équations  abéliennes  dont  les  coefficients  sont  des  nom- 
bres complexes  de  la  forme  a-^h  ^ —  i  et  les  racines  des 
équations  qui  se  présentent  dans  la  division  de  lalemnis- 
cate  :  on  peut  généraliser  ce  résultat  et  l'étendre  à  toutes 
les  équations  abéliennes  dont  les  coefficients  contiennent 
des  nombres  irrationnels  déterminés  et  racines  d'équa- 
tions algébriques. 

»  J'ajoute  encore  une  remarque  :  si  l'on  applique  à  la 
forme  (  3  )  le  théorème  précédent  sur  les  racines  des  équa- 
tions abéliennes  à  coefficients  entiers,  on  trouve  que  la 
racine  de  toute  équation  résoluble  du  degré  [t^  à  coefficients 
entiers  peut  être  regardée  comme  une  somme  de  racines 
^ièmes  jg  nombres  complexes  rationnels  formés  avec  les 
racines  de  l'unité.  Ainsi  la  forme  nécessaire  et  suffisante 
la  plus  générale  de  toute  racine  d'une  équation  résoluble 
du  degré  fx  à  coefficients  entiers  s'exprime  au  moyen  de 
ces  nombres  complexes  :  toutefois,  la  recherche  elTecLive 
de  cette  forme  exige  une  suite  de  propositions  sur  les 
nombres  qui  dépasseraient  les  bornes  de  cette  commu- 
nication. » 

FIN    DU    TCME    SECOND. 
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